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1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatom a Neumann rendszamok alapvetd szamelméleti tulajdonsagait
vizsgalja. A témat az [1], [2] irodalmak segitségével dolgoztam fel.

Az els6 fejezetben bevezetem a rendszamok fogalmat. A masodik fejezetben defi-
nidlom a rendszamok Osszegét, szorzatat és hatvanyat. Beldtom, hogy az Gsszeadés
és a szorzas nem kommutativ, viszont asszociativ, a szorzas az Osszeadasra nézve
jobboldalrol disztributiv. Definidlom a rakévetkezo és limeszrendszamokat, valamint
rendszamok szuprémumat. Megvizsgalom, hogy az aritmetikai miveletek hogyan
kapcsolédnak Gssze a rendszamok rendezésével.

A szorzas miatt értelmezhetd a rendszamok kozotti oszthatosag, kozos tobbszo-
r0s, legnagyobb kozos 0szto és a legkisebb kozos tobbszoros fogalma. Mivel a szorzés
nem kommutativ, kiilon vizsgdlom a bal illetve jobboldali oszthatosagot és a kdzos
tobbszorosoket. A harmadik fejezet ezeket a fogalmakat targyalja.

A negyedik fejezetben definidlom a rendszamrendszereket, és megadom a rend-
szamok egy hasznos kanonikus elgallitasat.

Az 6t6dik fejezetben a rendszamok kisebb rendszamok Gsszegére vagy szorzatéira
valo felbonthatosagat vizsgdlom. Ha egy rendszdm nem bomlik fel kisebb rendsza-
mok 0Osszegére, akkor azt a rendszamot felbonthatatlannak hivom, szorzat esetén
pedig primnek. Beldtom, hogy a rendszidmok bizonyos értelemben egyértelmiien
irhatok fel felbonthatatlanok Gsszegeként illetve primek szorzataként.

Bar az 6sszeadas és a szorzas altalaban nem kommutativ, van olyan eset, amikor a
tagok vagy tényezGk sorrendjét mégis fel lehet cserélni. Ezeket az eseteket jellemzem
a hatodik fejezetben.

Az epszilon rendszamok alaptulajdonsagait a hetedik fejezetben targyalom. Se-
gitségiikkel jol lehet jellemezni a hatvanyozas egyfajta kommutativitasat, pontosab-
ban azt az esetet, amikor a hatvanyalapot és a kitevét fel lehet cserélni.

Az utolso fejezetben a rendszamok egy alkalmazasaként a hidra-jatékot 3] mu-



tatom be. A téméhoz olyan allitds kapcsolodik, melyet rendszamok segitségével

kénnyen be lehet latni, ugyanakkor a Peano rendszerben nem is bizonyithato.

Eziton is szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Komjath Péternek,

akinek a segitségével és tandcsaival a szakdolgozatom elkésziilt.

1.1. Végtelen halmazok, rendezés, rendszamok

Els§ célunk megadni a természetes szamoknak egy olyan altaldnositasat, amely
kiterjed végtelen halmazokra is, a szokasos miveleteket pedig ki lehet rajuk ter-
jeszteni gy, hogy ezek a végtelen ,szamok” bizonyos szempontboél hasonloképpen
viselkedjenek, mint a véges szamok. Ezt a b&vebb osztalyt fogjuk rendszamoknak
hivni.

Miel6tt azonban végtelen halmazokrdl beszélnénk, tisztazzuk elGszor, hogy mit
is értiink az alatt, hogy egy halmaz véges. Halmazok segitségével definidlhatok a
természetes szamok oly modon, hogy az n természetes szamnak intuitiv értelemben
pontosan n eleme legyen. Miutan tudjuk, hogy mik a természetes szamok, mond-
hatjuk azt, hogy egy halmaz legyen pontosan akkor n elemii, ha a halmaz elemei
parba allithatok az n természetes szam elemeivel. Ez a kézenfekvs definicid azzal a
tulajdonsaggal is rendelkezni fog, hogy ha egy halmaz egyszerre n és m elemi, ak-
kor m = n kell, hogy teljesiiljon. Ezutan kénnyd definidlni a végtelen halmazokat:
legyenek azok a halmazok végtelenek, amelyek nem végesek, azaz semmilyen n-re
sem n elemiek.

A végtelenségi axioma biztositja, hogy valoban létezik végtelen halmaz, és hogy
nem csak egy végtelen halmaz van, kovetkezik a hatvinyhalmaz axiomabol.

Felmeriil a kérdés, hogy ha tobb végtelen halmaz is van, akkor azok vajon mennyi-
ben kiilonb6zhetnek egymastol?

Mivel a végtelen halmazokat az intuitiv nagysagfogalom formalizalasaval defini-
altuk, célszert lenne ennek a fogalomnak a segitségével megvizsgalni a kérdést. Azt
mondjuk, hogy két halmaz ugyanannyi elemi vagy ekvivalens, ha létezik a két hal-
maz elemei kozott bijektiv megfeleltetés. Véges halmazokra ez a megegyezés nem
mond 1jat, és az is igaz lesz, hogy egy véges és egy végtelen halmaz nem lehet
ekvivalens.

Bar ez a definicio sok szempontbdl megkozeliti azt, amit a végtelen halmazoktol
elvarunk, magaban hordoz azonban néhany anomaliat is. Gyakran hasznalt rende-
zett halmazokrol, mint N, Z, Q, kideriilt, hogy ugyanakkorak, holott nem érezziik

Gket ugyanannyi elemiinek. Emiatt célszer(i, amikor két rendezett halmazt Gsszeha-



sonlitunk, figyelembe venni a rajtuk levé rendezést is.

Nevezziink két rendezett halmazt hasonlénak, ha létezik kézottiik olyan bijekcio,
ami egyben rendezéstarto is. Mind az ekvivalencia, mind a hasonloség ekvivalencia-
relacio, igy ekvivalenciaosztalyokat hataroznak meg.

Egy halmazon definidlt rendezést jolrendezésnek neveziink, ha barmely nemiires
részhalmazaban van a rendezés szerint minimaélis elem. Konnyen lathato, hogy tet-
sz6leges véges halmazon definialt rendezés jolrendezés, igy egy természetes szamon,
mint halmazon definialt rendezés is az lesz. Jolrendezett halmaz részhalmaza is
jolrendezett erre a részhalmazra megszoritott rendezéssel.

A rendszamokat jolrendezett halmazoknak fogjuk definidlni a kénnyebb kezelhe-
t6ség érdekében. Felmeriil a kérdés, hogy ekkor viszont a rendszamok segitségével
tudunk-e majd nem jolrendezett halmazokat is jellemezni. A jolrendezési tétel azt
mondja ki, hogy tetszleges halmazhoz létezik olyan rendezés, mely a halmazon
jolrendezés. Ebbdl a szemponthol a megszoritas tehat nem lényeges, hiszen a vizs-
galand6 halmazt, ha az nem jolrendezett, el6bb jolrendezhetjiik az emlitett tétel
segitségével, majd azutan vetjiik vizsgélat ala.

A rendszamok a jolrendezett halmazok egy olyan részosztélyat fogjak alkotni,
melyekre a hasonlosag relacié altal meghatarozott ekvivalenciarelaciokhoz egyértel-
miien hozza lehet rendelni egy-egy rendszamot, ami rdadésul hozza is tartozik az
adott ekvivalenciaosztalyhoz, tehat képviseli azt. Ezért a rendszamok vizsgalata-
val a hasonlésag erejéig jellemezhetjiik a jolrendezett halmazokat. A rendszamok-
nak szamos szép tulajdonsaga van, amit halmazok vizsgalatainal ki lehet hasznélni.
Segitségiikkel példaul lehet rendezést definidlni a hasonlésag ekvivalenciaosztalyai
kozott, azaz a jolrendezett halmazokat lehet részbenrendezni, s6t a segitségiikkel
jellemezni lehet az ugyanannyi elemtség ekvivalenciaosztalyait is, és azokon is be
lehet vezetni rendezést. Rendszamokkal tehéat jol lehet jellemezni, hogy egy halmaz
mekkora.

Ha két jolrendezett halmazt egymés utan ,irunk”, jolrendezett halmazt kapunk,
sG6t ha jolrendezett halmaznyi példanyat irjuk egymés utan, szintén jolrendezett hal-
mazt kapunk. A joélrendezett halmazok ezen tulajdonsaga lehetGséget ad arra, hogy
a rendszamok kozott Osszeadast és szorzast definidljunk, ami analdgja a természetes
szamok Osszeadasanak és szorzésanak. Bar az Osszeadas- és szorzéas definicio kiter-
jeszti a természetes szamok feletti miiveleteket, nem 6rokli azok 6sszes tulajdonsagat.
Rendszamokon példaul az Gsszeadés és a szorzas nem lesz feltétleniil kommutativ.

Szorzas segitségével definidlhatunk oszthatosdgot, hatvanyozast, felbonthatosa-
got és tovabbi szamelméleti fogalmakat is.

A szakdolgozatom témaéaja ezen miveletek és tulajdonsagok vizsgalata lesz. A ko-



vetkez6 szakaszban bevezetem az alapvetd definiciokat és téma targyalasahoz sziik-

séges tételeket.

1.2. Rendszamok fogalma, rendezése

Rendszamok bevezetése

Az aldbbiakban a rendszamokat fogjuk definidlni. Amint mar a bevezet&ben
emlitettem, rendszamoknak bizonyos jolrendezett halmazokat fogunk tekinteni. Egy

rendszamon a rendezés megfogalmazasat segiti a kdvetkez6 definicio:

1.2.1. Definici6. Az € eleme reldcid A halmazra valo megszoritdsdt jelélje
ea={{x,y):x e Aye Az ey}

A rendszamok osztalyan késébb rendezést is definidlunk, amit szintén az eleme
relacioval szeretnénk megfogalmazni. Pontosabban azt szeretnénk elérni, hogy egy
rendszam pont az Osszes nala kisebb rendszambdl alljon, mert akkor pusztan az
eleme relacio ellen6rzésével el lehetne donteni, hogy két rendszam koziil melyik a

nagyobb. Ennek a tulajdonsagnak a teljesiiléséhez jarul hozza az alabbi definicio:

1.2.2. Definici6é. Fgy A halmazt tranzitivnak nevezzik, ha bdrmely eleme egyben

részhalmaza is, azaz ha B € A, akkor B C A.

P

1.2.3. Definicié (Rendszamok definicidja). Egy A halmazt rendszdmnak neve-
zink, ha A tranzitiv, és az € 5 reldcid jolrendezi A-t, azaz (A, € ) jolrendezett hal-

magz.
Példa. Az (), {0}, {0,{0}}, {0,{0},{0,{0}} } mind rendszimok.
1.2.4. Tétel. Rendszdmok metszete rendszdm.

Bizonyitds. Ha A és B rendszamok, akkor a metszetiik tranzitiv. Valoéban, ha
u € AN B, akkor u € A ésu € B, ezért u C A ésu C B. Tehat u C AN B. Az

€anp jOlrendezés, hiszen ez az € 4 jolrendezés megszoritasabol szarmazik. O]
1.2.5. Tétel. Rendszdm minden eleme rendszdm.

Bizonyitds. Legyen A rendszam, x € A. Ekkor x C A, ezért €, jolrendezi x-et.
Legyen v € u € x. Ekkor x C A miatt u € A, tehat u C A, ezért v € A. De €4
rendezés az A halmazon, v,u,xz € A, igy a €, tranzitivitidsa miatt v €4 x, tehat

v € x. Bzért u C . O



1.2.6. Definicid. Legyen (A, <) rendezés és B C A.
e B kezddszelete A-nak, ha x <y, y € B esetén x € B.

o B elem dltali kezddszelet, ha van olyan y € A, hogy x € B pontosan akkor, ha
x <y. Jeldlés: Ay

Megjegyzés. Természetesen az elem dltali kezddszelet is kezddszelet, am a két foga-
lom dltaldban nem esik egybe, példdul az (—oo,a] C R a szokdsos rendezéssel kezdd-
szelet, de nem elem dltali. Fontos viszont megjegyezni, hogy ha (A, <) jolrendezett,

akkor a valodi kezddszeletek mar elem dltaliak is.

1.2.7. Tétel. Legyen A tranzitiv halmaz az €4 rendezéssel. B C A akkor és csak

akkor kezddszelete A-nak, ha B is tranzitiv halmaz.

Bizonyitds. Legyen B az A kezdészelete. Ha x € y € B, akkor y € A, ezért y C A,
vagyis x € A. De ekkor x €4 y, és mivel B kezd&szelet, x € B.

Legyen most B tranzitiv, y € B és x €4 y. B tranzitivitasa miatt ekkor z € B
is teljesiil. O

1.2.8. Tétel. Ha A rendszam, B C A és B tranzitiv, akkor vagy B = A, vagy
B € A, és igy az 1.2.5. tétel kévetkeztében B is rendszdm.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel szerint B kezddszelet. Feltehetd, hogy valodi kezddszelet,
kilénben B = A. Ekkor megjegyzésiink szerint B elem altali kezd@szelet, vagyis
van olyan x € A, melyre B = A|c,x. Az allitds bizonyitasahoz elég megmutatni,
hogy B = z. Legyen elGszor y € B. Mivel B az x elem altali kezd&szelet, y €4 x, és
igy y € x. Legyen most z € x. A tranzitivitasa miatt z € A is teljesiil, ezért z €4 z,

igy z€ Ale,x =B O

1.2.9. K6vetkezmény. Rendszdmok kezddszelete rendszdm.

Rendszamok rendezése

A kovetkezSkben bevezetiink egy rendezést a rendszamok osztalyan.

1.2.10. Definicié. Ha A és B rendszdmok, akkor

A<B&s AcB



1.2.11. Tétel. A fent definidlt reldcio irrefliexiv, tranzitiv és trichotom, sét a rend-

szamok osztdlydn jolrendezés.

Bizonyitds. Ha A < B és B < A, akkor A € B és B € A. A tranzitivitasanak
kétszeri alkalmazaséval el6szor A € A, majd az A € A € A 0Osszefiiggést kapjuk.
Ezért A €4 A, ami ellentmondas.

A tranzitivitas kovetkezik a rendszamok tranzitivitasi tulajdonsagabol.

Most belatjuk, hogy a rendezés trichotom. Legyenek A # B rendszamok. Ekkor
az 1.2.4. tétel kovetkeztében AN B is rendszam, és igy tranzitiv részhalmaza A-nak
és B-nek is. Az 1.2.8. tétel miatt a kovetkez6 esetek allhatnak fenn:

ANB=Avagy ANBe A

ANB=Bvagy ANBeB

Ha mindkétszer a masodik eset all fenn, abbol A N B € AN B-t kapnank, ami
ellentmond a mar bizonyitott irreflexivitdsnak. Ha pedig példdul AN B = A és
AN B € B all fenn, tehat A < B.

Végiil megmutatjuk, hogy < jolrendezés a rendszamokon. Legyen A rendszam
és O(x) egy formula. Legyen C' = {z € A : ®(x)}. Feltehets, hogy C nemiires.
Mivel € 4 jolrendezi A-t, van €4 szerint minimalis eleme C-nek, legyen ez y. Mivel
y € A, az 1.2.5. tétel szerint y is rendszam, emellett ®(y) igaz. Ha z < y rendszam,
akkor z € y és A tranzitivitdsa miatt z € A, és igy y minimalitdsa miatt csak az
lehet, ®(z) hamis. O

Az alabbi kdvetkezmény a rendszamok egy nagyon hasznos tulajdonsagarol szol,

erre a késGbbiekben tobbszor hivatkozni fogunk.
1.2.12. Kovetkezmény. Nem létezik rendszamokbol dllo csokkend végtelen sorozat.

Bizonyitds. Valoban, ha f(n) végtelen csdkkend sorozatot valésitana meg, akkor

Ran f-nek nem volna minimalis eleme. O
1.2.13. Tétel. A rendszdamok nem alkotnak halmazt.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy A olyan halmaz, aminek az elemei pontosan a rend-
szamok. Ekkor persze A tranzitiv, és < jolrendezi A-t. Kovetkezésképpen A is

rendszam volna, emiatt A € A teljesiilne, ami ellentmond az irreflexivitasnak. [

A kovetkezdkben egy modszert mutatunk be, melynek segitségével el lehet don-

teni két rendszamrol, hogy melyik a nagyobb.

1.2.14. Lemma. Ha f az (A, <) jolrendezett halmazt énmagdba képezi le rendezés-
tartd mddon, akkor Vax € A-ra x < f(x)



Bizonyitds. Legyen B = {x € A : f(z) < z}. Azt kell megmutatnunk, hogy
B = (). Ha B nemiires, akkor a jolrendezés miatt van egy xo minimalis eleme B-
nek. Erre B definicidja szerint f(z¢) < xo teljesiil. Ebb6l f rendezéstartasa miatt
f(f(zo)) < f(xo) kovetkezik. Azaz f(zg) € B, de f(xy) < xp, ami ellentmond z,

minimalitasanak. L]

1.2.15. Tétel. Ha o < 3, akkor (5, <g) nem képezhetd le monoton mddon (o, <,)

eqy részhalmazdra.

Bizonyitds. Ha volna olyan f és A C a, melyre (3, <) hasonlé (A, <,)-hoz, akkor
A C a C [ miatt f (-t onmagaba képezi le rendezéstarté modon. Ekkor f az
a € (3 elemet « részhalmazdba képezi, emiatt f(a) < a, ami ellentmond az el6z6

lemmanak. O

1.2.16. Kovetkezmény. Ha tehdt a-t be tudjuk dgyazni rendezéstartd modon (3-ba,
akkor a < 3.

Egzisztenciatétel

1.2.17. Definicio. (A, <) és (B, <) rendezett halmazok hasonldk, ha létezik A és
B kozott rendezéstarto bijekcio. Konnyen bizonyithato, hogy a hasonlosdag ekviva-

lenciareldcio.

A bevezetGben megjegyeztem, hogy a rendszamok képviselni a tudjik a jolren-
dezett halmazok hasonlosag szerinti ekvivalenciaosztalyait. Ezt fogalmazza meg a

kovetkezd tétel:

1.2.18. Tétel (Egzisztenciatétel). Tetszdleges (A, <) jolrendezett halmazhoz egyér-
telmiien létezik olyan rendszdam, amihez (A, <) hasonld. Jeléljik tip A|<-val ezt a

rendszdmot, és nevezzik 6t az (A, <) rendtipusdnak.

Megjegyzés. Létezik injektiv operdcio az dsszes rendezett halmaz hasonlosdg sze-
rinti ekvivalenciaosztdlyain is, mely kiterjesztése az imént bevezetett operdcionak.
Ennek segitségével tetszdleges rendezett halmaznak is lehetne definidlni a rendtipu-

sdt.



2. fejezet

Alapmiiveletek

2.1. Osszeadas és szorzas

Az el6z6 fejezetben bevezettiik a rendszamok fogalmat, és bizonyitottunk né-
hany rajuk vonatkozo tételt. A kovetkezs fejezetekben mas oldalrdl vizsgaljuk a
rendszamokat, gy gondolunk majd rajuk, mint a természetes szamok fogalmanak
altalanositasara. Ertelmeziink a rendszamokon 6sszeadast és szorzast, majd ezen
miiveletek tulajdonsigaira helyezziik a hangsilyt.

A tovabbiakban a rendszamok jelolésére a, 3,7, 0, o sth. gorog kisbetiiket hasz-
nalunk.

Konnyen megadhato olyan egyvaltozos formula, ami pontosan akkor teljesiil, ha
az argumentuma rendszam. Halmazok definidlasakor azzal az egyszertisit§ jeloléssel
fogok élni, hogy ha a meghatarozasban olyan valtozo szerepel, ami csak rendszam
lehet, akkor azt a valtozot kis gordg betiivel fogom jelolni, és azt a formulét, ami meg-
mondja, hogy az adott valtozo rendszam, el fogom hagyni a definiciobdél a kénnyebb

olvashatosag kedvéeért.

2.1.1. Definicié (Rendezett unio). Legyenek {(A,, <,) : © € I'} diszjunkt rendezett
halmazok, valamint <p a ' indexhalmaz eqy rendezése.
Fkkor a {{As, <.) : * € I'} halmazrendszer <r szerinti rendezett unidjin azt a

rendezett halmazt értjik, melynek alaphalmaza A = |J . Az, a rendezés pedig a

zel
kévetkezd:

Legyen x € A, ésy € A,. Ha u # v, akkor x < y < u <pr v. Ha pedig u = v,
akkor x <y & x <, .

Kénnyen ldthato, hogy < wvaldban rendezés A-n.

r s

rendezett halmazokat egymés mellé irtuk volna a <p altal meghatarozott sorrend-

ben.

10



Megjegyzés. Nemdiszjunkt halmazok esetén eldszir diszjunktizdlunk, majd azutdn
vessziik a rendezett 6sszeget. Bdr kiilonbézd diszjunktizdcio esetén killonbozni fog a
rendezett 6sszeg 1s, adodik eqy természetes rendezéstarto bijekcio a rendezett dsszegek

kézott, vagyis rendezés szempontjabol nem kilonboznek az dsszegek.

2.1.2. Definicié (Antilexikografikus szorzat). Legyenek (A, <) és (B, <gp) rende-
zett halmazok. Ezek antilexikografikus szorzatin azt a rendezett halmazt értyik,
aminek az alaphalmaza A x B, a rendezés pedig: {(a1,b1) < (as,bs) pontosan akkor,

ha by < by, vagy ha by = by és a1 < as. Kdonnyen ldthato, hogy < valoban rendezés.

Az A és B rendezett halmazok antilexikografikus szorzatat ugy képzelhetjiik el,
mintha az A halmazt B példanyban irtuk volna le egymas mellé.
Az imént bevezetett halmazkonstrukciokat fogjuk alkalmazni rendszamokra. En-

nek kivitelezésében segit a kovetkezé allitas:

2.1.3. Allitas. Jolrendezett halmazok antilezikografikus szorzata és jolrendezett hal-

maz szerint vett rendezett unidja is jolrendezett halmaz.

Bizonyitds. Valoban, a definiciokban szerepld jeldléssel élve a rendezett Gsszeg esetén
egy C nemiires részhalmaz esetén megkeressiik azt az A, (<r szerint) legkisebb
indext halmazt, melyet C' még metsz, majd A, N C elemei koziil keressiik ki a
minimalisat.

Az antilexikografikus szorzat egy C nemiires részhalmaza esetén pedig a mi-
niméalis elem az az (a,b) lesz, ahol b a C-beli elemek B-re vett vetiiletei koziil a
minimalis, a pedig azon C-beli elemek els§ koordinatai koziil a minimalis, ahol a

masodik koordinata b. O

2.1.4. Definicié. A {o; : i € 7} rendszdamok dsszege a {0; : i € v} halmazok

rendezett dsszegének rendtipusa. Jelolés: > . 0i, vagy két tag esetén o1 + 0.

1€y
Az o és (B rendszdmok szorzata az o és B halmazok antilexikografikus szorzatdnak
rendtipusa. Jelolés: a - (3
Ez a két operdtor a diszjunktizaciordl szolo megjeqyzésiink, az el6zd dllitdas és az

egzisztenciatétel kivetkeztében joldefinidlt.

Megjegyzés. Gyakran kell majd rendszamdsszegek és -szorzatok elemére hivatkoz-
nunk. Ilyenkor eljarhatndnk a kovetkezdképpen: Felvesziink olyan diszjunkt halma-
zokat, melyek rendtipusai az adott rendszamok, majd ezeknek a halmazoknak vesszik
a rendezett osszeqét vagy szorzatdat. Kdonnyen ldathato, hogy szorzat esetén sem fiigg
az eredmény rendtipusa a diszjunkt halmazok megudlasztdsatol.  Ilyenkor a rend-
szamaosszegek és -szorzatok elemeire az igy konstrudlt halmazok segitségével rende-
zéstarto bijektiv fligguények bevezetésével hivatkozhatunk. Bdr ez technikailag ki-

vitelezhetd, azzal az eqyszerisitd jeloléssel fogok élni, hogy magukat az elemeket a
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képeikkel fogom azonositani. Igy példdul értelmesnek tekintjik az amigy pontatlan
(a,b) € a- B a € a,be f jelilést. Ez dltaldban nem okoz félreértést, ugyanakkor a

jeldlés lényegesen eqyszerisodik.
2.1.5. Allitas. Mind a rendszimdsszeadds, mind a rendszdmszorzds asszocialiv.

Az allitdst csak harom taga Osszegre vazoljuk, de a bizonyitas konnyen kiter-

jeszthets tetszdleges tagi Osszegre.

Bizonyitds. Rendszamosszeadas esetén az (a+ ) + v és a + (6 + ) alaphalmazai
megegyeznek az uni6 asszociativitasa miatt, és az is konnyen lathato, hogy a rendezés
is megegyezik a két halmazon.

Rendszamok szorzésa esetén az (« - 3) - és a - (0 - 7) alaphalmazai kozott az

({(a,b),c) — (a, (b,c)) egy rendezéstartd bijekciot hataroz meg. O
2.1.6. Allitas. A rendszdmszorzds jobbrol disztributiv, azaz
-2 _ae= e
€ex gex

Bizonyitds. A két kifejezés alaphalmaza a halmazokra vonatkozé disztributivitasi
torvénybdl kovetkezik.
A rendezés vizsgalatahoz legyenek x1, 29 € v, y1 € ¢, Yo € Q.

Mindkét kifejezésben (x1,y1) < (x2,y2) pontosan akkor,

o {1 <&
o § =& esetén y; <¢ Yo

o {1 =& bsy = yo esetén a1 <, Ty

Aritmetikai miiveletek és a rendezés

2.1.7. Tétel. Rendszamok osszeaddsa az elsd wvdltozoban monoton, a mdsodikban
szigoruan monoton. Rendszdmok szorzdsa az elsd wvdltozoban monoton, ha pedig az

elsd tényezd nemnulla, akkor a mdsodik vdltozoban szigorian monoton.

Bizonyitds. Legyenek o, 3,7 [ <~ rendszamok. Ekkor (3 az identitéssal bedgyaz-
hato rendezéstarté modon v-ba. Ezért léteznek a kovetkezd rendezéstartd beagya-
zdsok a+ 0 — a+vy, f+a—y+a,a-0— a-vés [(-a— v-aaz alaphalmazok

kozott, amibdl a gyenge monotonitas mar kovetkezik mindkét argumentumban.
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A szigori monotonitas bizonyitasahoz legyen x € ~, melyre § = v|.x. Ekkor
a+ [ =(a+7)|<x, amibsl a + [ € o + 7, tehat teljesiil a szigori monotonitas is.
Szorzat esetén pedig a- 5 = (a-7)|<(0, x), tehat «- 3 € a -y, amibdl a szorzatra
is adodik az allitas. O

Megjegyzés. Az elsd argumentumokra a szigori monotonitds nem teljesil. Fllen-

példat a 2.1.15. kovetkezményben mutatunk.

Rakovetkez6 rendszamok, limeszrendszamok

2.1.8. Definicio (Természetes szamok). Vezessik be a kivetkezd jeloléseket:
0=10

1= {0} = {0}

2={0,1} = {0,{0}}

3=40,1,2} = {0, {0}, {0,{0}} }

n=40,1,...,n—1}

Ezek a halmazok az € reldciora nézve jolrendezettek és tranzitivak, tehdt rendszamok.
Az dsszes természetes szambol dllo halmazt jeldljik w-val. Mivel w rendszdmokbol
all, tranzitiv, és az eleme reldcio jolrendezi, ezért w is rendszdm. Valdjdban ez a

legkisebb nem véges alaphalmazi rendszdam.

A rendezett Osszeg és szorzat definicidja alapjan lathato, hogy a rendszam-
Osszeadas és -szorzds a természetes szdmokon megfelel az intuitiv értelemben vett
Osszeadasnak és szorzasnak. Ezért gondolhatunk tgy is ezekre az operatorokra, mint
a természetes szamokon tekintett aritmetikai miiveletek egyfajta kiterjesztésére. Ez
a kiterjesztés a természetes szdmokon ismert tulajdonsagok egy részét megtartja,
példa erre az asszociativitas, a jobbrol szorzas disztributivitasa. Ugyanakkor még
az Osszeadas sem kommutativ, példaul w41 # 1+ w, hiszen a baloldali kifejezésnek

van legnagyobb eleme, a jobboldalinak pedig nincs.

2.1.9. Tétel. Az a-ndl nagyobb rendszamok kiziil a legkisebb rendszdm az
a+1l=aU{a}.

Bizonyitds. Mivel o bedgyazhato rendezéstarté6 modon o+ 1-be, a 1.2.16. kovetkez-
mény miatt « < a+ 1, de a # aU{a}, ezért o < a+1

Legyen most v < o + 1, ekkor 7 € a4+ 1. Ha v # «, akkor v € «, vagyis v < a.
Osszefoglalva v < a. O]
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2.1.10. Tétel. Tetszdleges A rendszamokbol dllo halmazhoz létezik olyan rendszdm,
mely az A-beli rendszdmok felsd korldtja. Ezek kozil a legkisebb az |JA. A legkisebb
felsd korlatot jeldlje: sup A.

Bizonyitds. |J A tranzitiv, hiszen tranzitiv halmazok uni6ja. Mivel [ A elemei rend-
szamok, ezért | J A valoban rendszam. Ha a € A, akkor a@ C |J A az uni6 definicioja
miatt, igy a-t be lehet dgyazni | J A-ba rendezéstarté modon. Igy az 1.2.16. ko-
vetkezmény miatt o < (J A, tehat |J A valoban felsg korlat. Mar csak azt kell
megmutatni, hogy A barmely [ fels§ korlatjara |JA < (3. Legyen tehat [ felss
korlat. Ha ~" € |J A, akkor az unio6 definicidja miatt létezik olyan v € A rendszam,
melyre 7/ € . Mivel § fels6 korlat, v < 3, amibdl v C 3, és igy v/ € 3. Ezért
teljesiil |JA C 3, igy UA < S. H

2.1.11. Definicié. Egy v rendszimot rdakovetkezé rendszdmnak nevezink, ha
létezik olyan o rendszdm, melyre v = o + 1.
Ha eqy nemnulla rendszdm nem rdkévetkezd, akkor limeszrendszdamnak nevez-

2.1.12. Allitas. Ha o limeszrendszdm, akkor a = supa = J{y : v < a}. Ha «

rakévetkezd rendszdm, akkor o = sup a + 1.

Bizonyitds. Legyen « limeszrendszam. Vilagos, hogy a-nél kisebb rendszamoknak
az « fels6 korlatja. Legyen most v < «, megmutatjuk, hogy v nem fels6 korlat.
Ugyanis v+ 1 a legkisebb a y-nal nagyobb rendszamok koziil, amibél v+ 1 < a. De
a nem rakovetkezs, ezért v + 1 < a. Ezzel megkaptuk, hogy ~ valoban nem lehet
fels6 korlat.

Legyen « rakovetkezd rendszam. Ekkor a = [+ 1 valamilyen 3 rendszamra.
Mivel 3 és B+ 1 = a kozott nincs rendszam, « legnagyobb eleme 3, tehat sup a = .
Ez alapjan supa+1=08+1=q. O

Az allitas szerint limeszrendszam esetén sup o ¢ «, ezért a limeszrendszamokat
olyan rendezett halmazoknak képzelhetjiik el, amelyeknek nincsen ,yége”. Rakovet-

kez& esetben viszont sup a € «, tehat a rakovetkez6 rendszamoknak van.

Vegylink egy limeszrendszamot, és szorozzuk 6ssze barmelyik oldalrél egy masik
rendszammal. Erezziik, hogy ha egy ,vég nélkiili’ szamot frunk le valahanyszor
egymas utan, vagy valamit ,vég nélkiiliszer” irunk le, akkor ismét vég nélkiili szamot

kapunk. Ezért a szorzat varhatoan limeszrendszam. Ezt igazolja az aldbbi lemma.
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2.1.13. Lemma.

o Legyen (B limeszrendszam. Ekkor tetszdleges o # 0 rendszdm esetén o - 3

szintén limeszrendszdm. Sot, & < « - 3 esetén létezik olyan v < (3, melyre

E<a-.
e Legyen o limeszrendszam, 3 # 0. Ekkor o - B limeszrendszdm.

Bizonyitds. Az els6 allitas bizonyitasa. Ha £ < a3, akkor £ = a- 5| (a, b) valamely
a € a és b € pf-ra. Mivel 3 limeszrendszam, b + 1 < (. Ekkor viszont ¢ valodi
kezdGszelete o - (b + 1)-nek, amibd6l v = b + 1 valasztassal £ < a - 7.
Ekkor ¢ <&+ 1< a-v < a-f, vagyis § valoban limeszrendszam.

A masodik allitas bizonyitasahoz az el6zd eset szerint elég azt vizsgalni, amikor
B rakovetkez6 rendszam. Ez pedig az o+ f =« - (0 + 1) = a - § + « Osszefiiggés
alapjan limeszrendszam, hiszen ha tetszGleges rendszamhoz hozzaadunk egy limesz-

rendszamot, ismét limeszrendszamot kapunk. O

Rendszamok kiilonbsége, maradékos osztas

Ebben a részben az argumentumokban valé monotonitas néhany tulajdonsagat

és kovetkezményét targyaljuk.

2.1.14. Allitas. Tetszdleges végtelen o rendszdmra és n természetes szdmra n—+o =

a, valamint n # 0 esetén n - w = w.

Bizonyitds. Tekintsiik kovetkez6 f : n 4+ a — «a bijekciot:

x TEMN
fx)=1< n+ax € aésxvéges
x r € a és x végtelen

Konnyen lathato, hogy f rendezéstarto.

n-w és w kozott pedig a (k, m) — nm + k lesz rendezéstartd bijekcio. O

2.1.15. Kovetkezmény. A jobboldali eqyszerisités dltaldban nem igaz, hiszen pél-
divll +w=w=24wésl -w=2 w, pedig 1 # 2.
Ugyanez a tény mds szemszoghdl azt mutatja, hogy az elsd argumentumban a
monotonitds dltaldban nem teljesil, mint azt a 2.1.7. tétel utdni megjegyeztiik.
Mivel 2-w =w ésw =w-2|-(0,1), ezért 2-w < w-2. Ezzel tehdt azt is beldttuk,
hogy rendszdmok szorzatdara sem igaz a kommutativitds, és ugyanez a példa mutatja

azt is, hogy a balrdl szorzds dltaldban nem disztributiv: (1+1) - w=w < w + w.
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A baloldali egyszeriisithet&ség viszont egyszert kovetkezménye a 2.1.7. tételnek:

2.1.16. Allitas. Hao o+ 1 = a + s, akkor By = Bo. Ha a- By = - By és o # 0,
akkor (51 = (5.

Bizonyitds. Valoban, ha példaul 8, < 5, akkor az 2.1.7 tétel kovetkeztében elsG
esethen a 4+ 31 < a + (5, masodik esetben « - 31 < « - (3o allna, ami ellentmond a
feltételeknek. N

Erdekes viszont, hogy egyenltlenség esetén mindig lehet egyszerisiteni.

2.1.17. Allitas. Aza+B < a+fy, Bita<Bota, afi<a-fB, fira<fBa
dsszefiiggések barmelyikébdl kovetkezik, hogy By < (o

Bizonyitds. Ha 3y > [35 volna, akkor a fent szerepld esetek mindegyikében < helyett

> szerepelne a miiveletek monotonitisa miatt. O

2.1.18. Tétel. Legyenek 3 < a rendszamok. Ekkor egyértelmien létezik olyan &,

melyre a« = B+ &. Ezt a & szamot az o és 3 kilonbségének nevezziik.

Bizonyitds. Az egyértelmiiség kivetkezik a baloldali egyszertisithet&ségbdl.

Mivel az Osszeadas az elsé valtozoban monoton, = 0 + a < (§ + «. Ha itt
egyenl@ség 4all, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor van olyan z € 3 + «, melyre
a = (0 + a)|<xz. Ez az x nem lehet B-ban, mert abbodl o < [ kovetkezne. Legyen
¢ = alcx. Ekkor o = (B + a)|l<x = [+ &, igy valoban létezik megoldasa az
egyenletnek. O

Mivel a megforditas nyilvanvalo, azonnal adodik az alabbi allitas:
2.1.19. Kovetkezmény. a < <= 3 [f=a+¢

Megjegyzés. A tétel az a« = & + [ alaki egyenletre mdr nem dll. Ha példdul o
limeszrendszdm, (8 pedig rdkivetkezd, akkor a jobboldalon dllo kifejezés tetszdleges
&-re rakovetkezd rendszam, ezért az egyenletnek nincs megolddsa. Még ha feltessziik,

hogy van megoldds, a 2.1.14. dllitds alapjan az sem feltétleniil egyértelmi.

Az alabbi lemma a szuprémumot kapcsolja Ossze az aritmetikai miveletekkel.
2.1.20. Lemma. Legyen {n, : A € a} rendszdmokbdl dllé halmaz.

o sup{v+m:A€a}l=vy+sup{m:Ae€a}

o sup{y-m:A€a}l=vy-sup{n : A €a}
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Bizonyitds. Legyen £ = sup{y + n\ : A € a}. Mivel £ > v, a 2.1.18 tétel miatt
miatt egyértelmien 1étezik olyan 9§, melyre & = v + §. Azt kell megmutatunk, hogy
d=sup{m: X € a}

A szuprémum definici6jabol tetszéleges \ € a-ra v + ny < &, amibdl kivetkezik,
hogy n) < 4. Ellenkez6 esetben az tsszeadas mésodik argumentumban val6 szigort
monotonitasa miatt £ = y+0 < y+n, < &, ami ellentmondés. Ezért § felss korlatja
az {n\ : A € a} halmaznak. Ha most [ tetszéleges fels6 korlat, akkor a monotonités
miatt v+ ny < v+ [. Vagyis v + [ fels6 korlatja {v + n) : A € a}-nak, amibgl
< v+ 0. Ezért 6 < 3, ellenkezd esetben ugyanis £ < v+ 3 < v+ 90 =& Tehat o
a legkisebb fels6 korlat, ezzel az elsg formulat belattuk.

A masodik bizonyitasahoz legyen & = sup{vy - n\ : A € a}. A monotonitasbol
vyomn < y-sup{m : A € a}, tehat & < v -sup{n\ : A € a}. A méasik irdnyu
egyenldség bizonyitasahoz tegyiik fel indirekt, hogy & < v -sup{nm\ : A € a}. Ekkor
van olyan (c, o) € v -sup{n, : A € a}, melyre £ = v -sup{n, : A € a}|(c, 0). Mivel
o0 € sup{m : A € a}, o < sup{m\ : A € a}, ezért nem lehet korlat, igy 1étezik olyan
1 € a, melyre o < 7,. Ekkor viszont az imént megadott kezddszelet - n,-nek valodi

kezdGszelete, amibdl £ < «y -, kovetkezne. Ezért £ nem felsé korlat. ]
A lemma a maésik oldali dsszeadésra és szorzasra nem all. Példaul

sup{n+w:newl=sup{fw:ncw}=w#w+w=sup{n cw}l+w

sup{n-w:ncwl=sup{fw:ncw}=w#w -w=sup{n €w} w

2.1.21. Tétel (Maradékos osztas tétele). Legyen « tetszdleges, 5 > 0 rendszdam.
Ekkor az o = - ( + & egyértelmien megoldhato ¢ és E-re, ahol £ < 3

Bizonyitds. Megkeressiik azt a ¢ rendszamot, mely a legnagyobb azon rendszamok
kozott, melyekre 5 - ¢ < a. Azt kellene megmutatni, hogy C' = {£ : §-¢& < a}-
nek létezik legnagyobb eleme. Ez valoban halmaz, hiszen ha a < &, akkor a =
l-a< f-a<f-§ ésnem iires, példaul 0 € C. Alkalmazzuk az el6z6 lemmét:
a>sup{f-£:£€Ct=p0-sup{€: £ € C} = F-supC. Ezért supC € C, igy C-nek
valoban létezik legnagyobb eleme, legyen ez (.

Mivel B - (¢ < a a 2.1.18. tétel miatt létezik olyan &, melyre §-( 4+ & = a. Nem
lehet, hogy & > (3, hiszen ekkor 3+ 6 = £ valamely o-ra, és ezzel a = 3-(+ 3+ 0 =
B(C+ 1)+ 0, amibdl o > B(¢ + 1), és ez ellentmondana ( maximalitasanak.

Egyértelmiiség. Tegyiik fel, hogy a = 5-(+ &, ahol £ < 3. Ekkor a = 3-(+¢£ <
B-C+B<B-(C+1) <B-(C+9) tetszbleges § # 0 esetén, amibdl kovetkezik,
hogy ( valoban csak a C halmaz legnagyobb eleme lehet, és emiatt egyértelmt. &

egyértelmiisége pedig a 2.1.18. tételbdl kévetkezik. O]
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2.2. Hatvanyozas

Rendszamok hatvanyozasat rekurzioval szeretnénk definialni, azaz egy rendszam
rendszamadik hatvanyat a kisebb kitevdji hatvanyok segitségével fogjuk meghata-
rozni. Veéges kitevire a hatvanyozast értelemszertien definialhatjuk, ha viszont a
definiciét végtelen rendszamokra is ki szeretnénk terjeszteni, sziikségiink van a ko-

vetkezs technikai tételre:

2.2.1. Lemma (Transzfinit rekurzié tétele). Legyen G operdcid, mely minden f
figgvényhez eqy G(f) halmazt rendel. Ekkor egyértelmiien létezik az dsszes rendszd-
mon értelmezett F' operdcid, mely minden o rendszdmra az F(«a) = G(F|a) halmazt

rendels.

Ha egy operaciot megszoritunk egy halmazra, fiiggvényt kapunk, tehat a meg-
hatarozés értelmes.

A feltétel pontosan azt fejezi ki, mint amit hasznélni szeretnénk, az F'(«) halmaz
csak az F' kisebb rendszamokon felvett értékeitdl fiigg.

Transzfinit rekurzidéval definialt operatorokra vonatkozo6 tulajdonsagok igazolé-

sara hatékony eszkoz a kovetkezé tétel:

2.2.2. Tétel (Transzfinit indukcio tétele). Legyen ®(«) tetszdleges formula. Tegyiik
fel, hogy mainden o rendszdmra igaz a kévetkezd dllitds:
~Ha minden B < a-ra ®(0) igaz, akkor ®(«a) is igaz.

FEkkor ®(«) minden rendszamra teljesil.

A tétel a matematikai indukeci6é altalanositésa. Most azonban az a = 0 esetet

nem kell kiilon feltenni, hiszen ekkor a feltétel iires.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy van olyan (', melyre ®(4’) hamis. Ekkor van
olyan legkisebb (3 is, melyre ®(3) hamis. A minimalitasbol o < 3 esetén ®(«) igaz.
A feltétel szerint ekkor ®(3)-nak igaznak kéne lennie. Ez ellentmondas. O

2.2.3. Definicié (Rendszamhatvanyozas). Legyen v > 0 tetszdleges rendszdam.

o Ha « limeszrendszdm, akkor v* = sup{y”’ : 8 < a}

A definicioban szerepld rendszamhatvdnyok csak a kisebb kitevdji hatvanyok fliggué-
nyet, ezért a transzfinit rekurzio tétele szerint valoban létezik a rendszdmhatvdanyozds-

operacio.
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2.2.4. Allitas (Hatvanyozas alaptulajdonsagai). Legyen v > 1 rendszdam.
(i) 77 =t0

(ii) (y*)7 =7

(i) Ha o < 3, akkor v~ < ~°

(iv) a <~ Nem dllithatd szigori egyenlétlenséy.

Bizonyitds. A bizonyitast transzfinit indukciéval végezziik.
Elgszér a monotonitést latjuk be. Rogzitsiik az a < 3 rendszamokat. Ha 5 = 0,
akkor a feltétel iires. Ha ( limeszrendszam, akkor a + 1 < 3. A szorzas monotoni-

tasabol és a sup definiciojabol
Y=<yt y =y <

Ha ( rakovetkezd rendszam, akkor 5 = ¢ 4 1, valamilyen o < (-ra. Ekkor az

indukcios feltevés szerint

¢+1

P = <Ay = =0

Teljestil tehat a transzfinit indukci6 feltétele, ezzel igazoltuk a monotonitast.
Most belatjuk az (i) allitast. § = 0-ra ez nyilvanvalo.
Ha ( rdkovetkezd rendszam, azaz § = ( + 1, akkor az indukcios feltevésbdl és a

szorzés asszoclativitasabol

,Ya—i-,B:,ya—&-C—&-l :’YCH_C"Y: (VQ"YC>'7:’Y&'<’Y§"Y> :’Ya"}/C—H :,Ya',yﬁ_

Ha 3 limeszrendszam, akkor o + 3 is az, és ekkor
7 =sup{r* € <a+ B} =sup{y*TC € < G} =% sup{r* €< B} =747

ahol a masodik egyenlGségnél a mar bizonyitott monotonitast hasznaltuk ki, az utana
kovetkezs egyenlGségnél pedig a 2.1.20. lemmat alkalmaztuk.

Kovetkezzék a (i) allitas bizonyitasa. Ha § = 0, akkor az allitas ismét teljesiil.
Ha ( rakovetkezd rendszam, azaz 3 = ¢ + 1, akkor

« a-(+a

(792 = (%) 42 =~y =1 e(¢+D)

o

=7 =7

Legyen most (§ limeszrendszam.

Elészor megmutatjuk, hogy sup{y*¢ : ¢ < B} = sup{?®* : € < a - 3}. Legyen
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¢E < a-fB. A 21.13. lemma alapjan létezik olyan ( < (3, melyre £ < a. Mivel
a hatvanyfiiggvény monoton és a szorzatfiiggvény a masodik valtozoban szigorian
monoton, igy a kompoziciojuk szigortian monoton, ezért v¢ < y*¢ < sup{y**: ( <
(3}. Ebbdl:

sup{y¢ : € < a- B} < sup{y*<: ¢ < 5}

A masik irdnyn egyenlGtlenség kovetkezik abbol, hogy a jobboldali halmaz részhal-

maza a baloldalinak. Ez alapjan:

(v*)? =sup{(y*)* : £ € B} = sup{y** : £ € B} =sup{* : { < - B} =7

A (iv) allitas belatasahoz vegyiik a kivetkezs leképezést: f(3) =7, 8 < a. Ez
az a-t rendezéstartoan bedgyazza v*-ba a (iii) tulajdonsag szerint. Ebb6l megkap-
tuk az o < y* Oszefiiggeést.

Legyen a = w,y = 2. Ekkor sup{2* : k € w} = w, ezért w = 2¥ 4ll. A példa

mutatja, hogy valoban nem allithatunk szigora egyenlGtlenséget. O]
2.2.5. Allitas. v-hatvdnyok szuprémuma is y-hatvdny.

Bizonyitds. Ha létezik a y-hatvanyok kozott legnagyobb, akkor készen vagyunk,
ezért feltehetd, hogy nem ez az eset &ll fenn.

Ha szerepel az alaphalmazban egy ¢ hatvany, akkor a monotonitasi tulajdonsag
miatt a szuprémumon nem véltoztatunk, ha az alaphalmazba belevessziik a £-nél
kisebb kitevsjti hatvanyokat is. Ezért az alaphalmazrol feltehetd, hogy {7¢ : ¢ < o}

alakt valamilyen « limeszrendszamra. De ekkor a szuprémum . O
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3. fejezet

Oszthatosag

3.1. Bal- és jobbosztok

Lattuk, hogy rendszamok korében a szorzas nem kommutativ miivelet, igy ha az
oszthatdsagot a természetes szadmok oszthatosagadhoz hasonldéan szeretnénk bevezet-

ni, kiilonbséget kell tenniink bal- és jobboldali osztok kozott.
3.1.1. Definicié (Bal- és jobboldali osztok).

o Azt mondjuk, hogy az o rendszam a vy rendszamot balrél osztja, vagy balol-
dali osztoja, ha létezik olyan (B rendszam, melyre a- 3 = ~. Illyenkor azt is

mondhatjuk, hogy v az a-nak jobboldali t6bbszoriose.

e Hasonloan, a [ rendszam a 7y rendszamot jobbrol osztja, vagy jobboldali
0sztdja, ha létezik olyan o rendszdm, melyre o - 3 = . Ilyenkor azt is mond-

hatjuk, hogy v a B-nak baloldal t6bbszdse.

A természetes szamoknal megszoktuk, hogy az n-nel oszthaté szamok Gsszege és
kiilonbsége is oszthato n-nel. Ez a tulajdonsag a kovetkezé allitas szerint kiterjed a
baloldali oszthatosigra. Ennek oka a balrol szorzas disztributivitasa. Mivel a mésik
oldali disztributivitas nem teljesiil, azt varhatjuk, hogy az allitas jobbosztokra nem
igaz. Valoban, konnyen ellendrizhets, hogy w + w = w - 2 = o - w nem oldhat6é meg

xT-re.

3.1.2. Allitas. Legyenek 3 < a és v rendszdmok. Ha v az o és 8 balosztdja, akkor

balosztoja az osszegiiknek és a kiilonbségiknek is.

Bizonyitds. v = 0 esetén az allitas trivialis. Legyen v # 0.
A feltétel szerint o = v -aq és B = v - (1. Ekkor a+ (5 = v - (g + 1) és
B+a=y-(Bi+ai).
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Legyen o = [ + &, és meg szeretnénk mutatni, hogy & is oszthaté ~v-val. A
maradékos osztas tétele szerint £ = v-0+(, ( <. Ekkor v-ay =a =~ 01 +
(v 0+ =7-(fi+9)+¢ ¢ <. Ezzel a két felbontasahoz jutottunk, ami a

maradékos osztés tétele értelmében egyértelmd. Ezért ¢ = 0. O]
A kovetkezd tétel a limeszrendszamok egy hasznos karakterizaciojat adja.

3.1.3. Tétel. FEgy a > 0 rendszam pontosan akkor limeszrendszdm, ha w balrol

osztja ot.

Bizonyitds. Ha w balrol osztja a-t, akkor a 2.1.13. lemma miatt o limeszrendszam.
Megforditas: A maradékos osztas tétele alapjan léteznek olyan 3 és £ rendszé-

mok, melyre o = w -G+ k, k < w. Ha k # 0, akkor a jobboldalon rakdévetkezs

rendszam lenne, ami ellentmondas. Ezért k = 0, és a balrol oszthato w-val.

]

3.1.4. Kovetkezmény. Tetszdleges B rendszam egyértelmien felirhato o+ n alak-
ban, ahol a limeszrendszam vagy 0, n pedig természetes szam.

Ezt a felbontdst B limeszes felbontdsdnak nevezziik.

Bizonyitds. A maradékos osztds értelmében 3 =w-v+n n < w. Az elézd tétel
szerint o = w - 7y limeszrendszam vagy 0.
Az egyértelmiiséghez legyen oy = w -y, ags =w-v w-y+n; =0 =w-Y+ns.

Az allitas kovetkezik a maradékos osztas egyértelmiiségébdl. O
3.1.5. Kb6vetkezmény. Tetszbleges v limeszrendszamra és 0 < k < w-ra k- a = a.

Bizonyitds. o = w- 3 valamilyen 3 rendszamra. Ekkor a 2.1.14. allitast felhasznalva
k.a:k-(w.ﬁ):(k-w).ﬂ:w.ﬁ:a‘ D

A kovetkez6 lemma a rendszamokkal valo szamolasban alapvetd fontossagn lesz.
3.1.6. Lemma. Legyen o limeszrendszam, n természetes szam.

e Ha [ limeszrendszdm, akkor (e +n) -0 =a- .

e Ha 3 rikiovetkezd, akkor (a+mn)-B=a-F+n

Bizonyitds. Az elsG esetben az asszociativitas és a 2.1.14. allitas kdvetkeztében

(a+n)-B=(a+n)+(a+n)+...=ata-f=a-(1+f)=a-p.

» B db”
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A masodik Osszefiiggés bizonyitasahoz vegyiik a f = v + k felbontast, ahol ~

limeszrendszam vagy 0, k > 0 természetes szam.
(a+n)B = (a+n)(v+k) = (a+n)y+(a+n)-k = a-y+(a+(n+a)(k—1)+n) = af+n

]

Lattuk, hogy a balrdl egyszertsités altalaban nem teljesiil. A kovetkez6 lemmé-

ban megmutatjuk, hogy rdkovetkezé rendszamokra viszont igen.

3.1.7. Lemma. Legyen ( rakévetkezd rendszdm. Ekkor aq-0 = ag-[ esetén a; = o

18 fenndll.

Bizonyitds. Elég megmutatni, hogy x1 < x5 esetén zy - 0 < x5 - 3.
Tegyiik fel elGszor, hogy x1 = k véges rendszam, és vegyiik a § = (3 + b limeszes
felbontast. Ekkor

k(B +0)=kB' +kb< (k+ 1) +kb< (k+1)f'+(k+1)b=(k+1)(8' +b) <x3-03
Ha z, = & + k végtelen, akkor
(E+k) - B=¢CB+k<&B+hk+1=(E+Ek+1)8< 90

]

Megjegyzés. Bdr dltalaban a szorzds az elsé argumentumban szigorian nem mo-
noton, a fenti tétel bizonyitdsdban pont azt ldttuk be, hogyha a mdsodik tényezd

rakévetkezd rendszdm, akkor mdr igen.

3.1.8. Allitas. a pontosan akkor oszthaté balrél w+2 és w+3-mal, ha balrél oszthatd

w?-tel is.

Bizonyitds. Az o = 0 eset trivialis. Legyen a # 0.

Elgszor tegyiik fel, hogy a oszthatéd balrol w+ 2 és w + 3-mal, azaz vannak olyan
nemnulla a; és ap rendszamok, melyekre o« = (w+2) - 3 = (w + 3) - ap. Ekkor nem
lehet, hogy ay is és ay is rdkdvetkez6 rendszam legyen, hiszen a 3.1.6. lemma miatt
ekkor a = (31 + 2 = (5 + 3 teljesiilne valamilyen 3; és 5 limeszrendszamokra, ami
a 3.1.4. kovetkezmény egyértelmiiségi része miatt miatt lehetetlen.

Ha példaul oy limeszrendszam, akkor a; = w -7, és ezzel @ = (W + 2) - w - 7.
Mivel (w + 2) - w = w?, ezért w? balrdl osztja a-t.

A megforditas kivetkezik abbol, hogy mind w + 2, mind w + 3 balosztoja w?-
nek. O
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3.1.9. Tétel. Tetszdleges a # 0 rendszamnak csak véges sok jobbosztdja lehet.

Bizonyitds. Jelolje a jobbosztoinak a halmazat R, és tegyiik fel indirekt, hogy R
végtelen. Az R halmaz jolrendezett, igy az egzisztenciatétel kovetkeztében hasonld
egy végtelen rendszamhoz, és hasonlosagot megad¢é fiiggvény meghatéroz egy, az R
elemeibdl 4ll6 névekvd sorozatot. Minden jobbosztohoz valasszunk egy tetszéleges
balosztot. Nagyobb jobbosztohoz kisebb baloszto tartozik. Ugyanis 01,00 € R,
01 < 02 5 0101 = a0 = 0905 esetén 0; < 0-b6l v = 01 - 01 < 01 - 02 < 02- 02 =
kovetkezne. Ez azt jelenti, hogy volna a balosztokbol 4llo végtelen csokkend sorozat,

ami lehetetlen. O

Lattuk, hogy n - w = w, ezért a fenti allitas teljes altalanossaghban nem igaz a
balosztokra. A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy rakévetkez6 rendszamokra viszont

teljesiil.

3.1.10. Tétel. Tetszdleges o rakivetkezd rendszamnak csak véges sok balosztdja

lehet.

Bizonyitds. Mivel a-nak csak véges sok jobbosztoja lehet, elég megmutatni, hogy
minden jobbosztohoz egy balosztd tartozhat. Tekintsiik tehat rogzitett 5 jobbosz-
tora az alabbi egyenletet: o = x- 3. Mivel a rdkovetkezd, S-nak is annak kell lennie.
A 3.1.7. lemma miatt ennek a megoldasa egyértelm.

Ezért valoban csak véges sok balosztd lehetséges. O]

3.2. Kozos osztok, legnagyobb k6zos osztd

3.2.1. Definici6. Legyen A rendszamokbol dllo halmaz. Ha v balrdl osztja A minden
elemét, akkor ~v-t az A halmaz ké6z6s balosztdjinak nevezzik. Ha v a legnagyobb
ilyen tulajdonsdgi rendszam, akkor v az A halmaz legnagyobb kozds balosztoja.

A kézios jobbosztot értelemszeriden definidljuk.

3.2.2. Tétel. Tetszileges A rendszdmokbol dllo nemiires halmaznak létezik legna-
gyobb kozos balosztoja. Bdrmely baloldali kézds 0szto balrol osztja a legnagyobb kézis

balosztot.

Bizonyitds. El6szor azt fogjuk megmutatni, hogy két rendszamnak, « és F-nak lé-
tezik legnagyobb k&zos balosztdja. Ehhez az Euklidészi algoritmust alkalmazzuk
rendszamokra. Az algoritmus végességét az fogja garantalni, hogy a maradékos osz-
tas tétele értelmében a maradékok szigortian monoton csokkend sorozatot alkotnak,
ezért ennek a sorozatnak végesnek kell lennie. Léteznek tehat olyan o1, 00 ... 0r és

01,09, . .. 0,_1 rendszamok melyekre
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a=[0-01+0 és 0 <pf
6251'Q2+(52é86g<(51

51:52'Q3+53é853<52

Ok—3 = Ok—2 * Ok—1 + Ok—1 €8 Op—1 < Op—2
Op—2 = Op—1 " Ok

Azt allitjuk, hogy 01 az o és 3 legnagyobb baloldali ko6zds osztdja. Alulrol
kifejte az egyenleteket, lathat6, hogy mind «, mind 3 elGall d,_; -y alakban alkalmas
~-ra.

Legyen ¢ tetszbleges kozos osztoja a-nak és (-nak. Ekkor az elsd sorbol a 3.1.2.
tétel kovetkeztében & d1-nek is balosztoja. A mésodik sorbol hasonloan kovetkezik,
hogy ¢ balosztoja do-nek is. Lefele haladva lathato, hogy & balosztoja 0 _1-nek is.

Ebbél mar kévetkezik, hogy d,_1 a legnagyobb kozds oszto.

Legyen most A rendszamokbol 4116 halmaz. Feltehetd, hogy A legalabb kételemd.
Legyen A tetszéleges két elemének, g és a;-nek a legnagyobb k6zos oszt6ja v,. Ha
~v1 balrél osztja A minden elemét, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor legyen
s € A, melyet v, nem oszt balrol. Legyen 2 a 1 és as legnagyobb k6zos balosztoja.
Nyilvan v a ag, a1, ay rendszamok legnagyobb kozos balosztoja, valamint o < ;.
Ha 7, oszthaté A minden elemével, akkor készen vagyunk. Ha nem folytassuk az
eljarast. Ez az algoritmus biztosan véget ér, hiszen a () sorozat monoton csokkend.

Végiil az A halmaz legnagyobb k6z6s balosztdjahoz jutunk. O]

Hasonl¢ allitast szeretnénk megfogalmazni a legnagyobb kozos jobbosztokra is.

Ehhez sziikségiink van a kovetkez6 tételre:

3.2.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy a és 3 jobbosztdja ~v > 0-nak. Ekkor az aldbbiak

valamelyike teljestilni fog:

e « jobbosztija B-nak
e (3 jobbosztdja a-nak

o Létezik olyan & limeszrendszam vagy 0, és léteznek olyan p > 0,q > 0 termé-

szetes szamok, melyekre a = &+ p, =& +q.

Ebben az esetben, ha [p,q|-vel jeloljik a p és q legkisebb kozds tibbszordsét,
akkor € + [p,q] a legkisebb baloldali t6bbszirdse a-nak és B-nak, és &+ [p,q|
jobbrol osztja y-t.
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Bizonyitds. A feltétel szerint o - o = 0 - § valamilyen g, rendszamokra. A kovet-
kez6kben o és (3 kozos baloldali tobbszoérosein haladva keresiink minél egyszertibb
alakua o-t és 0-t.

ElGszor is feltehetd, hogy o és § legnagyobb k6zos balosztoja 1, kiillénben kiemel-
hetnénk azt, majd egyszertisithetnénk vele. Ezért a p=w-901+7r1 és0 =w-0; +d;
felbontasok esetén r; és dy koziil legalabb az egyik nem nulla.

Megmutatjuk, hogy ha o és ¢ egyike sem véges, azaz sem p;, sem ¢; nem nulla,
akkor a balosztokat tovabb lehet egyszertisiteni. A feltétel szerint (w - 01 + 71)a =

(w01 + dy)B. Ekkor a 3.1.6. lemma alapjan
woorra+ry=w-0-f+d,

ahol 7y = ry vagy r, = 0, és d} = dy vagy d| = 0 a szerint, hogy a és [ rakovet-
kez6 vagy limeszrendszamok. Mindenesetre a maradékos osztas egyértelmiiségébsl
kovetkezik, hogy 01 -a =46, - 3. Hary #0, akkor p = w01+ 7 > w- 01 > 01, €S
hasonléan d; # 0-bol § > §; kdvetkezik, vagyis legalabb az egyik jobbosztd bizto-
san csokkent. Ismét, ha o, és d; egyike sem véges, akkor g, 0o parhoz jutunk, ahol
01 > 0o vagy 01 > 0o. Folytassuk az eljarast. Mivel a parok minimumai csokkend
sorozatot alkotnak, végiil egy olyan parhoz jutunk, aminek legalabb az egyik tagja
nemnulla természetes szam lesz.

Legyen tehat m - a = (-, valamint « = w- a1 +a és ( = w - (1 + 2, ahol a, 2
természetes szamok.

El6szor nézziik azt az esetet, amikor ¢ nem véges, vagyis (; # 0. Ha « limesz-
rendszam, azaz a = 0, akkor a« = ma = ( -  miatt [ jobbosztéja a-nak. Ha
a # 0, akkor a bal oldal rakdvetkezs, amiért a (-nak is rakovetkez6 rendszdmnak
kell lennie. Ekkor

weart+ma=w-( -0+ z,

amibél azt kapjuk, hogy z = ma. Ekkor ( =w-(1+2 = mw- - +ma =m(w-(;+a)
miatt m-mel valé egyszer(sités utan ismét azt kapjuk, hogy ( jobbosztoja a-nak.

Legyen most ( is véges, azaz m - o = k - 3, és feltehets, hogy (m,k) = 1.
m-(w-oq+a) =k(wh +b)-b6l w- g + ma =wp + kb, ezért oy = 51 és ma = kb.
Az £ = w-aq valasztassal valoban eljutottunk az o = +4a és § = £+b elGallitasokhoz.
Az is lathato, hogy a és b egyszerre lehet nulla, amikor o = 3 all fenn.

Tegyiik fel, hogy sem a, sem b nem nulla. Legyenek a; és b; olyan természetes
szamok, melyekre a;-a = [a, b] és by-b = [a, b]. Ekkor a;-(§+a) = by-(§+0) = £+]a, b],

és hasonlo szamolassal 1athato, hogy mas kozos t6bbszoros nines € és £+ [a, b] kozott.
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Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy & + [a, b] jobbrol osztja -t.

m-a

[a,b]

Ok a=m-a= (€ +a,b])
azaz £+ [a, b] jobbrdl osztja gi-a-t (ma/[a,b] egész, hiszen ma az a és b tébbszorose).
Legyen tehat g - o = A, - (£ + [a,b]). Ez alapjan visszafele léphetiik:
(a # 0 miatt a rdkovetkezs)

Or—1 @=w-gp-a+1r,=w- N (§+[a,0]) +7, = (w- e +71%) - (§+[a,b]) =
Mie—1 - (€ + [a,b]). Tehét & + [a, b] jobbrol osztja o1 - -t is. A k-adik 1épés utan
megkapjuk, hogy {+[a, b] jobbrol osztja oo = y-t. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. [

Megjegyzés. A tétel a jobbosztokra elég szigori feltételt szab ki. Ha a jobbosztok

nem osztjik eqymdst, akkor nem lehetnek ,messze” eqymdastol.

3.2.4. Kovetkezmény. Tetszileges A rendszamokbol dllo nemiires halmaznak lé-
tezik legnagyobb kozos jobbosztoja. Bdrmely jobboldali kézos oszto jobbrol osztja a

legnagyobb kizos jobbosztot.

Bizonyitds. Legyen a € A tetszbleges rendszam. Mivel a-nak csak véges sok jobb-
osztdja lehet, olyan jobbosztobol is csak véges sok van, ami jobbrél osztja A Gsszes
elemét, igy van kozottiik legnagyobb is, legyen ez 0, emellett legyen o # § tetszéleges
k6z0s jobboszto. Tegyiik fel indirekt, hogy o nem osztja d-t jobbrol. d nem oszthatja
o-t jobbrol, mert akkor volna d-nal nagyobb koézos jobboszté is. Ekkor viszont
tetszGleges of € A elemre felirva az el6z6 tételt, kapjuk, hogy o/-t jobbrol osztja
a 0 és p legkisebb baloldali tobbszorose, ebbdl megint az kévetkezne, hogy 0 nem a
legnagyobb jobboszto. O

3.3. Kozos tobbszoros

3.3.1. Tétel. Tetszdleges nemnulla rendszdmokbol dllo A halmaznak van nemnul-
la legkisebb jobboldali tobbszordse, és ez a legkisebb jobboldali tobbszords balrol oszt

tetszdleges kézds jobboldali tibbszdrost.

Bizonyitds. Legyen v =sup A, a € A. Ekkor

teh&t mindenhol egyenlGség van, ezért v kézos jobboldali tobbszords. A jolrendezés
miatt ebbsl méar kovetkezik, hogy létezik legkisebb kozos jobboldali t6bbszords is,
legyen ez +'.
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Legyen ~" tetsz6leges kozos jobboldali tobbszoros, és osszuk el v”-t +'-vel mara-

dékosan:
Y'=5"0+€,

ahol £ < 7/. Megmutatjuk, hogy £ = 0. Legyen a € A tetsz6leges. Ekkor « osztja
balrol ~" és ~"-t, igy a 3.1.2. allitas szerint osztja &-t is. Mivel « tetszéleges volt, &
vagy 0, vagy kozos tobbszorts. De & < 4/ és 4/ minimalitdsa miatt ez utobbi nem
allhat fenn. Tehat £ = 0. [

Megjegyzés. Baloldali tobbszérds nem feltétlendil létezik, példdul w-nak és w2 + 1-
nek nincs baloldali k6zds tébbszérosik. Ezt a jobbosztokra vonatkozo tétel segitségével
latjuk be. w2 + 1 nem oszthato jobbrol w-val, hiszen az w2 + 1 = w - £ egyenlet
jobboldaldn limeszrendszdm vagy 0 dll. Az is ldathato, hogy w2+ 1 sem osztja jobbrol
w —t. Igy ha volna kézés tobbszores, akkor az emlitett tételbdl azt kapndnk, hogy
létezik & limeszrendszdam vagy 0 és p, q természetes szamok, melyekre w2+1=E+p

és w =& + q. Pedig ilyenek nem létezhetnek.
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4. fejezet

Rendszamok normalalakja

4.1. Rendszamrendszerek

Ebben a fejezetben célunk felirni a rendszamokat hatvanyosszeg alakban. Ennek
segitségével a rendszamok egy jol kezelhetd elGallitasahoz jutunk.

Az alabbi tétel egy szemléletes képet ad a rendszamhatvanyokrol.

4.1.1. Tétel. Legyen @, azon f : o — v leképezések halmaza, v # 0, melyek véges

sok koordindtdn kivil a 0 értéket veszik fel. Definidljuk a < reldcict @, ., elemein.

f # g esetén:

f=<gs f(&) <g(&) azon & < a-k kizil a legnagyobbra, melyre f(§) # g(§).

Ekkor a < reldcid jolrendezés és (®, ~, <) rendtipusa y*.

Bizonyitds.

< nyilvanvaléan irreflexiv.

Legyen f,g € ®,,. Mivel f és g is csak véges helyen vesz fel nemnulla értéket,
igy legfeljebb véges sok helyen térhetnek el egyméstol, ezért van ezen helyek kozott
legnagyobb is. Ebbdl < trichotom.

Ha f < g < h, akkor legyen &; a legnagyobb koordinédta, ahol f és g eltérnek, &
pedig az a legnagyobb koordinata, ahol g és h eltérnek. Ha & < &, akkor f és h &
felett mar megegyeznek és f(&2) = g(&2) < h(&). Ha & > &, akkor f és h & felett
egyeznek meg, és f(&1) < g(&1) = h(&). Ezért ezekben az esetekben f < h. f < h
nyilvan teljesiil a £ = & esetben is, tehat < tranzitiv.

A jolrendezést a hasonlosaggal egyiitt bizonyitjuk a-ra vonatkozo6 transzfinit in-
dukcioval. ®q, = {0}, ezért az allitas O-ra fennall.

Legyen oo = 3 + 1 rdkovetkezd rendszam. Jelolje H azon leképezések halmazat,
ahol a (-adik koordinata ¢, azaz He = {f € ®(a,v) : f(5) = &}. Vilagos, hogy He
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hasonlé ®g.-hoz, és @, a He halmazok rendezett Osszege. Azaz ®(«,y) hasonlo
®s., - y-hoz, és igy az indukcids feltevés szerint 7 -y = v*-hoz is.

Legyen « limeszrendszam, és legyen 5 < «. Ekkor tetszdleges f € ®(f,7)
fiiggvényre tekinthetiink gy, mint egy ®(«,y)-belire, ha a maradék koordinatajat
0-nak valasztjuk. Ekkor viszont ®(«,~) pont a ®(5,~)-k univjaként all els, ahol
a kisebb indexti ®-k kezdGszeletei a nagyobbaknak. Ekkor az indukcos feltevést
alkalmazva ®(a,v) hasonlo sup{y” : 8 < a} = y*-hoz.

Ezzel a tételt belattuk. O

Megjegyzés. Természetes szamok esetén a helyiértékes irasmaod értelmében gy ha-
sonlitjuk 0ssze a szamokat, hogy vessziik azt a legnagyobb helyiértéket, ahol a két
szam kulonbozik, és ezen helyiérték alapjan dontjik el, hogy melyik szam a nagyobb.
Ezért az is kovetkezik a tételbdl, hogy barmely természetes szamnak létezik tetszdle-
ges k szamrendszerben felirt helyiértékes alakja. Az el6zdek szerint ugyanis a k-as

szamrendszerbeli szdmok hasonloak @, ~ k¥ = w-hoz.

A tétel egy masik fontos kovetkezménye, hogy a hatvanyozas a hatvanyalapban

is monoton:
4.1.2. Kovetkezmény. a < (3 és vy esetén o7 < 37,

Bizonyitds. Valoban, a” ~ @, , és 37 ~ @, 5, valamint tudjuk, hogy @, , a ¢, 3-nak
megszoritasa. Ebbdl a7 < 37, O

4.1.3. Allitas. Legyen n > 1 tetszileges természetes szim. Ekkor
(a) ¥ = w”
(b) (w+n)* = w

Bizonyitds. Az els6 allitas: n*” = sup{n®" : k € w} = sup{(n®)*""" : k € w} =
sup{w*’ ' ke w} = w*”
A masodik allitas adodik az (w+n)* = sup{(w+n)k 1 k € w} és W* < (W+n)k <

(w-2)F =Wk .2 < Wk §sszefiiggésekbol. O
4.1.4. Allitas. Tetszoleges o limeszrendszamra 1% + 2% = 3°.

Bizonyitds. Ha o limeszrendszam, akkor o = w - 3, valamilyen rendszamra. Ekkor

1942 =1+ (29) =1+ w’ =uwf = (3¥) = 3.
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4.1.5. Tétel. Legyen v > 1 rogzitett rendszdm. Ekkor tetszdleges o > 0 rendszdmhoz
egyértelmiien létezik olyan § < & < -+ < &, sorozal valamint n; < v nemnulla

rendszamok (j < n), melyekre

En—1 o

o= T e 9 g

A fenti elddllitist az o rendszdm v rendszdmrendszerbeli alakjinak nevezziik.

Bizonyitds. ElGszor megmutatjuk, hogy létezik ~v-nak olyan legnagyobb kitevGji
hatvanya, mely nem nagyobb a-nil. Legyen C' = {3 : 4% < a}. Tudjuk, hogy
a < a+1< v ezért C halmaz. A hatvanyozas monotonitasa miatt C' rendsza-
mokbdl 4ll6 tranzitiv halmaz, tehat maga is rendszam. Tegyiik fel indirekt, hogy C'
limeszrendszam. Ekkor v° < a minden 8 < C rendszamra, vagyis a fels§ korlitja
ezeknek a hatvanyoknak. Ezért sup{~’ : 3 < O} < a, amib6l v¢ < a. Azt kaptuk,
hogy C' € (', ami ellentmond a rendezés irreflexivitdsanak.

Ha a y-hatvany, akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor a-t osszuk maradékosan

ezzel a legnagyobb kitev§ji hatvannyal:
a="-( + 0

11 maximalitdsa miatt 0 < (; < ~-nak kell teljesiilnie. Emellett tudjuk, hogy
Uy < M

Ha ¥, y-hatvany, akkor készen vagyunk, ha nem, uo-t valasszuk ¥;-hez, majd
osszunk maradékosan y#2-vel. A hényados legyen (5, a maradék 9J,. Ismét 0 < (5 <
v, valamint ¥y < 9.

Folytassuk az eljarast, ami biztosan véges, hiszen a (U;) sorozat cstkkend. Vé-
giil eljutunk a kivant elgallitashoz, hiszen az eljaras mindaddig folytathato, amig a
maradék nagyobb, mint 0.

Az egyértelmiiséghez elGszor azt latjuk be, hogy tetszGleges pg > gy > -+ > uy,
sorozatra és (; < v (j < n) rendszdmokra "0 > 4. (4 oo 4 - G, Ezt
bizonyithatjuk n-re vonatkozé indukcioval.

n = l-re az allitas: y#1 - < 1t < o,

n > 2-re: fym.cﬁ_(fymgﬁ_. . '+7“”'Cn) < Ay = 7“1-(@4—1) < 7u1+1 < Ho,

Ha tehat vesziink egy eldallitast, akkor a < 4#0-({p+1) < ~#0.~. Ez alapjan -
nak a legnagyobb olyan kitevének kell lennie, melyre v#° < o, tehat ez egyértelmiien
meg van hatarozva. Ugyanebbdl az egyenlGtlenségbdl az is adodik, hogy (p-nak pedig
annak a legnagyobb rendszdmnak kell lennie, melyre v - {; < . A 2.1.20. lemma
miatt tehat (p is egyértelmtien meghatarozott. Balrol valo egyszertisités utan egy

rovidebb sorozatot kapunk, innen indukcioval lathato, hogy az allitas egyértelmiiségi
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része is teljesiil. O

Példaul az w* + w® -5 + w? - 3+ w + 9 kettes rendszamrendszerbeli alakja

2w~w + 2w6+2 + 2w6 + 2w2+1 + 2w2 + 2w + 23 + 20'

4.2. A normalalak

4.2.1. Definicié. Az o rendszim w rendszimrendszerbeli alakjdit o normdlalak-

janak nevezzik.

Konnyen lathatd, hogy o akkor és csak akkor rdkévetkezd, ha a legutolso tag
kitev6je nulla.
A kovetkezSkben megvizsgaljuk, hogy a normalalakjukkal adott rendszamoknak

mi lesz az Osszege és a szorzata.

4.2.2. Lemma. Haoa = w -a,+---+w-ay az o normdlalakja, akkor o < w1,
valamint tetszéleges w1 < B-ra a + 3 = .

(wén C Ay, + e _l_wgo . ao)k' — wﬁn . ank _|_w£n*1an_1 _|_ e +w£1a1 _|_w£0 B

Bizonyitds. Az o < ws*1 egyenl6tlenséget az el6z6 tétel bizonyitasaban belattuk.
A masodik allitashoz megmutatjuk, hogy w™n + w” = wP ha a < B,n € w.

A feltétel alapjan létezik olyan & > 0, melyre 8 = a + &. Ekkor w® - n + w®te =
w(n + wb) = w* - Wt = WP

Az els§ allitas innen gy addodik, hogy § normalalakjaban a legelsé tag kiteviGje
legalabb &, + 1, ezért magéba olvasztja az o normalalakjaban szerepld Osszes tagot.

A mésodik allitas hasonléan bizonyithato. O

4.2.3. Lemma. Legyen w -a, + -+ w® -ag # 0 valamint 3 # 0 rendszdm. Ekkor
(wgn “ Ay, _|_ e _|_ wfo . a[)) . w/@ — wgn'i'ﬁ.

Bizonyitds. w-wP < (W a,+- - +w - ap) W’ <w(a,+...q0)w’ = wt WP O

A fenti két lemma segitségével az alabbi médon adhatjuk meg két normalalakkal

adott rendszam Osszegét és szorzatat:

4.2.4. Allitas. Az a0 = w™ -qap, + -+ W™ -qg és B = WP by + -+ + w0 b

rendszdmokra:

o Haoy < B < qyp1, akkor a4 3 = wan+- - +w+a; 1 +w?mby, 4 - - +wb.
Ha o; = B, akkor a+ 3 = wa, +- - +w*+a;q +wPm (a;+by) +- - +wPby
Ha B, > «ap, akkor a+ 6=
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o Haa,fBy#0, akkor a- 3 = wPmb, ... 4w tMby. Ha pedig By = 0, akkor

- /6 — wan+ﬂvrzbn + e _|_ wan“"ﬁlbl + wananbo _|_ wanflanil + ... _'_ waoao.

4.2.5. Kovetkezmény. Legyen o = w® - ap, + -+ +w* -ag (n+1) tagi rendszdm,
m € w,m # 0. Ha o limeszrendszim, akkor o* normdlalakja szintén n+ 1 tagu. Ha

a rakéovetkezd, akkor o™ mn + 1 tagu.

Bizonyitds. Ha o limeszrendszam, akkor ag # 0, ha o rakdévetkez6 rendszam, akkor
ap = 0. Innen az allitds a szorzasra vonatkoz6 formula alapjan teljes indukcioval

adodik. O

Az eléz6 fejezetben lattuk, hogy tetszéleges rendszamnak csak véges sok job-
bosztoja lehet, ellenben balosztokbol lehet végtelen is. Uj eszkdzeinkkel ezen az

eredményen a kovetkez6képpen finomithatunk:

4.2.6. Tétel. Legyen 6 = w'™ -cp+ -+ -+ w0 -cy. Tetszdleges 0 < a < w° rendszdm

balosztoja 6-nak, viszont w° felett mdr csak véges sok baloszté van.

Bizonyitds. Legyen 0 < a < w™. Vegyiik észre, hogy w™ balosztéja d-nak, hiszen
balosztoja minden, a normalalakban szerepld tagnak, J pedig ezek dsszege. Ha az «
normalalakjaban a legnagyobb kitevsjt tag w™ay, és oy, + & = 79, akkor a-wé = W,
vagyis a balosztdja w-nak. Ekkor balosztdja -nak is.

Most azt vizsgaljuk, hogy a 0 = a - f mely a > w-ra oldhat6 meg. Legyen
«a, az « normaéalalakjaban szerepl6 legnagyobb kitevs. Erre a kitevére a,, > 7o
nyilvanvaloan teljesiil. Ha 3, # 0 volna, akkor a szorzat w® ™Pmb, + ... 4 e +lop,
alakid lenne. A legutolsé tagnak a normalalak egyértelmiisége miatt w?cy-nak kellene
lennie, viszont a,, + By > 7 miatt ez nem teljesiilhet.

Megoldas tehéat csak a By = 0 esetben lehet. Ekkor a szorzat w®+fmp, + ... +
WP+ wnaLby + W ta,_y + - - + w™Pag alakid. Ismét a normalalak egyér-
telmiiségébdl kapjuk, hogy aq, aq, ..., a9,a1,...a, 1, valamint az a, - by szorzat
értéke is adott. Ez utobbi szorzatnak csak véges sok megoldéasa lehet a természetes
szamok felett, ezért a, legfeljebb véges sok értéket vehet fel. Vagyis d-nak valoban

csak véges sok w-nél nagyobb balosztoja lehet. O]

Egész részre osztas

A normalalak segitségével vizsgalhatjuk az o = (3 - k alakia egyenleteket is. Lat-
tuk, hogy (W - a, + -+ + w* - ap)k = w* (a,k) + -+ + W la,_1 + w* - qp, ami
miatt a normélalak egyértelmiiségébdl a fenti egyenlet pontosan akkor oldhaté meg

rogzitett a-ra és k-ra, ha a legnagyobb kitev§ji tagjanak az egyiitthatdja oszthatod
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k-val. Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha egy rendszam jobbrél oszthatoé az n és m
természetes szamokkal, akkor jobbrél oszthato azok legkisebb kzos tobbszorosével
is, ami specidlis esete a jobbosztokrol szolo tételiinknek.

Az o = mf egyenletet a korabbi eredményeinkkel is vizsgalhatjuk. Vegyiik a
0 = & + k limeszes felbontést. Ekkor mf3 = & + mk. A febontas egyértelmiiségének
felhasznalasaval lathatd, hogy az a = k[ egyenlet (3-ra akkor és csak akkor oldhaté

meg, ha a véges része oszthaté m-mel.
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5. fejezet

Felbonthatatlanok, primek

A fejezetben olyan rendszamok tulajdonsagait vizsgaljuk, amik nem irhatok fel
kisebb rendszamok Gsszegeként vagy szorzataként. Természetes szamokon az additiv
felbonthatdsidg nem tul mély fogalom, hiszen tetszéleges egynél nagyobb természetes
szam felirhato két kisebb természetes szdm 0Osszegeként. Minden egynél nagyobb

rendszamra ez az allitds méar nem teljesiil, példaul w felbonthatatlan.

5.1. Felbonthatatlan rendszamok

5.1.1. Definicié. Egy o > 0 rendszdmot (additiv) felbonthatatlannak nevezink,

ha nem lehet felirni két ndla kisebb rendszam dsszegeként.
5.1.2. Allitas. Egy rendszdm pontosan akkor felbonthatatlan, ha w-hatvdny.

Bizonyitds. Ha a rendszam normaélalakjanak legalabb két tagja van, vagy egy tagja,
de egynél nagyobb egyiitthatoval, akkor felbonthat6. Vegyiink most egy w® rendsza-
mot o > 0-ra. Az w®-néal kisebb rendszdmok normaéalalakjaban szerepls legnagyobb
kitevének kisebbnek kell lennie, mint o, de ekkor két ilyen 0sszegében is kisebb lesz a
legnagyobb kitev6 a-nal. Ezért nem tudjuk elGallitani w®-t nala kisebb rendszamok

Osszegeként. O

5.1.3. Kovetkezmény. Ha egy felbonthatatlan rendszam nem eqy, akkor limesz-

rendszdam.

Az el6z6 tétel egy szép jellemzése a felbonthatatlan rendszamoknak. Az alabbi-

akban néhany tovabbi tulajdonsigot vizsgalunk.
5.1.4. Allitas. Bdrmely rendszdmndl létezik nagyobb felbonthatatlan rendszdm.

Bizonyitds. Valoban, o < w® miatt f(y) = w” nem lehet korlatos. O
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5.1.5. Allitas. Legyen o tetszdleges rendszam. Ha v azon rendszimok kézott a

legkisebb, melyekre létezik olyan B, hogy o = B + v, akkor v felbonthatatlan.

Bizonyitds. Ha v =71 + 72, 71,7 <7, akkor a = (8 +71) + 72, 72 < 7, ez pedig

ellentmond v minimalitdsanak. [
Az alabbiakban megadunk a felbonthatlan rendszamok tjabb két jellemzését.

5.1.6. Tétel. Egqy a nemnulla rendszdm pontosan akkor felbonthatatlan, ha nincs

eqynél nagyobb rikévetkezd jobbosztdja.

Bizonyitds. Ha létezik egynél nagyobb rakévetkezs jobboszto, akkor erre teljesiil,
hogy a = a/(y+ 1), o # 0,7 #0. Azaz a = o’y + o/. Mivel o/, 'y < «, kapjuk,
hogy « felbonthato.

Tegyiik fel, hogy a felbonthat6. Ekkor a normaélalakjanak legalabb két taghol
kell allnia, vagy egy tagbol, de egynél nagyobb egyiitthatoval. Ha w®aq a legki-
sebb kitevéjii tag, akkor kiemelhetiink balra w®-t. Ha megjegyezziik azt, hogy az
a = (-~ egyenleteknek ~-ra legfeljebb egy megoldasa lehet, akkor a normalalak
egyértelmiiségébdl kapjuk, hogy a kiemelés utén a legkisebb kitevsjt tagnak wCag-
nak kell lennie, ezért rakévetkez6 rendszamot kapunk. Taldltunk tehéat egy egynél

nagyobb rakovetkezd jobbosztot. O
5.1.7. Tétel. o pontosan akkor felbonthatatlan, ha minden & < a-ra £ + a = .

Bizonyitds. Ha « felbonthatatlan, akkor w-hatvany, igy & < a-ra £ + a = « igaz a
4.2.2. lemma szerint.

Ha « felbonthato a &, ( < o rendszamok osszegére, akkor a =&+ (< &+ a O
5.1.8. Allitas. Felbonthatatlan rendszdmok szuprémuma is felbonthatatlan.
Bizonyitds. Kovetkezik abbol, hogy w-hatvanyok szuprémuma is w-hatvany. O

5.1.9. Allitas. Ha o felbonthatlan, akkor tetszdleges 3 > 0 esetén (- o is felbont-
hatlan.

Bizonyitds. Rogton adodik a 4.2.3. lemmabol. O]
5.1.10. Allitas. Ha o felbonthatatlan, akkor balrél oszthatd minden 1 < 8 < a-val.
Bizonyitds. Alkalmazzuk § = a-ra a 4.2.6. tételt. O

5.1.11. Allitas. Ha a felbonthatd, akkor a ndla nagyobb felbonthatatlanok kizil a
legkisebb o - w.
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Bizonyitds. Az « - w felbonthatatlansdga kovetkezik az 5.1.9. lemmabdl w fel-
bonthatatlansaga miatt. Ha « normadlalakjaban a legnagyobb kitevé «,,, akkor

W < a < wtt = a - w. Bzért a és a - w kézdtt ninces tobb w-hatvany. O]

5.1.12. Tétel. Minden eqynél nagyobb rendszdm eqyértelmien felirhaté nemndovekvd

felbonthatatlanok véges dsszegeként.

Bizonyitds. Egy ilyen sorozat létezése és egyértelmiisége leolvashatd a normalalak-
jabol. m

A fenti tételben szerepls Osszeg az a felbontasait jol meghatérozzak:

5.1.13. Tétel. Legyen o = By + Bo + - - - + B, a fenti tétel szerinti felbontds. Ekkor
a = B+ v valamilyen B, # 0 rendszimokra pontosan akkor, ha van olyan m < n,
melyre B = G144+ Bm_1+0 sy =B+ Bmi1+ -+ On, ahol d tetszdleges (,,-nél

kisebb rendszdm.

A bizonyitas a normalalakokra vonatkoz6 Osszegformulabél és a felbonthatatla-

nok Osszegére valo felbontas egyértelmiiséghdl konnyen lathato.

5.2. Primrendszamok

5.2.1. Definicié. Egy o > 1 rendszamot primrendszamnak vagy réviden primnek

neveziink, ha nem irhato fel két kisebb rendszam szorzataként.

A szémelméleti értelemben vett primek tovabbra is azok, ezért a definici6 kiter-
jesztése a fogalomnak. A legkisebb végtelen primrendszam az w.

Egy ekvivalens megfogalmazasa a primrendszamoknak:

5.2.2. Allitas. o > 1 pontosan akkor prim, ha o = B-~ ~ > 1-bél kivetkezik,
hogy v = a.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a > 1 prim, és vegyiink egy o = -y ~ > 1 felbontast.
Ha a < 3, akkor a < 3 < -+ = «a kovetkezne. Ezért § < a. De akkor v > a-nak
kell kévetkeznie o primsége miatt. Ekkor viszont v = « is teljesiil.

A masik irdny régton adodik a primrendszamok definiciojabol. ]
5.2.3. Allitas. Ha o felbonthatatlan, akkor o+ 1 prim.

Bizonyitds. Ha o = 1, akkor o + 1 = 2 prim. Egyébként o limeszrendszam.
Tegyiik fel, hogy létezik olyan a+ 1 = (§1 +n1)(&2 +ng) felbontds, ahol mindkét
tényez$ kisebb o + 1-nél. Mivel o + 1 normélalakjinak egyik egyiitthatdja sem
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oszthato semmilyen egynél nagyobb természetes szammal, ezt a rendszamot nem
lehet egész részre osztani, amibd6l £;-nek és &-nek limeszrendszamnak kell lennie,
valamint ny és ny egyike sem lehet nulla, kiilénben a szorzat limeszrendszam lenne.
Elvégezve a szorzast, azt kapjuk, hogy a+ 1 = (& + n1)& + &ine + ning = §6 +
&ng + ning. A limeszes felbontas egyértelmiiségébdl kapjuk, hogy ny = ny = 1 és
a = &€& + &. Mivel a felbonthatlan, az Osszeg egyik tagja legalabb «, viszont az
elsG tag legalabb akkora, mint a masodik. Ezért £& > « biztosan teljesiil. De
akkor a kiilonbségnek nullanak kellene lennie, tehat & = 0, ami nem lehet, hiszen

&1 limeszrendszam. [

5.2.4. Tétel.
Eqgy végtelen rdkivetkezd rendszdm pontosan akkor prim, ha w® + 1 alaki.

Egy limeszrendszam pontosan akkor prim, ha w** alaki.

Bizonyitds. Az eléz6 allitas szerint az w® + 1 alakid rendszamok valoban primek.
Legyen most « tetszSleges rakovetkezé primrendszam. Legyen a = wa, + --- +
wSa; + ag, ahol ay nemnulla természetes szam. Vezessiik be a ¢, (k=1,...,n)
rendszémokat, melyekre & = & + (. Ekkor (w® +ag) - (WS a, + - - - +w ay +a;) =
W, + -+ w2ay + (W + ag)a; = a, ahol a masodik tényezd kisebb a-ndl. «
primségébdl tehat w! + ag = a-nak kell fennallnia. De az ag - (WS + 1) Osszefiiggés

miatt ismét o primségét felhasznalva kapjuk, hogy ag = 1. Vagyis o = w® + 1.

Legyen most a = w**. Ha a nem volna prim, akkor felbomlana két olyan rend-
szam szorzatara, melyek norméalalakjanak legnagyobb kitevéjére 3, < w® és v, < w®
teljesiil. Ekkor a szorzatban a legnagyobb kitevé w® ™ volna, amibél w® = 3, 4+ v
kell, hogy kovetkezzen. Ez ellentmondana w® felbonthatatlansaganak.

Ha o limesz primrendszam, akkor emeljiink ki belsle balra w-t (§ # 0). A
normalalak egyértelmiiségébdl a megmarado rendszam legkisebb tagjanak kitevéje
nulla lesz, azaz annak rakovetkezd rendszamnak kell lennie. Ezért ez nem egyezhet
meg a-val. Igy a primtulajdonsag miatt « biztosan w alaka. Ha &, felbonthaté

0 0

volna, azaz g = 0 + o 0,0 < &, akkor o = w° - w? w° w? < . Emiatt  nem

lehetne prim. Ezért & w® alaki, amivel igazoltuk az allitast. O

5.2.5. Tétel. Bdrmely rendszdmnak legfeljebb eqy olyan végtelen jobbosztdja lehet,

ami prim.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy a-nak van két kiilénb6z6 végtelen jobboldali primosz-
toja: 3,v. Ezek egymast nem oszthatjak egymast jobbrél a primtulajdonsaguk mi-
att. Ezért a jobbosztokrol szolo tétel szerint csak az lehet, hogy 8 = £ + p,v =
¢+ q, (& limesz,p > 0,q > 0), de ezen feltételek mellett az el6z6 tétel szerint
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p = q = l-nek kell teljesiilnie. Ezért § = v, ami ellentmond a kezdeti feltevés-
nek. O

5.2.6. Tétel. Minden rdkovetkezd rendszdmnak legfeljebb eqy végtelen baloldali prim-

osztoja lehet. Limeszrendszdamoknak lehet végtelen sok végtelen baloldali primosztoja.

Bizonyitds. Legyen o rakovetkezG rendszam, melyre « = -0 = v -0, és (3,7
végtelen primek. Ekkor 3,8, v, o rakovetkezd rendszamok. Eszerint = w? +1,v =
wWw'+1,0=w-0+d,o0o=w-o +r, ahol #/,7 nemnulla rendszamok, d,r nemnulla
természetes szamok. Elvégezve a szorzast: w” 10 + w¥d+1 =w" o +w’r + 1.
A két oldalon a masodik tagoknak meg kell egyezniiik, hiszen ha mindkét oldalt
felirjuk normélalakban, ezek a tagok a masodik legkisebb kitevdjii tagoknak felelnek
meg. Ezért ' =/, vagyis 3 = 7.

Olyan limeszrendszamra, melynek végtelen sok végtelen baloldali primosztoja

van, példa az w*, hiszen (W™ + 1)w* = w* minden n természetes szamra. O

A rendszamelmélet alaptétele

Barmely természetes szam felirhatdé primek szorzataként, rdadasul a felbontés
a tényezGk sorrendjétdl eltekintve egyértelmid. A primrendszamok bevezetése utan
felmeriil a kérdés, hogy meg lehet-e fogalmazni hasonlé allitast rendszamokra is. Az
egzisztencia a véges esethez hasonléan kénnyen adodik, csak a matematikai indukci6
helyett transzfinit indukciot kell alkalmaznunk. A nehezebb természetii kérdés az
egyértelmiiség, hiszen példaul tetszéleges p € w primre pw = w az w primfelbontasait
adjak. A felbontasra vonatkoz6 tovabbi megkotésekkel azonban el lehet érni, hogy

egyértelmi felbontasrol is beszélhessiink.

5.2.7. Tétel. Tetszdleges o > 1 rendszam felirhato véges sok primrendszdm szor-
zataként. Az egyértelmiiséghez viszont azt sem elég kikdtni, hogy a felbontds olyan
szempontbol legyen minimdlis, hogy ne lehessen eqyik tényezdt sem elhagyni a szorzat

értékének megudltozdsa nélkiil.

Bizonyitds. Az allitast transzfinit indukcioval bizonyitjuk. Ha « prim, akkor készen
vagyunk. Ha nem prim, akkor felbomlik két kisebb tényezs szorzatara, amiket mar
felbonthatunk az indukcios feltevés szerint. Ezért minden rendszam felbonthato
primek szorzatara.

Az egyértelmiiségi részre egy ellenpélda az w? = w - w = (w + 1)w felbontas. [
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5.2.8. Tétel (Alaptétel). Tetszdleges o« > 1 rendszdmhoz egyértelmien léteznek
olyan ay > - -+ > a,, limesz primek, cy ... c végtelen rdkovetkezd primek és by ... bxiq

nemnulla természetes szamok, melyekre
Q= Q1" Q- bicy - baca -+ - bycy - by

Bizonyitds. A normalalak egyértelmiiségébdl kdvetkezik, hogy o egyértelmiien felir-
hato az w? - v alakban, ahol v rakovetkezs. Igy ha talalunk egy olyan felbontast,
ahol a limesz primek megel6zik a rakovetkez6 primeket, akkor a limeszek szorzata-
nak wf-nak kell lennie, a rakévetkezknek pedig y-nak. Ezért elegendd az allitast
kiilon w-hatvanyokra és rakovetkezd rendszamokra belatni.

Tegyiik fel el6szor, hogy a = w”. Ha 8 = wSb, + - - + wby, akkor ez alapjan
kapunk egy felbontast:
(w“’gn . -w“gn) o (w“’éo . .w‘”&o) .

(. J/ . J/

VvV vV
bn db bo db

WP =

Az egyértelmiiség adodik § normalalakjanak egyértelmtiségébdsl.

Legyen a most rakdvetkez6 prim. ElGszor az unicitast latjuk be. Tegyiik fel, hogy
Q= Qy * Qp_1 - ag, ahol a;-k rdkovetkezd primek (most lehet koztiik véges is). Te-
gyiik fel, hogy ay, . . . ap-k véges szamok, de ap, 1 méar végtelen. Mivel a,, - - - a1 nor-
maélalakjanak a fGegyiitthatoja 1, ezért a teljes szorzat fGegyilitthatojat az ao, . . . ap-k
szorzata adja meg. Ezért ennek a szorzatnak az értéke egyértelmien meghatarozott.
fgy a 3.1.7. lemma miatt elhagyhatjuk azt.

Lattuk, hogy rakévetkez6 rendszamnak legfeljebb egy végtelen jobboldali prim-
osztoja lehet, ezért ay is egyértelmten meghatarozott. Ekkor az imént emlitett lem-
ma miatt ezzel is egyszertisithetiink. Innen a teljes szorzat egyértelmiisége adodik
indukcioval.

Most megmutatjuk, hogy a rakovetkezG rendszamoknak valoban létezik ilyen
felbontasa. Legyen o = wra, + -+ + w%ay (& = 0), és legyen ¢, olyan rendszam,
melyre &, = &,_1 + G Ekkor (w*1a,_; + w2a,_y + -+ + w¥ag) (W' + 1) - a, =
(W +wsn=1a, 1+ +wag)a, = wra, +wta, 1+ +wPay = a. Folytassuk az
eljarast az w*ta, 1 +w2a,_o+- - - +w%ay rendszammal. A kiemelést mindaddig
el lehet végezni, amig a maradék nem w® + 1 alaki, és ez legfeljebb n lépésben

biztosan bekovetkezik, hiszen a tagok szdma mindig egyel csokken. O]
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6. fejezet

Felcserélhet6ség és kommutativitas

Ebben a fejezetben olyan rendszdmokat vizsgalunk, melyek Gsszege vagy szorzata

nem fiigg a tagok illetve tényezk sorrendjétdl.

6.1. FelcserélhetSség

6.1.1. Definicié. a > 0 és 3 > 0 felcserélhetd, ha o+ [ = ( + « teljesiil.

6.1.2. Tétel. Legyen a = wa, + --- + w®ay. Ekkor a-t pontosan az wC +

W a,_1 + - - + way normdlalaky rendszdmokkal lehet felcserélni.

Bizonyitds. Keressiik az a + § = [ + a egyenlet megoldasait. Legyenek a normal-
alakok: a = w*a, +---+w*aq és 3 = Wby +- - - +wPby. Feltehets, hogy o, = [,
kiilénben példaul a,, > [y esetén f+ a = [ < [+ a. Ekkor

WO a, 4+ Wby + Wb + -+ Wby = Wb 4+ W a, + W a1 + - 4 w™ag.

Tehat n = k, valamint oy = G,a; = b [ =0,1...,n— l-re. Ezért szabadsagunk

csak by valasztasdban van, és tetsz6leges by # 0 esetén fel is lehet cserélni Gket. [

6.1.3. Kovetkezmény. Minden o rendszamhoz megszdmldlhato sok olyan rendszdm

létezik, mellyel o feleserélhetd.

6.1.4. Kovetkezmény. A felcserélhetdség tranzitiv reldcid, azaz ha o felcserélhetd

G-val, és B felcserélhetd v-val, akkor a is felcserélhetd ~v-val.

6.1.5. Allitas. o és 3 pontosan akkor felcserélhetd, ha tetszdleges m, k természetes

szdmokra o -m és (- k is feleserélhetd.

Bizonyitds. a-m és -k pontosan akkor felcserélhetd, ha csak a legnagyobb kitevdji
tag egyiitthatoiban térnek el, ez pedig pontosan akkor igaz, ha a és (3 is csak ezekben

térnek el, azaz ha a és 3 felcserélhet6. O
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6.1.6. Allitas. o és 3 pontosan akkor felcserélhetdk, ha léteznek olyan m,k termé-

szetes szamok, melyekre ak = fm

Bizonyitds. Ha o - k = - m, akkor « és [ csak a legnagyobb kitev6jl tag egyiitt-
hatojaban, a, és b,-ben térhetnek el. Ha pedig csak ott térnek el, akkor m-et és k-t

valasszuk ugy, hogy a,k = b,m = [a,, by| teljesiiljon. O

6.1.7. Tétel. o és B pontosan akkor felcserélhetd, ha létezik olyan & rendszdam és

m,n természetes szamok, melyekre a =& -m és =& -n

Bizonyitds. Ha o = £ -m és 3 = £ - n, akkor an = &nm = (m miatt « és 3
felcserélhetd.

Ha pedig « és 3 felcserélhetdk, € legyen az a rendszam, melynek a normaélalakjat
a normalalakjabol ugy kapjuk, hogy a legnagyobb kitevGjl tag egylitthatojat atirjuk
1-re. Ekkor a« =& - a, és =& - b, teljesiil. O

6.1.8. Kovetkezmény. Az a-val felcserélhetd rendszamok pontosan a fn n € w

alaki rendszamok, ahol B a legkisebb olyan rendszam, mely felcserélhetd a-val.

Bizonyitds. (-t valasszuk az el6z6 tétel bizonyitasaban szereplé &-nek. Erre a [3-ra

teljesiil az allitas. O
6.1.9. Tétel. Az aq, o, ..., «q, rendszamok 6sszege pontosan akkor fiiggetlen a tagok
sorrendjétdl, ha létezik olyan & rendszam, €és léteznek olyan my,mo, ..., m, termé-
szetes szamok, melyekre ay =& -my, ag =& -ma, ..., =& - my,.

Bizonyitds. Belatjuk, hogy barmely két o; és a; @ # j felcserélhets. Vegyiik az
alabbi két osszeget: I' + a; + oj = I' + a; + a, ahol I' a tobbi rendszam Osszege egy
adott sorrendben. I'-val val6 egyszertisités utan adodik a felcserélhetGség.

Eszerint «; magaval és a tébbi rendszammal is felcserélhetd, igy az el6z6 ko-

vetkezmény szerint léteznek olyan m; (i =1,...,n) természetes szamok, melyekre
a; = & -m;, ahol € a legkisebb olyan rendszam, mellyel oy felcserélhetd. O]

6.2. Kommutativitas

6.2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy o > 1 és 3 > 1 kommutativ, ha o- 3 = (-«

6.2.2. Allitas. Véges rendszdm végtelen rendszdmmal, rdkévetkezd rendszdm limesz-

rendszammal, sosem kommutativ.
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Bizonyitds. Legyen o végtelen rendszam, és osszuk el maradékosan w-val: o =

wé + n, ahol £ nemnulla rendszam, n természetes szam. Ekkor tetszdleges k > 1-re
k-a=Fk-wl+kn=wl+kn<wf+wl <wé-k+n=(wl+n)k=ak.

Legyen « limeszrendszam, 3 rékovetkezd rendszam, o normalalakja n 4 1 tagu,
{ normalalakja m + 1 tagu. Feltehetd, hogy 3 is végtelen, ekkor m > 0. Mivel - 8
normélalakja m +n + 1, § - @ normalalakja n + 1 tagi, a- 5 # (- a. O

El6szor megvizsgaljuk a kommutativitast abban az esetben, amikor a két rend-

szdm limeszrendszam.

6.2.3. Tétel. Az a < ( limeszrendszamok pontosan akkor kommutativak, ha létezik
olyan & rendszdm és v természetes szdm, melyre = ws"a, és a normdlalakjdnak

legnagyobb kitevdje & - p, ahol p természetes szam.

Bizonyitds. Legyen a = w®a, + -+ + w™aqy és B = Wby, + -+ + whby. Ekkor
a- B =wntPrby 4+ wntpy és B = whteng, 4 - 4 WPETq.

A két rendszam pontosan akkor egyenls, ha n =k, a; = b; és o, + 0; = 0, + ;.
Specidlisan «,, + 6, = B3, + «, is teljesiil, tehat ezek felcserélhetéek. Ekkor létezik
olyan £ rendszam és 71,7y természetes szamok, melyekre «,, = &rp és (6, = &rs.
Valasszuk £ mellé r = ry—ry és p = ri-et. Megmutatjuk, hogy ezekre a rendszamokra
teljesiil az allitas. 0 > « miatt » > 0, és o normalalakjaban a legnagyobb kitevé
valoban £p. Atirva az o, + 3; = B, + ; egyenletet: o, + 3; = (v, + &) + i, amibél
B; = &r + «;. Ezért §;-b6l Er-et kiemelve valoban a-t kapjuk.

A megforditashoz ellenérizziik a kommutativitast definicié szerint. Legyen:

a = WsPa, + W la, g + -+ wag
B = wETa = WS 4 Erteng Ly Ertang

Ekkor
a-f= w$~(p+r+p)an 4 w&‘(p+r)+an71an71 N wf-(p+r)+aoa0
B =wstete)g 4 &0tp)ton—g 44 e R teog

Valoban ugyanazt az eredményt kaptuk. O]

6.2.4. Tétel. Ha a végtelen rakivetkezd rendszam és & a legkisebb olyan rendszdm,
mely kommutativ a-val, akkor az a-val kommutativ rendszdmok pontosan a ™ alaki

rendszamok, ahol m természetes szdm.

Bizonyitds. Mivel rakovetkezd rendszammal csak rakovetkezs rendszam lehet kom-
mutativ, £ is végtelen rakdvetkez6 rendszam. ElGszér megmutatjuk, hogy o elGall £
véges hatvanyaként.

Az alaptétel szerint bontsuk fel a-t és &-t
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Q= p1ay - Paag - Prag - Pr+1 €8 = qiby - @2ba - gmbi - G

ahol p;, ¢;-k természetes szamok, a;, b;-k végtelen rdkovetkezé primek.

Mivel « - ¢ legnagyobb kitevdjd tagjanak az egyiitthatdja ¢, 1, £ - a-nak pedig
Di+1, €Z€rt pri1 = ¢ma1. Mivel ezek rakovetkez6 rendszamok is egyben, egyszertisit-
hetiink veliik:

P101-P2a2 - - - Pk (Pr191)019202 - - - @b = 1016202 - - - @b (Gms1p1) a1 - p2aa - - - pray,.

Mivel a rakdvetkezé rendszamoknak csak egy jobboldali primosztoja lehet, ezért
b = ay. Tehat ezzel is egyszertisithetiink. Folytassuk addig az egyszer(sitést, amig
valamelyik oldalon el nem ériink az egyik oldalon a zardjeles rendszamhoz. Mivel
azok a tényezok, amelyekkel eddig egyszertisitettiink, megegyeztek, azt kapjuk, hogy
m = k esetén a = £, ekkor ugyanis az Osszes megfelel§ tényezd megegyezik és azt
lattuk, hogy pri1 = ¢me1- Ha pedig m # k, akkor « és € koziil az egyik balosztoja
a masiknak. Mivel £ < a, 1étezik tehat egy olyan «; rendszam, melyre & - oy = a.
a és & kommutativitasabol aq - &€ = € - Eaq, amibdl E-vel vald egyszeriisités utan
a1 = Eay.

Két eset lehetséges: ay < & vagy oy > £. Az utdbbi esetben megismételhetjiik az
elébbi eljarast, és kapunk egy oy rendszamot, melyre € - as = aq, és as kommutativ
&-vel. Ha ay < &, Alljunk meg, egyébként folytassuk az eljardst. Kapunk egy o
szigortian monoton csokkend sorozatot, ezért lesz egy olyan legkisebb k index, melyre
ay < ¢ fog bekdvetkezni. Megmutatjuk, hogy oy, kommutativ a-val. Mivel a = &*-qy,
és oy kommutativ £-vel, igy kommutativ annak barmely véges hatvanyéaval, emellett
kommutativ énmagaval is, ezért oy - @ = a - . € minimalitasa miatt csak az lehet,
hogy a;, = 1. Tehat o = £F.

Legyen most 3 tetszéleges rendszdm, ami a-val kommutativ. A bizonyitast (-ra
vonatkozo transzfinit indukcioval fejezziik be. Vegyiik észre, hogy £ és 3 jobbosztdja
az o - = -« rendszamnak, ezért alkalmazhatjuk a jobbosztokra vonatkozo tételt.

Ha (3 jobbrol osztja &-t, akkor £ minimalitdsa miatt 3 = &

Ha ¢ jobbosztoja [B-nak, akkor f = v - £ valamilyen v < 3 rendszamra. Ekkor
a-y-E=v-&-a=7-a-&, és egyszerlsitsiink £-vel, hiszen rakévetkezs. Tehat
is felcserélhets a-val, ezért alkalmazhatjuk ra az indukcioés feltevést. Ebbél lathato,
hogy 3 ekkor is & véges kitev6ji hatvanya.

Azt az esetet kell mar csak leellenérizniink, ha 6 = ( + p, £ = ( + ¢ valamilyen
¢ limeszrendszamra és p, ¢ kiilonb6z6 nemnulla természetes szamok.

Teljes indukcidval megmutatjuk, hogy £™ limeszes felbontdsaban m > 0 esetén a

véges tag q. Az m = 1 eset nyilvanvalé. Ha m > 1, akkor felhasznalva az indukcios
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feltevést:

C+)" =+ '+ =+ +q =€+ +q

Ez alapjan szamolhatunk:

a-f=C+9" (C+p)=7+4q

ahol 77 limeszrendszam.

Bra=(C+p) - C+a) =n+p

ahol 7, limeszrendszam. A kett§ p # ¢ miatt nem egyezhet meg, igy ez az eset nem
all fenn. Ezzel a tételt bebizonyitottuk. [

A tétel alapjan a 6.1.7. tételéhez hasonlo kritériumot kapunk két rakovetkezd

rendszam kommutativitasara.

6.2.5. Kovetkezmény. Az o és ( rdkovetkezd rendszamok pontosan akkor kom-
mutativak, ha létezik olyan & rdakovetkezd rendszam és m,n természetes szamok,
melyekre a« = M, f=&"

Ezt az allitast limeszrendszamokra nem lehet élesiteni. Vegyiik ugyanis az w?+w

és w? 4+ w? rendszdmokat. Ezek kommutativak, hiszen
(W? + W) (W 4+ w?) =W’ + W = (WP + W) (W +w).

Nézziik, hogy mely rendszdmok hatvanyaként allhat el ez a két rendszam! &-t elég
csak az wa; + ao alaki rendszamok kozott keresni. Ekkor ha &7 = w? + w?, és
&M = w? + w, akkor n = 3,m = 2. De ebben az esetben ay = 0-nak kell lennie,
hogy limeszrendszamokat kapjuk. wa; hatvanyainak a normalalakja pedig csak egy
taghol all, ezért nem létezik ilyen el&allités.

Az eddigi tételeinkkel a kommutativitast kiilon a limeszrendszamokra és rako-
vetkez6 rendszamokra vizsgaltunk. Most megadunk egy, ebbdl a szempontboél uni-

verzalis jellemzést.

6.2.6. Tétel. Az o és 3 rendszdmok pontosan akkor kommutativak, ha léteznek

olyan m,n természetes szamok, melyekre o = (™.

Bizonyitds. Nézziik elGszor azt az esetet, amikor « és ( rakovetkezs rendszémok. Ha
kommutativak, akkor 1étezik olyan & rendszam és k,[ természetes szamok, melyekre
a=¢& 3=¢. Ekkor of = 3F.
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Ha o™ = (™, akkor jelolje & > 1 azt a legkisebb rendszamot, mely ezzel a
kozos értékkel kommutativ. Mivel o is kommutativ ezzel a kozos értékkel, o = &F
valamilyen k természetes szimra. Ugyanigy, 8 = & egy [ természetes szamra. Ekkor
« és 0 kommutativ.

Legyen most « és 3 limeszrendszam, a < 3. Ha kommutativak, akkor 8 = w*"a,
ahol r természetes szam, és o normalalakjanak legnagyobb kitevGje & - p, ahol p

természetes szam. Ezek alapjan, felhasznalva, hogy « limeszrendszam,
ot = Eeetr=1) [ — E=Dptr) | o, — 3°.

"= 3™ és legyen way és w’b; a legnagyobb kitevsijd

Tegyiik fel most, hogy «
tag a és # normalalakjaban. Ekkor viszont a™-ben és 3™-ben a legnagyobb kitev§ji
tagok kitevéi agn és Fym, amibdl apn = Fym. Ekkor viszont a 6.1.6. tétel szerint
felcserélhetGek, igy a 6.1.7. tétel szerint van olyan & és p,q természetes szamok,
melyekre a5, = &p és B = &q. A hatvanyokat tehat a kovetkezGképpen irhatjuk,
mivel limeszrendszamokrol van sz6: w(" VDa = o™ = ™ = w813 Namost, ha
a < (3, akkor £g(m — 1) < &p(n — 1) kovetkezik. Emiatt balrol egyszertisithetiink
az wsm=1 rendszammal, amivel megkaptuk, hogy 3 = wf@Pr—D=-am=1))q &g o

normalalakjanak legnagyobb kitevGje Ep. Ezért o és § kommutativ. O]

6.2.7. Kévetkezmény. o és ( pontosan akkor kommutativ., ha tetszdleges m,n

természetes szdmra o™ és (" kommutativ.

Bizonyitds. Ha a és 0 kommutativ, akkor tetszéleges hatvanyuk is az.
Ha o™ és ™ kommutativ, akkor az el6z6 tétel szerint vannak olyan k.l termé-
szetes szamok, melyekre (a™)f = (3™)!. De ekkor o™ = 3™ igazolja, hogy a és (3

kommutativak. O

6.2.8. Allitas. Tetszdleges egynél nagyobb rendszdmhoz megszdmldlhatd sok olyan

rendszam van, mellyel az kommutativ.

Bizonyitds. Valoban, limeszrendszam esetén a 6.2.3. tétel szerint csak r-ben van
szabad valasztasunk (az egész részre osztas miatt £ csak véges sok rendszam lehet),
végtelen rakovetkezG rendszam esetén pedig a 6.2.4. tétel szerint m-et valaszthatjuk

szabadon. A véges eset nyilvanvalo. m
Szintén a 6.2.3. és 6.2.4. tételek kovetkezménye az alabbi allitas:

6.2.9. Allitas. A kommutativitds tranzitiv reldcid, azaz ha o kommutativ 3-val, 3

kommutativ v-val, akkor o kommutativ v-val.
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7. fejezet

Epszilon-rendszamok

7.0.1. Definicié. Egy a rendszamot epszilon-rendszdmnak nevezink, ha w® = a.

A hatvanyozas tulajdonsagainak vizsgalatanal lattuk, hogy a < w® mindig tel-
jesiil, ezért ekvivalens feltétel az w® < a.

Vegyiik észre azt is, hogy minden epszilon-rendszam limeszrendszam.
7.0.2. Allitas. Ha w < (-ra a = 3%, akkor o epszilon-rendszdm.

Bizonyitds. A 4.1.1. kovetkezmény szerint a hatvanyozas a hatvanyalapban mono-
ton. Ezért w®* < 0% =« O

7.0.3. Allitas. Legyen o epszilon rendszdm. Ekkor o elnyeli” a ndla kisebb rend-

szdmokat, pontosabban:

(i) E+a=a, ha <«
(i) E-a=a, ha 0 <{<a
(i17) §&* =a, hal <& < a

Bizonyitds.

Ha ¢ < a = w?, akkor ¢ normdlalakjaban szerepld legnagyobb kitevd kisebb,
mint o, ezért { +a =€+ w* =w* = a.

Az el6z6 allitas felhasznalasaval: € - o < w - w® = WY = W = a.

A masodik rész felhasznalasaval: €& < (w®)® = W = W = a.

Mindkét esetben a masik irdnyt egyenlGtlenség nyilvanvalo. O]
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7.0.4. Tétel. a pontosan akkor epszilon-rendszdm, ha w < « és tetszdleges 3,7 < «

rendszdmokra (7 < a.

Bizonyitds. Legyen « epszilon rendszam. Ekkor § > 1 esetén 37 < 0% = a az el6z6
allitas harmadik pontjanak felhasznéalasaval. A 3 = 1 eset nyilvanvalo.
Koévetkezzék a megforditas. Valasszuk (-t w-nak. Ekkor w? < o tetszéleges

v < a-ra, De akkor a szuprémumra w® < «. Ezért o valoban epszilon-rendszam. [J
7.0.5. Allitas. Tetszbleges o rendszamndl létezik nagyobb epszilon-rendszdm.

Bizonyitds. Tekintsiik a kovetkezd f fiiggvényt: f(0) = a, f(n +1) = /™. Egz
a fiiggvény a transzfinit rekurzié tétele értelmében létezik. Ekkor az f(n) n € w
rendszamok halmazt alkotnak, hiszen ez az f értékkészlete. Jellje ennek szuprému-
méat u, ami biztosan limeszrendszam, hiszen limeszrendszamok szuprémuma (esetleg
f(0) kivételével). Mivel g = sup{f(k+1):k+1 € w} = sup{w/® : k € w} = wh,

ezért a p epszilon rendszam, és vilagos, hogy a < p. O]
Megjegyzés.

e Bdr a dolgozatban a szamossdgok fogalmdt nem tdrgyaltuk, megjegyezzik, hogy
az dllitds azonnal adodik abbol, hogy minden w-ndl nagyobb szdmossdg epszilon-
rendszdm. A bizonyitdsban szerepld konstrukcid viszont azt is mutatja, hogy

létezik a-ndl nagyobb ugyanolyan szimossdgi epszilon-rendszdam is.

o A legkisebb epszilon-rendszim az w** . Valdban, legyen & tetszdleges epszilon
rendszdm. FErre nyilvin w < £. Végezziik el a fenti konstrukciot az o = w
vdlasztdssal. Teljes indukcioval adddik, hogy Chy = W < Wt = &, Ezért az

eqyenldtlenséq igaz a szuprémumra is.

wwu.

Mivel az w rendszam epszilon rendszdm, szokds ezt €y-val jeldlns.

Az epszilon-rendszamok alkalmazasaként megemlitjiik, hogy segitségiikkel jol le-

het jellemezni azokat a rendszamokat, melyekre a hatvanyozas ,kommutativ”’ [2]:

7.0.6. Tétel. Végtelen a < 3 rendszdmokra o® = 3% pontosan akkor teljesiil, ha o

limeszrendszdm és 3 = v - «, ahol v epszilon rendszdam.

48



8. fejezet
Hidra-jaték

A rendszamok alkalmazasaként Héraklész és a hidra kiizdelmét, a hidra-jatékot
vizsgaljuk meg.

A hidrat feny6grafként abrazoljuk, azaz a hidra olyan irdnyitott fa lesz, melyben
van olyan csiics, ahonnan az 6sszes tobbi csiics elérhetS irdanyitott tton. Ezt a
csucsot nevezziik a hidra torzsének. A hidra fejei azok a cstucsok, melyekbdl nem

indul ki él, egy fejhez tartozo él pedig a hidra nyaka.

fej fej fej fej (A) fej
\\\nyak n)j\ak nyak/ n}j\ak nya{
fej fej o o
\nyak nyak ] T
o o (B) fej o(t6)

A kiizdelem sordn Héraklész az n-edik lépésben a hidra egyik fejét levagja. Ha
ez a fej kozvetleniil a torzshoz kapcsolodik, akkor a hidra nem néveszt 1j nyakat
helyette. Képzelhetjiik azt, hogy egy ilyen fejnek kitiintetett szerepe van, példaul
vezérli a hidra torzsét, emiatt potolhatatlan a hidra szamara.

Tegyiik fel, hogy az n-edik 1épésben levagott fej nem a torzshoéz kapcsolodott.
Attol a csicstol, amihez a levagott fej kapcsolodott, 1épjiink a torzs felé egy csucsot,
nevezziik ezt tének. Ekkor a hidra abbdl a részgrafbol, mely a vagas utan a té felett
marad, n példanyt noveszt ki a tGbdl.

Ha tehat Héraklész az dbran lathato (B) fejet vagja le, akkor a hidra marad a
levagas utani allapotban. Ha azonban az (A) fejet véalasztja példaul a harmadik

lépésben, akkor a hidra a kovetkezGképpen fog kinézni a noévesztés utan:
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Ilyen fej esetén a hidra tehat n ndvekedésével egyre tobb példanyt maésol le a
csonkitott fejébdl.

Felmeriil a kérdés, hogy Héraklész le tudja-e gy6zni a hidrat, azaz van-e olyan
nyer$ stratégia, melyet kovetve tetszéleges hidrabol indulva véges sok lépésben el
tudja érni, hogy a hidranak csak a torzse maradjon. A kévetkezd tétel azt mondja ki,
Héraklész valojaban nem tud hibazni, azaz tetszélegesen vagdosva a fejeket, végiil

legy6zi a Hidrat [3].
8.0.1. Tétel. Telszdleges stratégia nyerd stratégia.

Bizonyitds. A bizonyitas Otlete a kdvetkez6: Minden hidrahoz hozzarendeliink egy
rendszamot, és megmutatjuk azt, hogy a tetszGleges vagas utan ez a rendszam csok-
ken. Mivel nincs végtelen csokkend sorozat a rendszamokon, végiil a fejeinek el kell
fogynia.

A rendszamokat a kovetkezSképpen rendeljiik a hidrdhoz: Rendeljiink minden
fejhez 0-t, egy tetszbleges kozbiils6 csticshoz pedig az w* +w*? 4 - - - + W rendsza-
mot, ahol az oy, ..., a, rendszamok ebbdl a csiicsbol kiinduloé élek végén talalhato
csucsokhoz rendelt rendszamok nemndévekvs sorrendben. A hidrahoz tartozé rend-

szam legyen a torzsnek a rendszama. Példank esetében tehat:

0 0\:/ i/o
\1\w3+ !
T

=

3
w +1+w +w+1

Igy minden hidrahoz hozzarendeltiink egy e-nal kisebb rendszamot.
Ha Héraklész torzsbdl indulo fejet vag, akkor azonnal adddik, hogy ez a rendszam

csOkken. Tegyiik fel, hogy az n-edik lépésben nem ilyet vag. Ekkor annak a csiicsnak,

20



amihez a fej kapcsolodik, a vagast kovetve csokken a rendszama, igy az alatta levg
csucshoz (t6hoz) tartozo egyik a; csokken, legyen ez o). Ekkor a t6hoz rendelt
rendszam is csokken, hiszen w® - n < w® teljesiil tetszéleges o, < oy esetén.

Ezért a t6 alatt elhelyezkedd csticshoz tartozo egyik «; is csokkent, ezért az ahhoz
a csucshoz tartozo rendszam is csokkent. Hasonldan az alatta lévg cstiicshoz rendelt
rendszam is csokken, sth. Véges sok 1épésben eljutunk a toérzshoz, amihez rendelt
rendszam szintén csokken. Vagyis a csonkitds utan a hidradhoz rendelt rendszam
valoban csokkent, ezzel a tételt belattuk. O

Végezetiil a tételnek egy bizonyitaselméleti vonatkozasat is megemlitjiik. Ez az,
ami igazan érdekessé teszi ezt a problémaét.

A tételt a rendszamok felhasznalasaval lattuk be. Feltehets a kérdés, hogy van-e
a tételnek pusztan szamelméleti bizonyitasa is, tehat ami csak a Peano axiémarend-
szert hasznalja fel.

Mivel a stratégia egy végtelen fogalom, ezért a kérdést egy kicsit pontositanunk

kell: Szoritkozzunk csak a rekurziv stratégidkra. Ekkor igaz az alabbi tétel [3]:

8.0.2. Tétel. A ,tetszdleges rekurziv stratégia a hidra-jdtékban nyerd stratégia”

dllitas a Peano axidmarendszerben nem bizonyithato.

A rendszamok elméletével tehat ebbdl a szempontbdl erés eszkézhoz jutottunk.
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