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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Motivacio

Az algebrai szamelmélet klasszikus motivacidja a
p(z1,z2,...,2,) =0

racionélis egyiitthatés polinomok racionélis nullhelyeinek megtalalésa, azaz di-
ofantoszi egyenletek megoldasa. Egy ilyen egyenlet megoldasait az F' test felett
jeloljiik X (F)-fel.

X (C) jellemzsen jol kezelhets az algebrai geometria modszereivel, és innen
X (Q)-16l is elegendd informéciot kapunk.

Ahhoz azonban, hogy X (F)-et egy F/Q algebrai bgvitésre le tudjuk irni, nem
csak X (Q)-t kell ismerni, hanem a Gg = Gal(Q/Q) abszolut Galois-csoport
rajta valo (folytonos) hatdsat is, hiszen X(F) a Gy = Gal(Q/F) altal fixalt
pontokbdl all.

Ezért Gg halmazokon, kiilonosen vektortereken valé hatésa kézponti helyet
foglal el a szamelméletben. A legegyszeriibb eset természetesen az 1-dimenzios
vektortereken val6 hatas. Ezek a Gg — Q* homomorfizmusoknak (karakterek-
nek) felelnek meg.

Mint minden csoport, igy Gg Abel-csoportba mené homomorfizmusai atve-
zethetSk a maximaélis Abel-féle faktoran, amelyet a kovetkezd hires XIX. szazadi
tétel ad meg.

1.1.1. Tétel (globalis Kronecker—Weber).

G = Gal(Q(1e0)/Q)

ahol 1 az eqyséqgyokok csoportja, és Q(uoo) a legkisebb poo-t tartalmazo test
Q felett.

De micsoda Gal(Q(peo)/Q)? A korosztasi polinomok vizsgalataval kiderdil,
hogy nem maés, mint az egységgyokok Osszes lehetséges automorfizmusa. Ez a
Hom(Q/Z,Q/7Z) csoport. Az inverz limesz (2.3. alfejezetben leirt) konstrukcio-
javal

Hom(Q/Z,Q/Z) = @Hom(nilz/Z, Q/z) = @(Z/nZ)X.



A kinai maradéktétel szerint azonban ha n = [[, p;"" az n primfelbontasa,

akkor
(Z/nZ)* = H(Z/p?“Z)X
lim(Z/nZ) H lim(Z/p°Z)"

Ugy tiinik tehat, hogy G felbomlik lokdlis, azaz csak egyetlen primtdl fliggs
részek direkt szorzatéra. Terrneszetes a kérdés, hogy mi a

lim(Z/p"Z)"

csoport természetes jelentése. Tekinthetiink a lim (Z/p®Z) limeszre mint diszk-
rét, véges gyirik inverz limeszére, ekkor egy % topologikus fGidealgytirit ka-
punk, amelyben p a maximaélis ideal. H:’anyadosteste Qp = p~*°Zy, amelyet a
p-adikus szdmok testének neveziink.

Aritmetikai geometriai szemszogbdl nézve Qp-ben méar csak azok az algebrai
egyenletek nem megoldhatok, amelyeknek lokalisan akadélya van a p primnél,
példaul 22 — p = 0, vagy 2 — a = 0 ahol a nem kvadratikus maradék mod p.

Ezért Q, Galois-elméletének megértése, majd az igy kapott adatok Osszeil-
lesztése az eredeti problémarol, Q Galois-elméletérdl is sok informaciot ad. Igy
Q, Galois-reprezentécidi is érdekesek a szdmelmélet szaméra.

1.1.2. Tétel (lokalis Kronecker—Weber).
G(Bl; = Gal(Qp(1o0)/Qp)-

Ebbdl és Q,, vizsgalatabol kivetkezik a kovetkezs észrevétel.

1.1.3. Allitas. Gab tartalmaz egy siri, Q) -vel izomorf részcsoportot. Igy a két
csoport folytonos kamkterez megegyeznek barmzlyen test felett.

A lokalis Langlands-program ezt az allitast terjeszti ki karakterek helyett
magasabb dimenziés reprezentacidkra, illetve linearis csoportokra, azzal a kiko-
téssel, hogy erésebb folytonossagi feltételeket koveteliink meg.

A kovetkez§ tételt fiiggetleniil bizonyitotta Harris és Taylor k6zosen, illetve
Henniart. A technikai részletek nélkiil a kovetkezGképpen lehet kimondani.

1.1.4. Tétel (Harris-Taylor, Henniart). Létezik egy kitiintetett bijekcio Gq,
bizonyos C feletti n-dimenzids reprezentdcidi és GL,, (Qy) bizonyos irreducibilis
sima C feletti reprezentdcidi kézott.

Itt sima alatt a kdvetkezst értjiik.

1.1.5. Definicié. Egy G topologikus csoport eqy V reprezentdcidjat simdnak
nevezzik, ha a (g,v) — gv G XV — V figguvény minden régzitett v-re g-ben
lokdlisan konstans.

Ekvivalens modon azt is megkovetelhetjiik, hogy a V' vektorteret (t6bbnyi-
re természetellenesen) a diszkrét topologiaval ellatva folytonos reprezentéciot
kapjunk.

Mivel a C topolégiaja eredendGen inkompatibilis akar GL (Qyp), akar GQp
Galois- reprezentamorol nem mond semmlt.

Ezt a hidnyt a kovetkez6 sejtés orvosolna.



1.1.6. Sejtés (p-adikus lokalis Langlands-megfeleltetés). Legyen K a Q, vé-
ges bovitése. Ekkor létezik egy kitintetett bijekcid Ggq, bizonyos K feletti n-
dimenzids reprezentdcidi és GL,,(Q,) bizonyos folytonos K feletti reprezentdicioi
kozott.

S6t, a sejtés egy erdsebb verzidja szerint itt Q, helyére egy F' véges bovitését
is lehetne irni.

Ennek a sejtésnek azonban még csak a GL2(Q,) esetben bizonyitotta egy
verzi6jat Colmez. A dolgozat hatralevs részében a sziikséges definicidkat fogjuk
kimondani és a fogalmakat ismertetni, hogy végiil precizen kimondhassuk a [2]
cikkben talalhaté verzidjat.

1.2. A dolgozatroél

A dolgozat Peter Schneider és Jeremy Teitelbaum [10] elGadasjegyzetének 1-19
fejezetei nyoman felépiti a megengedhetd p-adikus Banach-tér-reprezentéciok fo-
galmat, illetve megmutatja, hogy ezek kategoridja a GL2(Qy) csoport esetében
kezik.

El6szor a 2. fejezetben kitérek azokra a sziikséges absztrakt algebrai fogal-
makra és konstrukciokra, amelyek nem szerepelnek az ELTE matematikus BSc-
hallgatoknak sz616 6rain. Kiilondsen Zabradi Gergely 2011 és 2013 kozti Algebra
1-4, illetve Sztics Andrés 2012-es Bevezetés a topoldgidba eladasain bizonyitott
allitasokat fogok gyakran kiilon hivatkozas nélkiil hasznélni.

Ezutan Peter Schneider és Jeremy Teitelbaum [10] eladasjegyzetének felépi-
tését kovetjiik bizonyos egyszertisitésekkel, illetve a vazlatként vagy feladatként
kozolt vagy kihagyott bizonyitasok leirdasaval. Az allitasok mellett igyekeztem je-
161ni, hogy [10] melyik allitasanak felel meg. Ha a bizonyitas nem sajat munka,
akkor a hivatkozas a bizonyitas kezdeténél (is) szerepel. A dolgozat struktu-
raja, igy az allitasok kozti atvezetd szovegek viszont tobbségében [10]-bol vett
gondolatokat tiikroznek.

A lokalisan analitikus reprezentaciok elméletével a dolgozat nem foglalko-
zik, igy sziikségtelen tobbek kozott a nemarkhimédeszi Fréchet-terek, illetve a
lokalisan analitikus disztribuciok targyaldsa. Bar kimondom a lokilisan ana-
litikus fliggvények, sokasagok és csoportok definici6it, ezekre a dolgozatban a
Lazard tételére valo hivatkozasig (6.5.1 Tétel) nem is lesz sziikség, mert amikor
[10] kompakt lokalisan analitikus csoportrél mond ki tételeket, akkor a dolgozat
[11]-t kbvetve provéges csoportra mondja ki.

El6szor definialjuk a konvergens hatvanysorok, (lokélisan) analitikus fiiggve-
nyek, sokasagok és Lie-csoportok analogidit egy K nemarkhimédeszi test felett.
Majd a kovetkezs fejezetben a nemarkhimédeszi funkcionédlanalizis alapjait. Itt
jelenik meg az a kovetelmény a Hahn—Banach- és Banach—Alaoglu tételek kap-
csan, hogy a vélasztott K nemarkhimédeszi test lokéalisan kompakt legyen. Ez a
cél szempontjabol nem jelent problémat, hiszen Q, és véges bdvitései lokalisan
kompaktak a 2.4.3 Allitas szerint. A nehezebb funkcionalanalizisbeli allitasok-
ra, konkrétan a Hahn-Banach-tételre és Schikhof tételére nem adok bizonyi-
tast, mert inkdbb a p-adikus funkcionalanalizishez tartoznak, mint a p-adikus
Banach-tér-reprezentaciok témakoréhez.

Az 5. fejezetben tovabbra is [10]-t kovetve leirom a disztribucioalgebrak elmé-
letét provéges (tehat kompakt) csoportokon. A kovetkezs fejezetben pedig ezen



algebrak feletti modulusokka tessziik a Banach-tér-reprezentéaciokat. Az igy ka-
pott kategoéria viszont til nagy ahhoz, hogy szamelméleti jelentést lehessen neki
adni, ezért Schneider és Teitelbaum egyfajta végességi feltételként a [9] cikkben
javasoltdk a megengedhetd (angolul admissible) reprezentaciok fogalmat. (Ez
a sz6 a sima reprezentéiciok elméletében mér hasznélatban volt. Schneider és
Teitelbaum ezt a fogalmat terjesztették ki a folytonos esetre.)

A 6. fejezetben alapvetSen [10] nyoméan, de reményeim szerint a kategori-
ak lokalizalasat kikeriilve, a kategoria-ekvivalencidk és -beagyazasok lancolatat
explicitebben kiirva és megmagyarava mutatjuk meg, hogy a megengedhets rep-
rezentaciok kategoéridja mar anti-ekvivalens egy bizonyos Noether-gyiirid feletti

1.3. Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkdszonni Zabradi Gergelynek a téma felvetését, a tdmogatast és
a dolgozat alapos atolvasasat.



2. fejezet

Absztrakt algebrai alapok

2.1. Kategoriak

Egy C kategoria objektumait ob(C)-vel, az a és b kozti morfizmusait pedig
Home (a, b)-vel jeloljik. A C kategorian az identitas altal megadott funktort
Id¢-vel fogjuk jeldlni.

2.1.1. Definicié. Legyen F' és G C — D funktorok. Egy n természetes transzfor-
macié egy n: X — n(X) € Homp(F(X),G(X)) hozzdrendelés, amely minden
X, Y € ob(C)-re és f € Home(X,Y)-ra kommutativud teszi a kovetkezd diagra-
mot.

Fx) 29 py)
JH(X) JH(Y)
ax) Y% Gy
Ha n(X) minden X € ob(C)-re izomorfizmus, akkor n természetes izomor-
fizmus F' és G kozott.

2.1.2. Definicié. Az F: C — D és G: D — C funktorok kategoriaekvivalenciat
hatdroznak meg C és D kozott, ha G o F természetesen izomorf Idc-vel és F oG
természetesen izomorf Idp-vel.

2.1.3. Definicié. FEgy F: C — D funktort teljesnek neveziink, ha az dltala
megadott Home (21, 22) — Homp (F(x1), F(x2)) leképezés szirjektiv.

2.1.4. Definicié. Egy C kategoria egy D részkategdridjat teljesnek nvezziik, ha
a D — C bedgyazds teljes funktor.

2.1.5. Definici6é. Egy F: C — D funktort hiiségesnek neveziink, ha az dltala
megadott Home (21, 22) — Homp (F (1), F(x2)) leképezés injektiv.

2.1.6. Definicié. Egy F': C — D funktort 1ényegében sziirjektivnek nevezink,
ha minden D € D-re létezik C € C hogy F(C) és D izomorf objektumok D-ben.

2.1.7. Allitas ([6, Theorem 1, 93. 0.]). Legyen F: C — D funktor. Ekkor ekvi-
valensek a kovetkezd dallitdsok.



1. Létezik G funktor, hogy F' és G kategoriaekvivalencidt hatdroz meg C és D
kézott.

2. F teljes, hiiséges és lényegében sziirjektiv.

2.2. Modulusok kategoriai

Legyen R egységelemes de nem feltétleniil kommutativ gytiri. Ekkor jeldlje R —
Mod, illetve Mod —R az R feletti bal-, illetve jobbmodulusok kategoriajat. Az
fg index megjelenése a végesen generalt, a tf a torziomentes modulusok teljes

jelolni.
2.2.1. Allitas. Legyen Z(R) az R centruma, M,N € R — Mod. Ekkor
Hom(M, N) egy Z(R)-modulus.
Bizonyitds. Legyen ¢ € Hom(M, N), z € Z(R). Definialjuk, hogy
zp: =m+— zp(m)

Ez additiv, és tetsz6leges r € R-re

zp(rm) = zro(m) = rze(m)
tehat modulushomomorfizmus is egyben. O

2.2.2. Megjegyzés. Ellendrizhetjik azt is, hogy a kompozicié Z(R)-bilinedris
a fenti modulusstruktirdval.

2.2.3. Definicié. Egy = — z* R — R gydrihomomorfizmust anti-involicionak
neveziink, ha (z*)" = x, tovdbbd (zy)* = y‘z*.

2.2.4. Példa. Tetszdleges R kommutativ gyidrire a transzpondlds anti-involicid
az M, (R) mdtrizgydrin.

2.2.5. Példa. Legyen R kommutativ gydrd, G véges csoport, és R[G] a G cso-
portgytirije R felett. Ekkor a g — g~ ! kiterjed egy anti-involicidvd R[G]-n.

A kovetkezd éllitds magyarazza, hogy csoportgytriik esetén miért nem kell
kiilon foglalkozunk a jobb-; illetve balmodulusok elméletével. Egyuttal illuszt-
ralja a kategoria-ekvivalencia fogalmat.

2.2.6. Allitas. Legyen : R — R anti-involicid. Ekkor R — Mod és Mod —R
ekvivalens kategoridk.

Bizonyitds. Legyen F': R—Mod — Mod — R, amelyre F(M) legyen M-mel meg-
egyezd Abel-csoport. Ezen hasson R ugy, hogy mr: = r*m legyen. Ellenérizhetd,
hogy F'(M) ezzel a hatéssal valoban R-jobbmodulus, mert

m(rs) = (rs)'m = (s*m)r = mrs.

Egy N jobbmodulusra pedig legyen G(N) ugyanigy az N-nel megegyez6
Abel-csoport, az r‘n: = (nr) hatassal. Ekkor M = G(F(M)) és N = F(G(N)).
Ebben az esetben Go F' és F' o G konkrétan megegyeznek az identitasfunktorral,
nem csupan termeészetesen izomorfak vele. O
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2.2.7. Definicié. Egy M (topologikus) modulus hossza legyen azon £ egész szup-
rémuma, amelyekre létezik

NoCNiC...CN,CM
(zdrt) részmodulusokbdl dllo lanc M -ben.

Igy példaul a 0 modulus hossza 0 és az egyszerti modulusok hossza 1.

2.3. Inverz limesz

Legyen C egy kategoria.

2.3.1. Definicidé. Legyen (I, <) részben rendezett halmaz amelyben barmely két
elemnek van felsd korldtja. Legyen (X;)ier € ob(C)!, fi; € Home(X;, X;) min-
den i < j-re. (X;)ier-t és (fij)ijer-t inverz rendszert alkotnak, ha f;; =idx, és
fik = fij o fik-

Ha C = Set a halmazok kategoriaja, akkor

2.3.2. Definicié. Egy (X;)icr, (fij)ijer dltal alkotott inverz rendszer inverz
limesze legyen

lim X; = {x e [I%Xi | 2(i) = fi;(@(j) hai < je I}.

el icl

2.3.3. Allitas. Ha C a (topologikus) csoportok vagy gyirik kategoridja, akkor
@iel X, (oda-vissza folytonos) izomorfizmus erejéig felruhdzhato (topologikus)
csoport- vagy gyiristruktirdval.

Ehhez a miveleteket elemenként kell értelmezni [],.; Xi-ben, illetve a leg-
durvabb olyan topologiat venni @ie s X;-n, hogy az @ie ; X; = X, vetitések
folytonosak legyenek.

Ezt nevezziik (topologikus) terek, csoportok vagy gytrtk inverz limeszének.

2.3.4. Allitas. Legyen C = Top a topologikus terek kategdridja (a folytonos
fiiggvényekkel, mint morfizmusokkal). Ha egy C-beli inverz rendszer kompakt,
Hausdorff terekbdl dgll, akkor az inverz limesz is kompakt és Hausdorff.

2.4. Provéges csoportok

2.4.1. Definicié. Egy G topologikus csoportot provégesnek neveziink, ha véges
diszkrét (G;)ier csoportok inverz limesze.

Ekkor a G — G; kanonikus projekciok magjai az identitas kdrnyezetbazisat
adjak G-ben, ezek csoportelemekkel valo eltoltjai pedig a topolégia bazisét.
A 2.3.4 Allitas miatt igaz a kovetkezd.

2.4.2. Allitas. Minden provéges csoport kompakt és Hausdorff.



2.4.3. Allitas. Q, véges bovitései lokdlisan provégesek, tehdt lokdlisan kompak-
tak.

Bizonyitds. Legyen K/Q, r < oo foka bévités. Ekkor K = Q," topologiku-
san. Zj, nyilt és provéges részcsoport Q-ben, igy van egy Z,-vel topologikusan
izomorf azaz nyilt és provéges részcsoport-kornyezete a 0-nak K-ban. Ennek
eltoltjai K minden pontjara megadnak egy kompakt kornyezetet. O

10



3. fejezet

Nem-arkhimédeszi analizis

3.1. Nem-arkhimédeszi testek

3.1.1. Definicidé. Legyen K test. Egy | - |: K — R fiiggvényt nemarhimédeszi
abszolutértéknek neveziink, ha teljesilnek ra a kévetkezdk.

@ lal>0
(II) |a| = 0 akkor és csak akkor, ha a =0
(111) |ab| = lall
(1V) Ja+ | < max([al, )
(V) Létezik ag € K* hogy |ag| # 1

(IIT) miatt sziikségképpen |1| = 1. Az {6 eltérést a szokasos abszolit értéktol
a (IV) feltétel jelenti, amelyet az ultrametrikus tulajdonsdg néven is neveznek.
Emiatt |n| = |14 --- 4+ 1] < |1] = 1 ha n egész szam, ezzel ellentmondva Ar-
khimédesz okori feltevésének, amely szerint minden mennyiségnél van nagyobb,
egész szdmszor egységnyi mennyiség.

Az (V) feltételt teljesits ag elem af (k € Z) hatvényai miatt K *-ban akér-
milyen nagy és akarmilyen kicsi norméja elemek is szerepelnek.

Kényelmes tulajdonsag viszont, hogy ha (a,)nen sorozatra |a,+1 — ap| 0-hoz
tart, akkor a sorozat automatikusan Cauchy lesz.

3.1.2. Definicié. Adott |- | abszolit értékbdl kiindulva K metrikus (és egyittal
topologikus) térré tehetd a d(a,b) = |a — b| metrikdval, ezt a teret szintén K -val
jeloljik.

Az 6sszeadas (IV) miatt, a szorzas pedig (II) és (III) miatt folytonos K x K —
K fiiggvény lesznek.

3.1.3. Definicié. A K testet nemarkhimédeszinek nevezzik, ha a fenti d(-,-)
metrika szerint teljes metrikus tér.

3.1.4. Lemma ([10, Lemma 1.2]). (i) o: = {a € K: | a |< 1} integritdsi
tartomdny és hanyadosteste K

(ii) m: ={a € K: |a| < 1} az o egyetlen mazimdlis idedlja

11



(iii) o* =o'\ m
(iv) o Bézout-gyird, azaz minden végesen generdlt idedlja féidedl

Bizonyitds. Mivel K test, az (i) allitashoz elég latni, hogy o egységelemes rész-
gytrdje K-nak. Ez valoban igy van, mert a (III) és (IV) feltevések miatt sem az
Osszeadés, sem a szorzas nem vezet ki o-bol. Mésrészt véve egy b € m elemet,
tetszOleges k € K elsall kb™/b™ hanyadosként, ahol n elég nagy ahhoz, hogy
kb™ € o legyen (konkrétan n > log, [k "

(IIT) miatt egy nem nulla a € o elemre |a~!| € o akkor és csak akkor, ha
a ¢ m, tehat (iii) teljesiil.

Ezért ha a # m maximalis ideal o-ban, akkor van a € a \ m elem, viszont a
invertalhato, igy o = (a) < a < o, azaz a nem valodi ideal.

Ha egy b idealt abszolutérték szerint csdkkend sorrendben by, ..., b, elemek
generalnak, akkor b = ob;. O

3.1.5. Definicié. Az o gyiri elemeit o K-beli egészeknek fogjuk hivni, az o/m
testet (valdban test, hiszen m mazimdlis idedl) pedig K maradéktestének.

Ennek az o gytriinek és m idedlnak a létezése jelenti a legnagyobb eltérést a
szokasos analizist6l. Az elmélet joval algebraibb alakot 6lt, hiszen a ,kicsi” ele-
mek idealt alkotnak, mig éppen ellenkezéleg, az (R, +) csoportnak, vagy altala-
nosabban a Lie-csoportoknak nincsenek ,kicsi részcsoportjaik”, azaz az identitas
egy elég kis kornyezete mar nem tartalmaz nem trivialis részcsoportot. (Ez a kri-
térium Hilbert 6todik problémajanak megoldasaban is kulcsszerepet jatszott.)

A nemarkhimédeszi esetben azonban éppen ellenkezéleg kizeli kapcsolat van
a gbmbok és a részcsoportok kozott.

3.1.6. Allitas ([10, Feladat, 3. 0.]). K-ban minden B.(a) gémb a+b alaki ahol
b o-részmodulus K-ban. Specidlisan, o-ban minden B.(a) gomb a+ b alaki ahol
b idedl o-ban.

Bizonyitds. B:(a) = a+ B:(0), és B:(0) = {a € o0: |a| < €} o-modulus, mert egy
o-beli elemmel valé szorzas nem noveli az abszolutértéket, tehat nem vezet ki
B.(0)-bol. O

3.1.7. Kovetkezmény. K természetes topologianak bdzisdt adjik a nemtrividlis
o-részmodulusok eltoltjai.

3.2. Lokalisan analitikus fiiggvények

A sokasdgok bevezetéséhez el6bb a K" tereket kell tanulmanyozni a koordiné-
tankénti maximum-normaval.

El6szor a merev-analitikus hatvanysorokat definialjuk az X,..., X, valto-
zokban, egy V-vel jelolt K-Banach-térbeli értékekkel.

3.2.1. Definicié. Egy o = (a1,...,a,) € N" elemre legyen |a| = >\, o, €s
X =X X,

T

Tekintsiink K"-en egy F(X) = > oy baX® hatvanysort, ahol b, € K. Mi
adhat termeészetes feltételt ahhoz, hogy F(X) a B(e,0) halmazon konvergens
legyen?
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A hatvanysorba x € B(e,0)-t helyettesitve kapott Osszeg pontosan akkor
konvergens, ha Cauchy, azaz ha

lim |ba||z|l*l = 0.
|| =00

|x| < e garantalt, ezért a megfelels feltétel az, hogy

lim by el =
|a]—o0

amelynek teljesiilését ugy jeloljiik, hogy F € Ax(B.). Ekkor Ak (B.) elemeit a
B, gombo6n merev-analitikus fliggvényeknek nevezziik.

3.2.2. Definicié. Egy f: U — V fiigguényt lokdlisan analitikusnak neveziink,
ha minden xo € U pontnak létezik olyan Uy, kornyezete, ahol f(x) = F(x — x¢)
valamely e-ra és F' € Ak (B.) hatvdnysorra.

C-ben az egységkorlapon lokalisan analitikus fiiggvények egyben analitikus
hatvanysorral megadhatok is. Azonban mivel K esetében az egységgdmb teljesen
Osszefiiggéstelen, egy tipikus lokalisan analitikus fliggvény nem merev-analitikus.
Példaul minden lokélisan konstans fiiggvény lokalisan analitikus, de minden lo-
kalisan konstans merev-analitikus fiiggvény konstans.

3.3. Sokasagok

A p-adikus sokasigokat a valos (vagy komplex) analitikus sokasagok mintajara
definidlhatjuk, azzal az eltéréssel, hogy két térkép akkor lesz kompatibilis, ha a
koztiik levs leképezés lokdlisan analitikus. Technikai okokbol célszerd megkove-
telni, hogy a sokasag parakompakt legyen.

3.3.1. Definicié. Egy M = |J;; Ci fedés finomitisa egy M = J
ahol minden j € J-re létezik i € I hogy D; C C;.

s Dj fedés

3.3.2. Definicié. Egy M = (J;.; C; fedés lokdlisan véges, ha minden x € M-
nek van U kornyezete, hogy az U-t metszé C;-k halmaza véges.

3.3.3. Definicio. Egy M topologikus tér parakompakt, ha minden nyilt fedésé-
nek létezik lokdlisan véges nyilt finomitdsa.

3.3.4. Definicio. Legyen M egy parakompakt topologikus tér. M egy térképe
egy M; C M nyilt halmaz egy ¢;: M; — B,;(0) C K< homeomorfizmussal
egyitt (megfeleld r(i) € R és d € N szamokkal).

3.3.5. Definicié. A (¢;, ¢;) pdr kompatibilis, ha ¢; ogbj_lz B,.(jy = By lokid-
lisan analitikus.

3.3.6. Definicio. ((M;, ¢;))ici-t atlasznak nevezzik, ha \J;c; M; = M, és bar-
mely i,5 € I-re (¢;,¢;) kompatibilis.

3.3.7. Definicié. M két atlaszdt kompatibilisnek nevezzik, ha az unidjuk is
atlasz. Tetszioleges A atlaszra legyen A az A-val kompatibilis atlaszok unidja,
amely szintén A-val kompatibilis. Mazimdlisnak nevezzik az A alaki atlaszokat,

mivel A = A.
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3.3.8. Definicidé. (M, A)-t lokdlisan K -analitikus sokasdgnak nevezzik, ha M
parakompakt topologikus tér, és A rajta eqy mazimdlis atlasz.

3.3.9. Definicié. Legyenek M, N lokdlisan K-analitikus sokasdgok. FEkkor
eqy f: M — N leképezést lokdlisan analitikusnak mnevezink, ha minden
(M;, 6:), (Nj, ;) térképre ;o fod; ' lokdlisan K -analitikus.

Két lokalisan K-analitikus sokasag direkt szorzata is lokalisan K-analitikus
sokasag lesz, ha M x N térképeinek ¢; x ¢;-t vessziik M, illetve N maximalis
atlaszabol.

Ezzel mar a p-adikus Lie-csoportokat is definidlhatjuk, amelyek a kdvetkez6
definici6 lokalisan Qp-analitikus csoportjai lesznek.

3.3.10. Definicié. Legyen G egy csoport, amelynek alaphalmaza egy lokdlisan
K-analitikus sokasdg. G-t egy lokdlisan K-analitikus csoportnak nevezzik, ha
a szorzds mint G x G — G mivelet lokdlisan K -analitikus, tovdbbd g — g~*
lokdlisan K -analitikus G — G fiigguény.
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4. fejezet

Nemarkhimédeszi
funkcionalanalizis

4.1. Vektorterek nemarkhimédeszi testek felett

A tovabbiakban sziikségiink lesz a topologikus vektorterek elméletének
nemarkhimédeszi altalanositasanak egy részére, kiilondsen a lokalis konvexités
fogalmara. Legyen V egy K-vektortér.

4.1.1. Definicié. Rdcsnak nevezzik azokat az L <V o-modulusokat, amelyekre
minden v € V vektorhoz taldlhaté a € K* (ekvivalensen a € 0*) hogy av € L.
(Mdsképpen: V/L o-torziomodulus.)

4.1.2. Allitas ( [10, Feladat 1., 5. 0.]). Ha L rdcs, akkor a skaldrszorzds dltal
megadott K ®, L — V legképezés izomorfizmus.

Bizonyitds. A K test az o gytirii hanyadosteste, tehat lapos o-modulus. Igy az
0—>L—->V->V/L
egzakt sorozatbol kapjuk, (felismerve K ®, V = V-t), hogy
0> K®, LV >K®,V/L

egzakt. A racs definicioja szerint V/L o-torzié, mert minden elemnek van L-beli
tobbszordse, tehat az utolséd tag 0, hiszen oszthaté modulus tenzorszorzata egy
torziomodulussal. Igy a leképezés izomorfizmus. O

4.1.3. Allitas ( [10, Feladat 2., 5. o.|). Egy L C W ricsnak egy K -linedris
transzformdcid szerinti dsképe racs.

Bizonyitds. Jelolje ¢ : V. — W a transzformaciot. ¢ K-linearis és o < K,
tehat ¢ egy o-modulushomomorfizmus, tehét L' = ¢~ (L) o-részmodulus, hiszen
részmodulus Gsképe. Masrészt ¢ K-linearitdsa és az el6z6 allitds miatt V =
dTTW) = ¢ HK ®, L) = K®s ¢ (L) = K ®, L. Igy az el6z6 allitas miatt
L' is racs. O

4.1.4. Allitas ( [10, Feladat 3., 5. 0.|). Ha L, L’ CV rdcsok, akkor LNL' CV

1S rdcs.
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Bizonyitds. V két o-részmodulusdnak metszete nyilvan o-részmodulus. Mésrészt
hav € V és av € L, illetve bv € L’ valamely a,b € 0*-ra, akkor abv = b(av) € L
és abv = a(bv) € L'. O

Ez a tulajdonsig latvanyosan nem teljesiil arkhimédeszi esetben, mar a leg-
egyszeriibb V = R esetben sem (lehet pl. L = Z, L' = nZ).

4.1.5. Definicié. Rdcsoknak egy nemires (L;);cs halmaza a T lokalisan kon-
vex topologiat hatdrozza meg a V vektortéren, ha barmely j € J-re és a € K*-
ra létezik k € J hogy Ly, C aLj, és barmely i,j € J-re létezik k € J amelyre
L, C L;NLj, tovabbd T-nek a

{v+LjlveV; jeJ}
halmazok adjak meg a bdzisdt.

Ezek valoban bazist alkotnak, hiszen lefedik a V-t, és a (L) e j-re vonatkozo

A

4.1.6. Allitas ( [10, Feladat, 6. 0.]). Lokdlisan konvex V esetén az dsszeadds
folytonos V- xV x V. =V fiigguény.

Bizonyitds. A folytonossaghoz elég megmutatni, hogy a bazisba tartozé halma-
zok Gsképei nyiltak, azaz a

By ={(a,b) | a,beV, a+becv+ L;} (4.1)

alaka halmazok nyiltak. Ez pedig igaz, mert L; + L; = L;, tehat ha a + b € v,
akkor (a + L;) + (b+ L;) C v+ L;, tehat

Byi= |J (a+Li,b+Ly) (4.2)
a+b=v

ami nyiltak uniéja. O

4.1.7. Allitas ( [10, Feladat, 5. 0.|). Lokdlisan konvex V esetén a skaldrral valo
szorzds folytonos K x V. — V' fligguény.

Bizonyitds. Hasonldéan elég megmutatni, hogy a
{(k,v) |[ke K,veV, kvew+ L;} (4.3)

halmazok nyiltak. Legyen L; olyan, hogy kL; C L;. Ha k = 0, akkor trividlisan
van ilyen, kiilénben pedig k~'-re alkalmazzuk az L-ek csalddjara vonatkozo
mésodik feltételt. Legyen = € o olyan, hogy zw € L;. Utébbi feltétel a racs
definicioja szerint egy z' € K kielégiti, ezt alkalmasan kicsi abszolat értéki
o-beli elemmel szorozva o-beli z-et kapunk. Ekkor k(1 + zo)(v + L;) = w +
wzo+ kL; + k(1 +z0)L; C w+ L; + L, + L; = w+ L;. Ezért a (k,v) pont
(k+z0) x (v+L;) nyilt kornyezete w+ L;-be képzddik, igy az dskép ezen nyiltak
unidja. O

A topologikus vektorterek elméletében korladtosnak nevezziink egy B hal-
mazt, ha az orig6 minden (nyilt) kornyezetét fel lehet nagyitani, hogy B-t tar-
talmazza. Egy lokalisan konvex K-vektortérben az origonal éppen a nyilt racsok
alkotnak lokalis bazist, tehat a kovetkezé nemarkhimédeszi analogiat kapjuk:
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4.1.8. Definicié. Korldtosnak nevezziik azokat a B C V halmazokat, amelyekre
minden L nyilt rics van a € K hogy B C alL.

4.1.9. Allitas. Legyen f: V — W folytonos linedris leképezés lokdlisan konvex
K -vektorterek kozott és B C 'V korldtos halmaz. Ekkor f(B) is korldtos.

Bizonyitds. Legyen M tetszoleges nyilt racs W-ben. Ekkor f~1(M) racs V-ben,
ezért létezik a € K hogy B C af~1(M). Ekkor viszont f(B) C aM. O

4.2. Nemarkhimédeszi Banach-terek

Az R és C feletti Banach-terek elméletével parhuzamosan beszélhetiink
nemarkhimédeszi Banach-terekrél.
Legyen V vektortér a K nemarkhimédeszi test felett.

4.2.1. Definicié. Ebben az esetben félnorma alatt olyan q : V — R fiiggvényt
értink, amelyre

(i) q(av) = |a| - q(v) minden a € K, v € V elemre
(i) q(v+ w) < max(q(v), g(w)) minden v,w € V elemekre
A q-t normdnak nevezziik, ha a 0-n kivil seholsem 0.

4.2.2. Definicié. A V teret (nemarkhimédeszi) normdlt térnek nevezzik, ha
adott ragta egy || - || = ¢(-) norma. Ha tovibbd V az ezdltal indukdlt metrikdval
teljes metrikus tér, akkor (nemarkhimédeszi) Banach-térnek nevezzik.

Egy W normaélt tér e sugart a kézépponta gémbjét jelolje B.(a; W).
4.2.3. Allitas. Minden V nemarkhimédeszi normdlt tér lokdlisan konvez.

Bizonyitds. A B.(0) gomb racs, mert egyrészt o-részmodulus a normara vonat-
kozo els feltétel szerint, masrészt minden v € V-re van a € K™ hogy |lav| < €,
hiszen csak a-t akérmilyen kis normajinak valaszhatjuk. Az (B:(0)).cp+ Técs-
csalad pedig teljesiti a feltételeket ahhoz, hogy lokilisan konvex topologiat ge-
neralhasson V-n. O

4.3. Linearis leképezések

Legyenek V, W lokalisan konvex terek a K nemarkhimédeszi test felett.

4.3.1. Definicidé. Legyen L(V,W) C Homg (V, W) a folytonos linedris leképe-
zések K -vektortere a két tér kizitt.

Ezen a téren t6bb topolodgia is természetesen fog adodni, amelyek a kivetkezd
konstrukciora épiilnek.

4.3.2. Definicié. Ha B C 'V korldtos és M C W rdcs, akkor legyen
L(B,M): ={feL(V,W): f(B) S M}.

Ez egy racs L(V,W)-ben, mert nyilvan o-részmodulus, tovabba mivel f(B)
korlatos, f(B) C aM megfelels a € K*-ra. Ekkor a~!f € L(B, M).
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4.3.3. Definicié. V korldtos részhalmazainak eqy B nemdiires, uniora zdrt hal-
mazrendszerére legyen Lg(V,W) = L(V,W) az (L(B,M))p,m rdcshalmaz dltal
megadott lokdlisan konvex topologidval felruhdzva.

Ha B-t a V véges részhalmazainak valasztjuk, akkor Lz(V, W) = L(V, W)
a leképezések tere a gyenge topoldgidval. Ez a pontonkénti konvergencia topold-
giaja.

Ha B-t a V Osszes korlatos részhalmazainak valasztjuk, akkor Lz(V, W) =
Ly,(V,W) a leképezések tere az erds topoldgidval.

4.3.4. Allitas ([10, Feladat, 13. o.]). Ha V és W normdlt vektorterek K fe-
lett, akkor Ly(V, W) topoldgidjdt az | f|| = supg_s,ey [|f(v)||/|[v]| operdtornorma
hatdrozza meg.

Bizonyitds. Mivel két lokalisan konvex topoldgiat kell 6sszehasonlitanunk, elég
megmutatni, hogy a nyilt racsok ugyanazok.
A Lp(V, W) tér nyilt racsai L(Bs(0; V), B.(0; W)) alaktak, azonban lineari-
tas miatt
E(Bd(o; V)7 BS(O; W)) = ‘C(Bl(ov V)7 Bs/&(o; W))

ami az operatornorma szerinti £/6 sugara 0 kozéppontu gomb, és éppen ezek a
nyilt racsok. O

4.3.5. Definicio. L(V,W)-beli figgvények egy H halmaza ekvifolytonos, ha
birmely M C W rdcsra létezik L C 'V nyilt rdcs amelyre f(L) C M minden
f € H-ra.

4.3.6. Lemma. Ha H ekvifolytonos, akkor korlitos Lg(V,W)-ben bdarmilyen
B-re.

Bizonyitds. Lasd [10, Lemma 7.1]. O

A kovetkezs tétel a funkciondlanalizisbdl ismert Banach—Steinhaus-tétel
megfelelGje. Ez fogja majd garantalni a disztribuicidalgebrakon a szorzas folyto-
nossagat.

4.3.7. Tétel ([10, Proposition 7.2]). Legyen V Banach-tér, és B legyen egy
minden véges halmazt tartalmazo unidra zdrt halmazrendszer V-ben. Ekkor
Lp(V,W) korldtos részhalmazai éppen az ekvifolytonos részhalmazok.

Mivel L,(V,W) &ltalaban nem metrizalhato (s6t, a pontoknak altalaban
nincs megszamlalhato kornyezetbazisuk), sziikségiink van a kovetkezs defini-
cigkra.

4.3.8. Definici6é. Halonak (angolul net) nevezzik az I — X alaki fiiggvénye-
ket, ahol I részbenrendezett halmaz amelyben birmely két elemnek létezik felsé
korldtja.

4.3.9. Definicié. Legyen X topologikus tér. Az (x;)icr hdlé konvergdl x-hez,
ha x minden U kérnyezetéhez létezik j € I hogy x; € U minden i > j-re.

4.3.10. Kovetkezmény. Legyen V' Banach-tér, és legyen (¢;);c; korldtos hdlé
Ls(V,W)-ben, amelyre a (£;(v));cr hdld minden v € V elemre konvergens. Ekkor
(4i(v))ier konvergal Ls(V,W)-ben £(v) = lim;e1 £;(v)-hez.
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4.3.11. Definicié. Legyen V lokdlisan konvex K -vektortér. Egy (x;)icrhdlo
Cauchy, ha minden L nyilt rdcsra létezik j € I hogy v; —xx, € L ha ik > j.

Mivel nyilt racs folytonos Gsképe nyilt racs, ezért Cauchy-halo folytonos képe
Cauchy-halo.

Ezt a definiciot L4(V, W) esetére forditva azt kapjuk, hogy az (¢;);c; ponto-
san akkor Cauchy-halo, ha (¢;(v));e;r minden v € V-re Cauchy-halo.

4.3.12. Definicié. Egy V lokdlisan konvex topologikus vektortér eqy X részhal-
maza teljes, ha minden X -beli értékd Cauchy-hdlonak létezik X -beli hatdrértéke.

4.3.13. Allitas. Ha V és W Banach-tér, akkor L,(V,W) kuvdzi-teljes, azaz
minden zdrt és korldtos részhalmaza teljes.

Bizonyitds. Legyen S C L4(V, V) zéart és korlatos részhalmaz. Legyen (¢;);er S-
ben haladé Cauchy-hélo, amely korlatos mert S korlatos. Ekkor mivel (¢;(v));er
Cauchy-halo és W teljes, létezik a pontonkénti hatarérték, igy teljesiil a 4.3.10
Kovetkezmény feltétele, tehat (4;(v))ier-nek van egy ¢ € Ls(V, W) limesze. S
zéart, tehat £ € S. O

4.4. Dualitas

4.4.1. Definicié. Legyen V' = L(V, K), illetve topologizdlva V! = L(V,K) és
V] = Ly(V, K). Utébbiakat rendre a V gyenge és erds dudlisinak fogjuk nevezni.

Mivel ezek a B-topolégiak specidlis esetei, ezek a dudlis terek lokalisan kon-
vexek.

Ahhoz, hogy a valos és komplex funkcionédlanalizis jol ismert Hahn—Banach
tétele nemarkhimédeszi esetre is altalanosithato legyen, fel kell tenniink K-rol
egy tovabbi feltételt.

4.4.2. Definicié. Egy K nemarkhimédeszi test szférikusan teljes, ha tetszdleges
B1 2By D -2 By, D... zart gémbok metszete nemiires.

4.4.3. Definicié. Egy f: V — W normadlt terek kiozti linedris leképezést (gyen-
ge) kontrakcionak nevezink, ha || f(x)| < ||z

4.4.4. Tétel (Hahn-Banach). Legyen K szférikusan teljes. Legyen (U,| - )
normalt K -vektortér és legyen Uy egy linedris altere. Legyen £y: Uy — K kont-
rakcio. Ekkor {y kiterjed egy ¢: U — K kontrakciovd.

Bizonyitds. Itt nem bizonyitjuk, 1d. [10, Proposition 8.1]. O

A kovetkez6khoz viszont ennél tébbre lesz sziikségiink; fel kell tenniink, hogy
K lokalisan kompakt.

4.4.5. Allitas. Ha K lokdlisan kompakt, akkor szférikusan teljes, tovdbbd o
kompakt.

Bizonyitds. Legyen S a 0 egy kompakt kornyezete, amely tartalmazza a
B.(0; K) gombot. Legyen r € RT. Létezik x € K amire |z| > r/e és a szorzés
folytonos, tehat xB.(0; K) = B.,(0; K) kompakt. Ennek B, (0; K) zart része,
tehat B,.(0; K) is kompakt minden r-re, specidlisan r» = 1-re o is kompakt. Elto-
lassal pedig minden K-belizart gomb kompakt, tehat teljesiil ra Cantor tétele,
igy a szférikus teljesség is. O
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4.4.6. Definicié. Ha V Banach-tér, akkor legyen
Vi={te V||t <1} ={te V" [iu)| <]}
A kovetkez$ lemma a Banach—Alaoglu-tétel nemarkhimédeszi verzidja.

4.4.7. Lemma ([10, Lemma 8.6] ). Tegyiik fel, hogy o kompakt. Ekkor VI
kompakt V-ben.

Bizonyitds a [10, Lemma 8.6] -ban felvdzoltak szerint. Vegyiik a

Ve <y Ho

lvll<1
L= (v L(v))

Ez a leképezés jol definialt, mert V¢ elemei kontrakciok, és valoban injekcio,
hiszen ha ¢ és ¢’ azonosak a ||v| < 1 gémbén, akkor linedrisok lévén mindenhol
azonosak.

Ve egyrészt 6rokol egy altértopologiat V/-t6l és a beagyazason keresztiil
egy masikat [];,<; o-tol. Az el6bbinek az L(v, Bc(k; K)) halmazok adjék egy
elobazisat, ahol v € V, & > 0 és k € K. Ezek éppen a V¢ N F(v, B.(k; K)) hal-
mazok, ahol F(v, B.(k; K)) azokbdl az (absztrakt) fiiggvényekbdl 4ll, amelyek
v-t Bc(k; K)-ba képezik. Az F(v, B.(k; K)) definicié szerint el6béazisa a szor-
zattopologidnak, tehat V7-n a két topologia megegyezik (azaz V¢ beagyazasa a
szorzattérbe topologikus bedgyazds).

Masrészt V@ egy zért altere HHUH <7 0-nak, mert a linearitast kifejez6 axiomak
miatt

vi= N fe [ o f(kv) =kf(v) pn (4.4)
keo,|v]|<1 llvll<1

n () Sre ] o:flety) =rf@)+fw . (4.5)
Il llylI<1 llvll<1

A metszetben szereplé halmazok pedig mind zartak.
Mivel o kompakt, HHUH<1 o Tyihonov tétele szerint kompakt, V¢ pedig ennek
zért altereként szintigy kompakt. O

V' egy torzibmentes o-modulus volt, o-lineéris (o-modulusstruktiraval kom-
patibilis) topologidval; ezek a tulajdonsigok 6roklsdnek a V@ o-részmodulusra.

4.4.8. Definici6. Legyen Ban[% az a kategoria, ahol az objektumok o K -Banach-
terek kategoridja, a morfizmusok pedig a kontrakcidk.

Egy ¢: V — W linearis leképezés megad egy ¢%: W — V¢ leképezést,

amelyre
¢ () = (v = U((v))).

Ez kontrakcid, hiszen mind ¢, mind ¢ az.
Tehat -¢ egy kontravaridns funktort hataroz meg Banf(—b(’)l az o-lineéarisan

Felmeriil a kérdés, hogy van-e ennek a funktornak inverze. Lényegében igen,
a kovetkezd konstrukcioval.
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4.4.9. Definicié. Egy M o-linedrisan topologizdlt kompakt torzidmentes o-
modulusra legyen M® a folytonos, o-linedris M — K -leképezések halmaza, a K
normdja szerinti szuprémumnormdaval. (Mivel M kompakt, minden rajta folyto-
nos fiigguény felveszi a maximumdt.)

Azonban igy minden M?-beli elem normaéja valamely K-beli elem norméja,
tehat |M?|| C |K|. Ez azonban (ellentétben az arkhimédeszi Banach-terekkel)
nem feltétleniil teljesiil minden K-Banach-térre. Elgfordulhat példaul, hogy |K|
megszamlalhato, azonban egy | - | nemarkhimédeszi abszolat értékre | - | is
abszolut érték ahol r > 0 tetszéleges valos, tehat K-n més értékkészletii normét
is megadhatbak. Ez a probléma azonban nem jelentds.

4.4.10. Allitas ([11, Exercise 3]). Legyen V Banach-tér a ||-|| normdval. Ekkor
létezik V-n egy || - || ekvivalens norma amelyre |V’ C | K].

Bizonyitds. Legyen
[l = inf {[k: k € K, [lv]| <[k}
Ekkor

|av| = inf {|k|: k € K, [lav|| < [k|} =inf {|k]: k € K, |jv]| < | k|} =
= inf {Jak|: k € K, [[vl| < [k[} = |al[[v]|" és
lo+w]" = inf {|k]: k € K, [lo+w| <[k} =
= inf {|k]: k € K, max([[o]], [w]) < |k[} = max(][o], [w]]").

Igy || - || is norma. log(|K|) egy nemtrivialis részcsoportja R-nek, igy létezik
egy maximalis d > 0 atmérdji nyilt gomb amely R \ log(|K)-ba irhato. Ekkor
e~ lv||" < |lv|| < |lv|/’, igy a normék valéban ekvivalensek. O

Ha adott egy ¢ : M — N leképezés, akkor létezni fog egy ?: N4 — M?
leképezés amelyre ?(f) = m + f((m)). Mivel a ¢¢(f) fliiggvény értékkeészlete
része az f fiiggvény értékkészletének, 1)? nem csokkenti a szuprémum-normét.

Tehét az tjabb M — M? is egy kontravarians funktor.

Igy a pontosabban megfogalmazott tétel a kovetkezd.

4.4.11. Definicié. Legyen M(o0) az o-linedrisan topologizdlt kompakt torzid-
mentes o-modulusok kategdridja a folytonos modulushomomorfizmusokkal.

4.4.12. Tétel ([10, Proposition 8.7]). AV — V4 és M — M? funktorok egymads
kvdzi-inverzei, igy anti-ekvivalencidat adnak meg egyrészt azon K-Banach-terek
kategoridja, ahol a norma képe része |K|-nak, mdsrészt M(o) kézétt.

Bizonyitds. Lasd [8]. O
Ennek specialis eseteként kapjuk a kovetkezst.

4.4.13. Kévetkezmény. M és M = (M%) izomorfak mint topologikus o-
modulusok. Az izomorfizmust a m — (f — f(m) leképezés adja meg. f — f(m)
valdban kontrakcio, hiszen | f(m)] < max,enr f(n) = || f]-

TNlusztracioként a koévetkezét bizonyitjuk be.
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4.4.14. Definicié. Legyen X tetszdleges halmaz. Ekkor legyen £>°(X) a korldtos
X — K figguények tere Banach-tér a szuprémum-normdval. Tovdbbd legyen
co(X) azon f: X — K fiigguények halmaza amelyekre mindene > 0 -ra |f(z)| <
€ véges sok x kivételével teljesil. Ez is Banach-teret alkot a szupremum-normdval
(hiszen konvergens sorozat korldtos).

4.4.15. Allitas ([11, Exercise 5]). 1) co(X)? = 0¥
2) (%)% = ¢o(X)
Bizonyitds. Az els6 izomorfizmust a

@: co(X)? — o~
L= (x—l(1,))

fiiggvény adja meg, ahol 1, (y) = 1 ha x = y és 0 egyébként. Mivel ¢ kontrak-
cio, [£(1,)| < 1 azaz £(1,) € o. Ez sziirjektiv oX-re, mert az ellenkezd irdnyban
megadhatjuk a 1: g — (f — 3 o f(z)g(z)) linearis leképezést, amely jol de-
finidlt, mert co(X)-beli és £°°(X)-beli sorozat pontonkénti szorzata co(X)-beli,
tehét Gsszegezhetd.

Masrészt ¢ izomorfizmus 1) inverzzel, mert

pop="_L+r (.f = Z f($>£<1w)> =l (f = f(f)) = idco(X)d

rzeX

pop=g— [z [ D L) | | =g~ (&~ g(x)) = idyx
yeX

Ezzel az els6 rész absztrakt (topoldgia nélkiili) verziojat belattuk. Ugyanakkor
 homeomorfizmus is a 4.4.7 Lemma bizonyitasa miatt.
A maésodik részt analog modon bizonyitjuk. Legyen

a: (04 = KX
L= (z—0(1,))

Belatjuk, hogy « valojaban co(X)-be képez. Ellenkezs esetben (a kivalasztasi
axioma alkalmazasaval) létezik végtelen sok kiilonbozs x1, ..., %y, ... € X hogy
|6(1,)] > € > 0. Mivel oX a szorzattopoldgidval van felruhézva, Zivzl 1.,
tart 1x-hez ahol utobbi az {x, },ecn sorozat indikatorfiiggvénye. ¢ folytonossaga

miatt tehat
N

N
N@wmmwn) = Jim ¢ (; 1) = ((1x).
A feltevés miatt a bal oldali sorozat nem lehet Cauchy, tehat konvergens sem;
ellentmondasra jutottunk.

« injektiv, mert az 1, alakd fliggvények generaljdk a véges sok kivétellel
azonosan 0 értéki fiiggvények részmodulusat o™ -ben, amelyet most Uy jel6ljon.
A szorzattopologia definicidja szerint Uy stirti részmodulus, tehét egy rajta ér-
telmezett folytonos K-beli értekeket felvevs fiiggvény legfeljebb egyféleképpen
terjedhet ki egy oX — K fiiggvénnyé.
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Utoljara marad megmutatni, hogy « sziirjektiv. Legyen g € ¢o(X) tetszole-
ges. Legyen £y = f =3 _ f(x)g(x), ami jol definialt mert, mint fent, co(X)-
beli és £>°(X)-beli fiiggvények pontonkénti szorzata Gsszegezhets. Ez folytonos
és o-linedris oX — K fiiggvény, tehéat (o™ )%-beli. Masrészt a(l,) = g, tehat o
minden g € co(X)-et felvesz. Mivel (4] = ||g||, @ Banach-terek kozti izomorfiz-
mus.

O
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5. fejezet

Disztribiici6éalgebrak
csoportokon

5.1. Disztribucidok

Legyen M topologikus tér. Ekkor C'(M, K) az M — K folytonos fiiggvények
tere a szuprémum-normaval.

Legyen D¢(M,V): = C(M,V)’, amelyet az M-en értelmezett disztribuciok
terének fogunk nevezni.

A legegyszertibb disztribuciok a 6, = f — f(x) leképezések valamely x € M
pontra. Ezeket Dirac-disztribiucioknak nevezziik.

D¢(M, K)-n tekinthetnénk az operatornorma altal megadott topologiat is,
azonban nem igy tesziink. Ennek oka az, hogy az a célunk, hogy abban az eset-
ben, ha M a G provéges csoport, akkor a D°(G, K), = C(M, K); egységgombje-
amely a gyenge topologianak felel meg.

Analog modon legyen o[[M]] a C'(M, K); egységgombje, azaz a C(M,K) —

megszoritasaval o[[M]]-re).

5.1.1. Definicié. D°(M, K) jelilje a C(M, K)' vektorteret a legfinomabb olyan
lokdlisan konvex topoldgidval, amely o[[M]]-re megszoritva legaldbb olyan durva,
mint o[[M]] sajdt gyenge topoldgidja. Ezt a korldtos-gyenge topoldgidnak nevez-
ziik, és megjegyezziik, hogy (normdban) korlitos halmazokon a gyenge topoldgi-
dval egyezik meg.

Megjegyezziik, hogy a korlatos-gyenge topologia létezik és legalabb olyan
finom, mint a gyenge topologia, mert a gyenge topologia kielégiti a feltételeket.
A kovetkezd allitast a kompakt téren folytonos fliggvény disztribicié szerinti

5.1.2. Allitas ([10, Theorem 11.3], [9, Corollary 2.2]). Legyen M kompakt to-
pologikus tér, W pedig lokdlisan konvez, Hausdorff K-vektortér, amely tovibbd
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kvazi-teljes, azaz minden korldtos zdrt részhalmaza teljes. Ekkor van egy

C(M,W) — L(D(M,K),W)

f (u - [ fdu>

izomorfizmus, amelyet a Dirac-disztribuciokon valo kiértékelés ad meg.

5.2. Fiiggvények és disztribiiciok kompakt csopor-
tokon

A tovabbiakban sziikségiink lesz a kovetkezd allitasra.

5.2.1. Definicié. M topologikus térre legyen C*°(M,K) a lokdlisan kons-
tans, mds néven sima M — K figgvények tere. Amennyiben M kompakt, ez
a szupremum-normdval Banach-teret alkot.

5.2.2. Lemma. (K tovdbbra is lokdlisan kompakt nemarkhimédeszi test.) Le-
gyen M kompakt topologikus tér. Ekkor C*°(M, K) sird C(M, K)-ban.

Bizonyitds. Legyen f € C(M, K) tetszoleges. Legyen € > 0 valos szam. Mivel
M kompakt, im f is kompakt, ezért lefedhets véges sok Bc(a;) gémbbel. Ha
la;, — aj| < e akkor az (IV) feltevésiink (,ultrametrikus tulajdonsag”) miatt
B.(a;) = B:(aj), az ilyen parok koziil az egyiket hagyjuk el, és a maradék
B.(a;) gbmbok pontosan egyszeresen fogjak lefedni im f-et.
Legyen
fe(z) = a; ha f(x) € B(e, a;).
Mivel f folytonos, f. lokalisan konstans.

Ekkor [|f — fo|| < ¢, ezért az (f1/n)nen sorozat szuprémumnormdaban tart
f-hez. O

5.2.3. Allitas (|10, Proposition 12.1]). Legyen G kompakt topologikus csoport.
Definidlhatjuk o p,v € D¢(G, K) disztribiciok (konvolicio-) szorzatdt, amely a
kovetkezd p x v-vel jeldlt disztribucio.

prv: C(G,K) - K
(xv)(f) = p@— wly = flzy)))

Ez a definicio K-linedris asszociativ miveletet hatdroz meg, tovdbbd a rogzi-
tett elemmel vald jobb- és balszorzds folytonosak D°(G, K) topoldgidjiban.

Ezt az allitast kozvetleniil, funkcionalanalizissel is be lehet bizonyitani, azon-
ban a kovetkezs alfejezetbdl természetesen kovetkezni fog provéges csoportokra.

5.3. Csoportalgebrak

5.3.1. Definicié. Ha R gyiri és G véges csoport, akkor az R|G] csoportalgebra

a G csoport elemeinek R-egyiitthatos formdlis linedris kombindcidibol dll, az
elemenkénti szorzdssal.
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Hasznosabb lesz azonban a kovetkezd, ekvivalens felfogas:

5.3.2. Definicié. Ha R gyiri és G véges csoport, akkor az R|G| csoportalgebra
G — R fiiggvényekbdl dll, a konvolicidval mint szorzdssal, azaz

aff =g+ Z a(h1)B(hz)

h1,h2€G;h1ha=g

S6t, valdéjaban még természetesebb R-beli értékid mértékekként tekinteni a
csoportalgebra elemeire.

Legyen K lokilisan kompakt nemarkhimédeszi test. Legyen G tetszéleges
provéges csoport.

Mivel a provéges csoport a véges faktorainak inverz limesze, kézenfekvs a
csoportalgebrajat is igy definialni.
5.3.3. Definicié. of[G]]: = limo|[G/H] ahol H a G nyilt normdlosztdin fut

végig. o[[G]] természetes topoldgidjat az inverz limesz adja mey.
5.3.4. Allitas. o[[G]] kompakt és torziomentes o-modulus.

Bizonyitds. o[[G]] kompakt, mivel kompakt és Hausdorff topologikus terek in-
verz limesze is kompakt és Hausdorff, és minden o[G/H] kompakt és Hausdorft,
mert a kompakt és Hausdorff o véges hatvanya.

Tegyiik fel, hogy = € o[[G]] torzidelem. Ekkor tetsz6leges H-ra z képe a
kanonikus o[[G]] — o[G/H] leképezés alatt szintén torzideleme o[G/H]|-nak,
tehat 0. Mivel ez minden H-ra igaz, ezért = = 0. O

Még nem magyaraztuk meg, hogy miért egyezik meg az o[[G]] csoportalgebra
az el6z6 fejezet szerint képzett o[[G]]-vel.

El6szor belatjuk a kovetkezd lemmat, ami véges G-re H = {1}-gyel meg is
oldja a kérdést.

5.3.5. Definicié. Legyen C(G,K)? a C(G,K) azon altere, amelyik a H < G
nyilt normdloszté jobbrol vald hatdsdra invaridns, azaz f € C(G, K) pontosan
akkor, ha f(gh) = f(g) minden g € G,h € H pdrra.

5.3.6. Lemma. Legyen G provéges csoport. Barmely H nyilt normdlosztora
Hom=(C(G, K)", K) = o[G/H] mint topologikus o-modulusok.

Bizonyitds. Egyrésztt Hom=(C(G, K)¥,K) = Hom=(C(G/H,K),K) mivel
C(G,K)! ¢s C(G/H, K) kanonikusan izomorf K-Banach-terek (azaz val6jaban
véges dimenzios K-vektorterek).

Hom=(C(G/H, K),K) = C(G/H, K)% definici6 szerint, és a 4.4.15 Allitas
1) részének véges dimenzios specidlis eseteként C(G/H, K)? = o[G/H]. O

Ez megad egy o[G/H| x C(G,K)" — K bilinearis leképezést, amely
>grecym f(9)n(gH) alakd ha p € o|G/H] és f € C(G, K)f.

Részcsoportok egy rendszerét kofinalisnak nevezziik, ha minden az idg min-
den U kornyezete tartalmaz egy részcsoportot a rendszerbdl. A 2. fejezetben
lattuk, hogy provéges csoportban létezik nyilt normalosztoknak cstkkend kofi-
nalis haloja.

5.3.7. Lemma. Legyen (H,)nen G nyit normdlosztdinak csokkend kofind-
lis hdléja. Ekkor egy f € C(G,K) figguény egyenletesen kézelithetd f, €
C(G, K)Hn fiigguényekkel.
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Bizonyitds. Mivel f folytonos, az 5.2.2 Lemma szerint egyenletesen kozelithetd
lokalisan konstans fiiggvényekkel, amelyek csak véges sokféle értéket vesznek fel.
Legyen ¢, ilyen fiiggvény, amelyre ||f — ¢, || — 0.

pm tehdt Uy, ..., U, nyiltzart halmazokra bontja fel G-t, amelyeken kons-
tans.
bézist alkotnak. Mivel G kompakt, mindegyik U; felirhaté bazisnyiltak véges
unidjaként. Igy U; = |Jg;H;j véges uniéval, tehat M:; Hi; egy nyilt normél-
oszté G-ben. Mivel (Hp)nen kofinalis halo a nyilt normalosztok kozott, lesz

H,, <Uo();; Hij, amelyre ¢, valoban jobbinvaridns lesz.
Legyen f, = ¢, a legnagyobb olyan m-re amire n,, < n. O

5.3.8. Allitas. o[[G]] topologikus o-modulusként izomorf LS (C(G, K), K))-val,
azaz a C(G,K) — K kontrakciok halmazdval, ha utébbit a gyenge topoldgidval
latjuk el.

Bizonyitds. Egy u € o[[G]] elem kanonikus o[G/H]-beli képe egyértelmiien fel-
frhat6 > cq/m allg alakban megfelels a!! € o elemekre.

A fenti lemma szerint vegyiink ( n)ne ~ hélot és minden f fiiggvényre egy
fn — [ egyenletes jobbrol H,-invaridns approximéciét. Legyen

fdp=lim > g fu(g
R

geG/H,,

Itt f, alatt implicit médon az f,, G/H,-re val6 eléretolasat értjiik. Az érték
nem fligg f, vélasztasatol, mert ha f, és f! kiilonb6z8 H,,-invarians lokalisan
konstans approximécioi f-nek, akkor f, — f/ 0-hoz tart egyenletesen, igy af" €o
miatt

Vegiil a (H,,)nen halo megvalasztasa sem szamit, mert barmely kettének létezik
kozos finomitasa, amely azonos eredményt ad.

Ezzel (u, f) = [o fdp egy o[[G]] x C(G, K) — K bilinearis leképezés, amely
megad egy pu — (f = [ fdu) o[[G]] = C(G, K)' leképezést. S6t, barmely p-re
(f— fG fdp) egy kontrakcio, mert sup ¢ |f(g)[-nél nagyobb abszolit értéket
a limeszben egyetlen Gsszeg egyetlen tagja sem vehet fel.

Legyen ¢/ € Hom=(C(G,K),K) tetszoleges, megmutatjuk, hogy elsall
Jo fdp alakban.

Minden H nyilt normélosztéra Az 5.3.6 Lemma szerint ¢ megszoritasa
C(G,K)H-ra megad egy o[G/H]-beli elemet, mivel a megszoritasok kompati-
bilisek, ezért az o[G/H]-beli elemek is inverz rendszert alkotnak, tehat ¢-hez
tartozik egy o[[G]]-beli elem. A lemma utani észrevétel miatt ez ugyanaz, mint
eg

o[[G]] inverz limeszbdl szarmazo topologidja a legdurvabb topologia, ami az
o[[G]] — o|G/H] projekciokat folytonossa teszi. Masrészt Hom=(C(G, K), K)
gyenge topologidja a legdurvabb topologia, ami az ¢ — £(f) behelyettesitéseket
folytonosséa teszi minden f € C(G, K)-ra. Belatjuk, hogy ez a két topologia
megegyezik.

Legyen (fn)nen — f a fenti, azaz lokalisan konstans jobb H,-invaridns
egyenletes kozelitése f-nek. Ahhoz, hogy ¢ — £(f) folytonos legyen, elég, hogy
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¢ — U(f,) folytonosak, ugyanis f,, — f egyenletes kozelitése f-nek, tehat
00) = ECFa)l < IS = Full < 1= Full, gy @7 € > £(£,) folytonos fiiggvenyek
Hom=(C(G, K), K)-en egyenletesen tartanak ¢ ~— £(f)-hez, igy hatarértékiik
folytonos.

Az 5.3.6 Lemma miatt az, hogy rdgzitett H-ra minden C(G,K)H-
beli f-re ¢ — {(f) folytonos, ekvivalens azzal, hogy a lemma szerinti
Hom=(C(G, K),K) — C(G/H, K)® folytonos, azaz o[[G]] — o[G/H] folytonos.

“ e,

O

Mivel minden K-Banach-térben az egységgomb racsot alkot, igaz a kovetke-
76, amely D°(G, K) alternativ definici6ja is lehetne.

5.3.9. Kévetkezmény. D°(G,K) = K ®, o[[G]] a természetes topoldgidval.

Itt a tenzorszorzat természetes topologidja magyarazatra szorul. Ha egy gyti-
rii felett a gytiri hanyadostestével tenzorszorzunk, akkor a szorzat minden eleme
elemi tenzor lesz, igy jelen esetben kapunk egy ¢: K x o[[G]] = K ®,0][[G]] leké-
pezést, amelyrol szeretnénk, hogy folytonos legyen, ha az értelmezési tartomé-
nyéra a szorzattopologiat tessziik. Ekkor K ®, o[[G]] természetes a topologidja
alatt a legfinomabb olyan topologiat értjiik, amely a ¢ leképezést folytonossa
teszi, azaz a nyilt halmazok pontosan a nyilt halmazok ¢ szerinti képei lesznek.

5.3.10. Allitas ([10, Proposition 12.1]). D°(G, K) olyan K -algebra, amelyben
a balrél és a jobbrol szorzds is folytonos.

Bizonyitds. Az o[[G]] gytrtt ado inverz limesz konstrukcié garantélja, hogy a
limeszgytriin folytonosak legyenek a miiveletek. Legyen o € D¢(G, K) = qu,
ahol ¢ € K, p € 0[[G]], rogzitett. Legyen r € K tetszéleges, jelolje ro[[G]]
az o[[G]] (mint halmaz) r-szeresét. A pu-vel jobbrol (balrol) vald szorzéas egy
folytonos ro[[G]] — 70[[G]] leképezés és a g-val valo (skalar)szorzas is folytonos,
ezért az o = qu-vel valé jobbroél (balrél) valo szorzés is folytonos.

Ezért az a-val val6 szorzés az egész D(G, K) = |J, ¢k 70[[G]] téren folyto-

nos.
O

5.4. Z, disztribucidalgebraja

A legegyszertibb csoport, amit p-adikusnak nevezhetiink, a p-adikus egészek
(Zp,+) additiv csoportja. Ennek a példajat fogjuk részletesebben megvizsgalni.
Azonban, hogy a tébbi jeloléssel 6sszhangban maradjunk, Z,-t multiplikativan
fogjuk firni.

Z, provéges, sGt, pro-p csoport, tehat a fenti csoportalgebras konstrukcié
mkodni fog. K tovabbra is lokalisan kompakt nemarkhimédeszi test lesz.

Elgszor meghatarozzuk az o[[Z,]] Iwasawa-algebra szerkezetét. Ehhez a
Z, — K folytonos fliggvények ismerete lesz sziikséges. Ez alapvetSen komp-
lex egységkoron folytonos fliggvényekkel (és igy a Fourier-sorok elméletével) fog
rokonsagot mutatni. Z,, mint kompakt topologikus csoport all parban a komplex
egységkorrel.

Tekintsiik a A: C(Z,, K) — C(Zp, K), A(f) =z — f(z+1) — f(z) ope-
ratort. Megjegyezziik, hogy (i) rogzitett k-ra minden O karakterisztikaju test
felett egy polinom az x valtozoban.
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5.4.1. Lemma. 1. A(i) = (kfl)
2 (A7) (0) = b

Bizonyitds. Ha x € Z akkor (””;gl) — () = (,”,) kombinatorikai tétel, tehat a

két oldal mint polinom megegyezik.
Ezt n-szer ismételten alkalmazva (A” (i)) = (kfn), és (kﬁn) =han—-k=0
és 0 egyébként. O

Ha z € Z, akkor (i) € Z, ezt az o-n vett topoldgia szerinti lezartakra kiter-
jesztve ha x € o, akkor () € 0. Mivel (’Iz) =1, ezért

k
v =S * =1
K)| " een \k)| T

Newton egyik jol ismert azonossaga szerint minden p polinomra igaz, hogy

p) =3 (})a* .

k=0

Ezt Mahler a kovetkez6 modon terjesztette ki.

5.4.2. Tétel ([7]). Legyen f € C(Z,, K) tetszdleges. Ekkor

lim AF(f)(0) =0 és

k—o0

oo

TR WINGIO!

k=0

Az ellenkez$ irdnyban pedig lathatjuk, hogy tetszéleges (bx)ren € co(N)

sorozatra értelmes az -
x
=)
k=0

fiiggvény, és AR(£)(0) = by.
5.4.3. Allitas. | f|| = supgen |A*(£)(0)]

Bizonyitds.

151 =supl () A0 = sup [A4(H)(O)

A jobboldal éppen a |A¥(f)(0)| sorozat norméja co(N)-ben.
5.4.4. Kovetkezmény. Az
fer (k= AM(f)(0)
fliggvény Banach-tér-izomorfizmus C(Z,, K) és co(N) kozott.
Ezt dualizalva kapjuk, hogy
5.4.5. Allitas. D¢(Z,,K) = C(Z,, K)' = co(N)' = ¢>(N).
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Azaz egy p € D°(Z,, K) disztribuciot
n = f — ZakAkf(O) = Zaka
k=0 k=0

alakban irhatunk le, ahol (ai)ren € €>°(N).
5.4.6. Allitas. T, « Tj, = Ty
Bizonyitds. Legyen f € C(G,K), f(z) = > ;2 bi(?). A konvolici6 definicidja

szerint

T+ Ti(f) = Ta(z = Ti(y = flz +y)))
Su)] Sl
T, (y > i bitk <?j) )) = btk = Tngi(f)-

Ti(z = f(z+y)) =

5.4.7. Kovetkezmény. Legyen T =Ty, ekkor T,, =T".

gy o[[Z,]] izomorf a of[T]] egész egyiitthatés hatvanysor-gytiriivel, és
D(Z,, K) izomorf a K[[Z,]] = K ®, o[[T]] korlatos egyiitthat6s hatvanysor-
gytrdvel.

Mivel a jelolések megtévesztGek lehetnek, megemlitjiik a kdvetkezs tartal-
mazasi viszonyokat.

ol[T]] = ol[Zp]] ¢ K[Zp]] < K[[TT).
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6. fejezet

Folytonos reprezentaciok

6.1. Reprezentacidok és modulusok

Legyen K tovabbra is lokalisan kompakt, G pedig topologikus csoport.

6.1.1. Definicié. G K-feletti Banach-tér reprezentdcidja alatt formdlisan egy
olyan (V, ) pdrt értink, ahol V egy K-Banach-tér, = pedig eqgy G xV — V foly-
tonos csoporthatds, amelyre v — 7(g,v) linedris. Ahol ez nem okoz problémidt,
ott a reprezentdcidt is V -vel jeldljik, w(g,v)-t pedig gv-vel.

6.1.2. Definicié. Legyen Bang(K) a G K-Banach-terek feletti reprezentdci-
oinak kategoridja, a folytonos K-linedris és G-ekvivaridns fliggvényekkel mint
morfizmusokkal.

6.1.3. Lemma. Legyen G provéges, p € D°(G, K). Megadhato (pn)nen sorozat
ami u-héz tart, és Dirac-disztribiucidok véges kombindcioibol dall.

Bizonyitis. D°(G,K) = K ®, o[[G]] miatt elég u € o[[G]]-re bizonyitani, és
ebben az esetben a gyenge topologia szerint kell u-hdz konvergalni. Legyen
H nyilt normaloszt6 G-ben. Ekkor p o[G/H]-beli képe felirhaté >° o ally
alakban. Legyen (H,),en nyilt normalosztok kofinalis sorozata. Legyen p,, =
deg/H af” 05 ahol g G/H-nak tetszdleges reprezentansa. Ekkor p és p1,, meg-
egyezik a H,-jobbinvarians fiiggvényeken.

Az 5.3.7 Lemma, szerint minden f € C(G, K) fiiggvényre létezik f, — f
egyenletes H,-jobbinvaridns approximaécio, ezt fogjuk hasznélni.

(= ) (N < (= pn) (F = Fo)l + 1= pn) (fn) | =

ahol az els6 tag legfeljebb ||f — fnll, mert |p — pn|| < 1, és az utolsé tag 0 a
fentiek miatt. Ezért [(u — un)(f)| < |If — full = 0 miatt p, — p pontonként,
azaz a gyenge topolégiaban. O

6.1.4. Allitas ([10, Proposition 17.1]). Legyen G provéges csoport, V
eqy Banach-tér-reprezentdicio. Ekkor G hatisa V-n kiterjed egy D¢(G, K)-
modulusstruktirdvd V -n, ahol a hatds kiilon-kilén mindkét vdltozéban folytonos.
(Ezt a modulust tovdbbra is V -vel fogjuk jelélni.)
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Bizonyitds a [10] 34. oldaldin felvdzoltak szerint. A 4.3.13 Kovetkezmény sze-
rint alkalmazhatjuk az 5.1.2 Allitast a W = L;(V, V) esetben, igy kapunk egy

I: C(G,V) = L(D°(G,K),V)

folytonos leképezést.

we D(G,K) ésv e V-relegyen pxv=1(g+— gv)(p).

Ez olyan értelemben terjeszti ki az eredeti hatést, hogy &y, x v = I(g —
gv)(dg4y) = gov az I konstrukcidja szerint.

1 * v az elsé valtozojaban I definicidja szerint folytonos. Meg kell mutatni,
hogy v-ben is folytonos. Ennek 1épései a kovetkezsk.

1. 4 * v = gv ami v-ben folytonos minden g € G-re.
2. p*v v-ben folytonos, ha p Dirac-disztribiciok véges linearis kombinacioja

3. A fenti lemma szerint p; — p sorozatot véve mindegyik pu; * v folytonos
v-ben.

4. Banach—Steinhaus-tételt alkalmazva a pu; * v folytonos linearis leképezések
pontonként konvergens sorozatara kapjuk, hogy p * v is folytonos v-ben.
Vegiil v« (uxv) = (v*u)(v) bizonyitasa sziikséges, ez ugyantugy igaz Dirac-
disztribuciok véges linearis kombinaciojara, és onnan az egész D¢(G, K )-ra
kiterjed a fenti modon.

O

6.1.5. Allitas ([10, Proposition 17.1]). Legyenek V,W K-Banach-tér repre-
zentdcioi a G provéges csoportnak, ¢: V. — W pedig eqy folytonos, linedris,
G-ekvivaridns leképezés. Ekkor ¢ egy D°(G, K)-modulushomomorfizmus.

Bizonyitds. ¢ additiv fliggveény, tehat csak a ¢(p * u) = p* ¢(v) feltételt kell
ellengrizniink. A G-ekvivariancia miatt

P(6g xu) = ¢(gu) = gp(u) = oy * ¢

teljesiil, és ¢ lineéris, ezért a feltétel Dirac-disztribucidk véges K-linearis kombi-
nécioira igaz. Tovabba ¢ folytonos, ezért ilyenek limeszére, azaz tetszéleges p-re
is igaz a feltétel. O

Az el6bbi eredmények megforditasa is igaz.

6.1.6. Allitas. Legyen V K-Banach-tér és egyben D(G,K)-modulus kiilon-
kilon folytonos hatdssal. Ekkor V' egy K-Banach reprezenticio. Egy ¢: V — W
modulushomomorfizmus K -linedris és G-ekvivaridns.

Bizonyitds. Legyen m(g,v) = d, % v. A ra vonatkozo feltételek specidlis esetei a
x miiveletre vonatkozo feltételeknek.
¢ ugyanigy K-linearis és G-ekvivarians. O

Nem igaz viszont, hogy az altalanos modulushomomorfizmusok folytonosak
lennének, példaul trividlis G-hatés esetén egy &altalanos linearis leképezés nem
lesz folytonos. A fenti két allitds azonban mutatja, hogy
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6.1.7. Tétel. Bang(K) ekvivalens D°(G, K) — Mod egy teljes részkategoridjd-
val.

Ezért innent6l amikor reprezentaciok homomorfizmusairél beszéliink, akkor
D¢(@G, K)-modulushomomorfizmusokat értiink, amelyek igy automatikusan foly-
tonosak. Ennek megfelel6en a részreprezentacidkat zartnak, a faktorokat zart
részreprezentacio szerinti faktornak értjiik.

6.2. Dualitas

Ebben az alfejezetben feltessziik, hogy K 0 karakterisztikaju lokédlisan kompakt
test. Ekkor Q < K és 0Q = K.

6.2.1. Allitas. Legyen V € Bang(K). Ekkor V] € Bang(K) az operdtornor-
mdval és a

T GxV =V
7'(g,0) = v L(m(g 1, v))

Bizonyitds. Emlékeztetiink, hogy V;/ K-Banach-tér az operatornormaval.
A megadott hatas valoban csoporthatés, mivel

g(h(€)) = g (v Um(h™1,0))) = w s L (B, w9~ w))) =
=w (r(h g™ w)) = w s L(x((gh) ™t w)) = (gh)(£).

7’ folytonos, mert g — g~ ', m, és az f-be valé behelyettesités mind folyto-

nosak. 7’ mésodik valtozéjaban linearis, mert a behelyettesités linearis. O

Megjegyezziik tovabba, hogy tetsz6leges g € G-re g(¢) a g(v) helyen kiérté-
kelve az ¢(v) értéket veszi fel.

Emlékeztetiink, hogy V¥ a V/ egységgdmbje az operatornorma szerint, ami
kompakt, linearisan topologizalt o-modulus.

Az a stratégiank, hogy a V — V< Ban(K) — M(o) funktort (sét, katego-
ridk antiekvivalencidjat) Bang (K )-ra megfelelGen értelmezve egy Bang (K )-val
antiekvivalens C kategoériat kapjunk.

Ez a kovetkezs esetben egyszeriien lehetséges.

6.2.2. Definici6é. Legyen G topologikus csoport. V. € Bang(K) unitér, ha
llgv]l = ||v|| minden g € G-re és v € V-re. Az unitér reprezentdcick katego-
ridjit uBang (K)-val jeléljiik.

6.2.3. Definicié. M(o[[G]]) jeldlje azon topologikus o[|G]] modulusok kategdri-
ajat, amelyek kompaktak és o-torziomentesek.

6.2.4. Allitas. Legyen V € uBang(K).
Ekkor V¢ €  M(o[[G]]), azaz kompakt, linedrisan topologizdlt o-
modulusstruktirdja kiterjed egy (topologikus) o[|G]]-modulusstruktirdra.
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Bizonyitds. V; egy D°(G, K )-modulus, tehat a o[[G]] < D¢(G, K) tartalmaza-
son keresztiil egy of[G]]-modulus is. Azt kell tehdt megmutatni, hogy V¢ C V}/
o[[G]] hatéasara zart.

Legyen g € G, ¢ € V/. Ekkor g({) = v — £(g7 ), és [t(¢g )| <
Illlg~ vl < ||€]||lv]| tehat g kontrakeioként hat Vy/-n.

Ezért Dirac-disztribuiciok o-beli egyiitthatds linearis kombinéciéi is kontrak-
ciok. Tovabba minden u € o[[G]] ilyen kombinaciok pontonkénti limesze, tehat
¢ — p £ is kontrakcié V;/-n. Ezért specidlisan V-t magaba képezi. O

Emlékeztetiink ra, hogy M € M(o)-ra M%vel jeldltiik a folytonos M —
K o-linearis leképezések Banach-terét a szuprémum-norméval. Ha M tovabba
M (0[[G]])-beli, akkor M?-n megadunk egy unitér K-Banach-reprezentaciot.

6.2.5. Definicié. Legyen M € M(o[[G]]). Ekkor M¢ € uBang(K) a kivetkezd
D(G, K)-hatdssal: g € G-re és ¢ € M%-re legyen g(q) = m +— q(g~'m)

A V7 esettel teljesen analég médon kell kiszamolni, hogy ez valdéban repre-
zentaciot ad meg, és ugyantgy kiterjed D¢(G, K)-modulusstrukturava. A 6.2.4
Allitassal azonos médon lesz ez is unitér reprezentacio.

Legyen V € uBang(K). Ekkor V = (V4)4 mint K Banach-tér [8] szerint.

6.2.6. Allitas. V = (V) mint K-Banach-reprezenticié. Sét, a V s (V)4
funktor természetesen izomorf az IduBanS(K) funktorral.
G

Bizonyitds. A szokasos modon a Ve-beli funkcionalok v € V-n vett kiértékelése
megad egy folytonos V' — (V)¢ bedgyazast. A [8] Tétel szerint ez izomorfizmus
lesz, ezért nekiink elég megmutatni, hogy a

L: VI K (6.1)
e lv) (weV) (6.2)
(6.3)

alaku elemek terén G hatasa megegyezik a V-n vett hatasaval. Ezzel a [8]

altal megadott (V' varidlasaval természetes modon valtozo) izomorfizmusok

G-ekvivaridnsak lesznek. Ezért V + (V4)¢ természetesen izomorfizmusa a

IdyBan(k)< funktorral az Id,gan, (k)< kategoridban is természetes izomorfizmus.
A definicidkat beirva

9(1) = £ (g™ (D) =
— £ 1, (w > Lgw)) = £ > U(gv) =

= lgv

Ugyanezt a szamitast (M?)%-re elvégezve kapjuk, hogy

6.2.7. Allitas. M = (M%) mint K-Banach-reprezentdcio. S6t, a M +— (M®)?
funktor természetesen izomorf az Id, (g funktorral.

Az utobbi két allitasunk egylitt bizonyitja a kovetkezst.

6.2.8. Tétel. Legyen G provéges. Ekkor uBané(K) aV — V¢ funktoron ke-
resztul antiekvivalens M(o[[G]])-vel.
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6.3. Lokalizilas

Legyen ebben az alfejezetben K a Q, test véges bévitése. Ekkor Q < Q, és || Q||
torlodik a 0-hoz.

Ezért barmely uBang(K)-beli morfizmus megfelel6 racionélis szamszorosa
méar uBané(K )-morfizmus. Igy amennyiben szeretnénk visszanyerni az egész
uBané(K ) kategoriat, ugy lokalizalhatunk Q szerint ahogyan [10] teszi. Ez egy
altalanos kategoriaelméleti konstrukcié, amelynek lényege, hogy a Z elemeivel
val6 szorzés dltal megadott morfizmusoknak formalis inverzeket adunk.

Ebben a dolgozatban azonban egy kevésbé altalanos, de kénnyebben leirha-
t6 modszert hasznalunk, amely a lokalizalassal ekvivalens kategoriat fog adni.
A nevet az adja, hogy &altalaban lokalizdlasnak nevezziik egy R gytiri feletti
modulusainak R egy lokalizaltjaval val6é tenzorszorzasét.

Legyen C o[[G]] — Mod-nak egy teljes részkategoridja. Definidljuk Cgo-t a
kévetkezképpen. Legyenek a Cg g objektumai a valamely M € C-re M ®Q alakt
0[[G]]-modulusok. Legyenek tovabba Cgo morfizmusai az r¢ alakt morfizmusok
ahol ¢ egy C-beli morfizmus és r € Q.

Konnyen lathato, hogy ez a konstrukcié ekvivalens kategoéridkat ekvivalens
kategoridkba visz, illetve hogy a fenti gondolatmenet szerint uBané(K Jeg =
uBang (K).

A Q szerinti lokalizalassal éppen csak annyi informaciét veszitiink, amennyit
a Q szerinti tenzorszorzassal; ha az vizsgalt modulusok Z-torziémentesek, akkor
lényegében nem veszitiink informéaciét. Ez torténik a kdvetkezd esetben is.

A 6.2.8 Tételben szerepls kategoridkat lokalizdlva Q szerint a kovetkezét
kapjuk.

6.3.1. Tétel. Legyen G provéges. Ekkor uBang(K) a V +— V¢ ® Q funktoron
keresztiil antiekvivalens M(o[[G]])eq-val.

6.4. Provéges csoportok reprezentacioi

Felmeriil a kérdés, hogy az unitér G-reprezentaciok leirdsaval milyen mértékben
irtunk le minden reprezentéciot. A vélasz, hogy G provéges, akkor a norma —de
nem a topolégia— megvaltoztatdsdnak erejéig minden reprezentéciét leirtunk.

6.4.1. Allitas ([10, Remark 18.2]). Legyen G kompakt csoport, V € Bang(K).
Ekkor létezik G-invaridns norma V-n, amely az eredetivel azonos topoldgidt ha-
taroz meg.

[10, Remark 18.2], azonos bizonyitdssal. Legyen L C V a V Banach-tér nyilt
egységgombje ami nyilt és korlatos racs. Mivel a m: G x V' — V hatés folytonos,
V 6sképe nyilt, tehat tartalmaz egy H X Lo nyilt halmazt ahol H nyilt részcso-
port és Lo < L racs. Ekkor Li: = [, oy hL tartalmazza Lo-t, tehat szintén
nyilt (és H-invarians) racs. Tovabba g € G-re gL, nyilt, mert a nyilt L; Gsképe
a folytonos g~! fiiggvény szerint).

Most legyen
LQZ = ﬂ ng = m ng
g€eG geG/H
Ez mér G invaridns lesz. Tovabba mivel G kompakt és kompakt topologikus
csoport nyilt részcsoportja véges indexti, Ly nyilt racsok véges metszete, ami
szintén nyilt racs.
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Legyen ||v||¢ = inf{|x| | zv € L2}. Mivel Ly G invarians, ez a norma is az.
Mivel Ly egyrészt L-ben van, mésrészt a 0 nyilt kérnyezete, tartalmaz nyilt r > 0
sugart gombot, ezért ||v|| < [[v|lg < 771||v|| és a két norma ekvivalens. O

6.4.2. Allitas. uBang(K) ekvivalens a Bang(K) kategdridval.

Bizonyitds. Az 1: uBang(K) — Bang(K) funktor a természetes bedgyazas. A
masik iranyba a u: Bang(K) — uBang(K) funktort a fent megadott konstruk-
cioval értelmezziik.

Az 1 ou funktor természetesen izomorf az Idpay (k) funktorral. Ennek bi-
zonyitasa: minden V-re vehetjiikk azt a V' — «(u(V)) K-linearis, G-ekvivaridns
homeomorfizmust (tehat Bang (K )-izomorfizmust), amely a pontokat helyben
hagyja.

Ugyanezt, a pontokat helybenhagy6 izomorfizmust kell venni az uo: esetében.

O

A kategoriak (anti-)ekvivalencidja tranzitiv, tehat a kovetkezd tételt kaptuk.

6.4.3. Tétel ([10, Theorem 17.4|). Legyen G provéges. Ekkor Bang(K) a V —
Ve ® Q funktoron keresztiil antiekvivalens M (o[[G]])go-val.

Vegyiik észre, hogy V4®Q egy Qo[[G]] = K®,0[[G]] = K[[G]] = D*(G, K)-
modulus.

6.5. o[[G]] feletti modulusok

Ebben az alfejezetben legyen K a Q, véges bévitése, G pedig kompakt és loka-
lisan K -analitikus csoport. Ekkor G provéges csoport is egyben.
Ekkor Lazard tétele a kdvetkez6t mondja.

6.5.1. Tétel ([5]). o[[G]] és D°(G, K) Noether-gyirik.

6.5.2. Definici6. A végesen generdlt o-torziomentes o[[G]]-balmodulusok kate-

goriajat jeloljik o[[G]] — Mod?gftf—vel.

6.5.3. Allitas. Az o[[G]] — Mod‘f’g_tf ekvivalens a M(0[[G]]) végesen generdlt

s e s

Ezt a kovetkez6 allitasok bizonyitjak.

6.5.4. Allitas ([10, Lemma 19.31)]). Egy végesen generdlt M o[[G]]-modulusnak
létezik egy egyértelmd Hausdorff-topoldgidja amivel az o[[G]] x M — M hatds

P

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy adott egy ilyen topologia M-en. Legyenek
my,...,me az M egy generdtorrendszere. Ekkor létezik egy 7: o[[G]]® — M
homomorfizmus ami az (r1,...,7.) elemet a Zle r;m; elembe viszi. A szorzas
és az Osszeadas folytonossaga miatt 7 leképezés folytonos ha o[[G]|¢-re a szorzat-
topologiat tessziik. m tovabba faktorleképezés. o[[G]] kompaktsaga miatt o[[G]]®
is kompakt. Elemi topologiai tény, hogy egy X kompakt térbél az Y térbe ve-
zet$ folytonos faktorleképezés pontosan akkor zart, ha Y Hausdorff. Ezért M
pontosan akkor teljesiti a feltételeket, ha f zart és folytonos. Ez pedig azt jelen-
ti, hogy M zart halmazai pontosan az o[[G]]® zart halmazainak 7 alatti képei.
Tehat M topologidja pontosan a 7 altal megadott faktortopologia. O
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6.5.5. Kovetkezmény. M kompakt és o-linedrisan topologizdalt a kanonikus
topoldgidja szerint.

Bizonyitds. M kompakt, mert az o[[G]]® kompakt halmaz folytonos képe. Az,
hogy o-lineédrisan topologizalt, specialis esete annak, hogy az o[[G]]-hatas foly-
tonos.

6.5.6. Allitas ([10, Lemma 19.3 ii)]). Egy M o[[G]]-modulus minden részmo-
dulusa zdrt (a kanonikus topoldgidban,).

Bizonyitds. Legyen N < M a részmodulus. Mivel o[[G]] (jobb- és bal-)Noether-
gytird, ezért N is végesen generalt, tehat o[[G]] egy (kompakt) hatvanyanak
képe, tehat kompakt, tehat —mivel M Hausdorfl— zart is. O

6.5.7. Allitas ([10, Lemma 19.3 iii)]). Ha M,N wvégesen generdlt o[[G]]-
modulusok, akkor minden ¢: M — N modulushomomorfizmus folytonos a ka-
nonikus topologia szerint.

Bizonyitds. A 6.5.4 Allitas szerint M-be létezik egy folytonos és zéart 7w fak-
torleképezés o[[G]]°-bdl. Legyen ¢ = ¢ o m. A kovetkezd kommutativ diagram
szemlélteti a helyzetet.

ol[c)
FN

M ——— N

Legyenek aq,...,a. az o[[G]]¢ figgetlen generatorai. Ekkor ¢(>°, ra;) =
>, mi¢(a;) ami folytonos, mert az of[G]] elemeivel val6 szorzas folytonos N to-
pologiaja szerint.

Azt kell belatnunk, hogy ha S C N zart, akkor o ~1(S) zart. Mivel 7 zart
és folytonos leképezés, ezért ez ekvivalens azzal, hogy 7~ 1(p=1(S)) = ¢~1(S)
zart. Ez pedig éppen azt jelenti, hogy ¢ folytonos. O

Ez a harom allitas egyiitt a kovetkezst bizonyitja.

6.5.8. Allitas. A kanonikus topoldgidval vald felruhdzds (mint funktor) tel-
jes részkategoriaként bedgyazza o[[G]] — Mod?gftf—t az M(0[|G]]) kategoridba. A
bedgyazds képét, tehdt a kanonikus topoldgidval felruhdzott végesen generdlt o-
torzidmentes o[[G]]-modulusokat jelélie M(o[[G]])8.

6.5.9. Allitas.
M(O[[G]])fSQ = K[[G]] — Modgg

Bizonyitds. A M(o[[G]])gQ — K[[G]] — Mody, funktort az objektumok K[[G]]-
modulusként, illetve a morfizmusok K[[G]]-morfizmusként val6 értelmezése adja
meg.

Masrészt minden M KJ[G]]-modulust &atirhatunk My x Q alakba, ahol
My = (ma,...,me)o[q) az M KI[G]] feletti generédtorai altal o[[G]] felett ge-
neralt részmodulus. Egy ¢: M — N K|[[G]]-homomorfizmust pedig atirhatunk
ro = p ® r alakba, ahol ¢ My-t Nyp-ba viszi és r € Q. O
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6.6. Megengedhet6 Banach-tér-reprezentaciok

6.6.1. Definici6. Megengedhetének mnevezzik azokat a V K-Banach-
reprezentdcickat, amelyekre V¢ @ Q végesen generdlt K|[[G]]-modulus. Ezeknek
a modulusoknak a teljes részkategordjit Bang (K)-ban jelélje Bang (K).

AV ViR Q aBang(K) teljes részkategoridra megszoritva is antiekviva-
lencia.

6.6.2. Tétel ([10, Theorem 19.3]). Legyen G lokdlisan K -analitikus csoport. A
V= V4®@Q funktor antiekvivalencidt hatdroz meg Bang (K) és K[[G]] — Modyg
kozott.

Utobbi kategoria a.n. Abel-kategoria, amelynek tobb kévetkezménye is van,
ezek koziil explicit kiemeljiik a legfontosabbakat.

6.6.3. Kovetkezmény. Egy V megengedhetd Banach-tér-reprezentdcio minden
W részreprezenticidja (azaz K|[[G]]-részmodulusa) is megengedhetd.

Bizonyitis. A W — V injekciénak (monomorfizmusnak) megfelel egy V¢ @
Q — W ®Q sziirjekci6 (epimorfizmus). Végesen generalt modulus képe mindig
végesen generélt, ezért W € Bang, (K). O

6.6.4. Kovetkezmény. Egy V megengedhetd Banach-tér-reprezentdcio minden
W faktorreprezenticidja (azaz K|[[G]]-részmodulusa) is megengedhetd.

6.6.5. Kovetkezmény. A V — W szirjekcionak (epimorfizmusnak) megfelel
egy W2 Q — V?® Q injekcié (monomorfizmus). V¢ @ Q, mint Noether-
gyiri felett végesen generdlt modulus részmodulusa végesen generdlt, ezért W &
Bang (K).

6.6.6. Kovetkezmény. Fgy V megengedhetd K-Banach-tér-reprezentdcio ak-
kor és csak akkor irreducibilis, ha V¢ ® Q egyszerd K[[G]]-modulus.

Bizonyitds. Definici6 szerint egy reprezentacié akkor irreducibilis, ha nincs nem-
trivialis valodi részreprezentacioja (azaz K[[G]]-részmodulusa).Ekvivalensen,
V9 ®Q-nek nincs nemtrivialis valodi faktora, azaz V?®Q egyszert modulus. [

6.6.7. Definici6é. Egy G lokdlisan Q,-analitikus csoportot eqy V reprezentdci-
djat akkor nevezzik megengedhetdnek, ha G minden (ekvivalensen: valamelyik)
kompakt (tehdt provéges) Go részcsoportidra megszoritva G megengedhetd rep-
rezentdcio.

Legyen most k = o/m a K maradékteste.

6.6.8. Definicié. Egy V € Bang(K) reprezentdcidt rezidualisan véges hosszu-
nak neveziink, ha létezik olyan © korldatos nyilt G-invaridns rdcs, hogy © ®, k
véges hosszi k[[G]]-modulus.

6.6.9. Példa. Minden K felett véges dimenzids V rezidudlisan véges hosszi,
mert © ®, k véges dimenzids k felett.
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6.7. Z, megengedhetd reprezenticioi

Ebben a fejezetben megadjuk Z, megengedhet§ reprezentaciéit. Ezen a példan
is latszani fog, hogy a megengedhet$ reprezentaciok kategéridja nem semmit-
mondé, de még kezelhetd méret.

A 6.6.6 Kovetkezmény miatt az egyszert K|[[Z,]]-modulusokat szeretnénk
klasszifikdlni, amelyek K[[Z,]]/M faktoroknak felelnek meg, ahol M maximalis
ideal K|[[Zp)]-ben.

Weierstrass el6készitési tételének p-adikus valtozata a kovetkezd.

6.7.1. Allitas. o[[T]] minden eleme felirhaté 75u(T)p(T) alakban, ahol 7 az o
mazimdlis idedljdt generdlja, k > 0, u(T) € o[[T]]* és p(T) kitlintetett polinom,
azaz 1 a féegyiitthatdja, az dsszes tdbbi pedig mw-vel oszthatd.

K[|G]-ben viszont mar = is egység. Innen kapjuk, hogy

6.7.2. Allitas. K[[Z,]] mazimadlis idedljai (p(T)) alakiak ahol p(T) irreducibilis
kitiintetett polinom.

6.7.3. Kovetkezmény. Z, irreducibilis megengedhetd reprezentdicioi V =
(o[[T)]/p(T))* = Hom(o[[T]]/p(T), K) alakiak ahol p(T) irreducibilis kitiinte-
tett polinom. deg, V = degp.

6.7.4. Definicié. Egy V irreducibilis K-Banach-tér-reprezentdciot abszolit ir-
reducibilisnek neveziink, ha K helyére K tetszdleges L véges bovitését irva irre-
ducibilis marad (azaz V @ L irreducibilis L-Banach-tér-reprezentdcid).

Az 1-nél magasabb foku polinomok felbomlanak K egy megfelel§ véges bo-
vitésében, ezért V abszolit irreducibilis reprezentacioi 1 dimenzidésak K felett.

6.7.5. Allitas. Z, 1-dimenzids reprezenticidi (karakterei) a K test felett
x:ze (1+e)" =307, (7)e" alakiak, ahol |e| < 1.

Bizonyitds. Legyen V az egydimenzios reprezentécio, ami o[[T]]-modulus is egy-
ben. Mivel V egydimenzios és T linearis, létezik ¢ € K* hogy Tv = ev minden
v € Vere. Hogy (3 ey T)v =Y 1y cfv konvergens, azaz Cauchy legyen, £ < 1
szitkséges. Mivel 61 =1+ T, (1 +T)v = (1 +¢)v. Igy

Sov = (14+T)" = (i (Z) T’“) v= Ii (Z)a%

k=0
azaz
=3 (})e
k=0
minden n € N-re. Viszont N stird Z,-ben és x folytonos, tehat ez a képlet egész
Zp-n érvényes. O

6.8. Indukalt reprezenticiok

Legyen G lokalisan analitikus csoport, P pedig lokalisan analitikus részcso-
portja, tovabba tegyiik fel, hogy G/P kompakt. V legyen P egy Banach-tér-
reprezentacioja. Ekkor a V' P-r6l G-re indukalt reprezentécioja

¢Ind$(V) = {f: G = V: f folytonos, és f(gb) = b~ (f(g9))}.
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6.8.1. Allitas ([10, Example 16.10]). Ind%(V) a megfelels normdval K-
Banach-tér-reprezentdcio.

Bizonyitds [10, Example 16.10]. Féaux de Lacroix [4] eredménye szerint létezik
egy folytonos, s6t lokalisan analitikus ¢: G/P — G szelés. A norma legyen

Ifll =" sup [f(c(gP))I-

gPeG/P
Ez értelmes definicié, mert G/P kompakt és f, illetve ¢ folytonosak. O
6.8.2. Példa. Legyen G = GL2(Q,) és

P= {(8 z> |a,b,de<@p}

a felséhdromszég-mdtrizok részcsoportja.

Ha GLy(Q,) balrél hat Q,%en, akkor P a (é) altal generalt altér

stabilizator-részcsoportja. Igy G/ P pontjai a 52 1-dimenzios altereinek felelnek
meg, pontosabban G/P = Gr(l,QPQ) =~ P(Q,°) Q, feletti projektiv egyenessel
izomorf mint lokalisan analitikus QQ,-sokasag. A projektiv egyenes pedig kom-
pakt, tehat az elébbi allitas alkalmazhato.
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7. fejezet

p-adikus lokalis
Langlands-megfeleltetés

GLo(Qp)-re

7.1. Galois-reprezentacidok

Legyen K a Q, test egy véges bdvitése. Legyen G = GL3(Q,) és P mint fent.

7.1.1. Definicié. n dimenzids Galois-reprezentdcionak nevezzik a Gal(@/(@p)
csoport folytonos linedris hatdsdt n-dimenzids K-vektortéren.

7.1.2. Példa. Legyen A = (up~, x) a p-hatvinyadik egységgyékok csoportja
Qp-ba bedgyazva. Ez egy Abel-csoport, amelyen Gal(Q,/Q,) hat. Legyen A[p"]
a p" rendd elemek részcsoportja, tovdbba

T,A: = yLnA[p"}

az A Tate-modulusa, jelen esetben 1-rangi Z,-modulus. Ekkor V = K ®z, T),A
1-dimenzids K -vektortér, amelyen Gal(Q,/Q,) linedrisan hat.

A-nak vehetlink egyéb csoportokat is, példaul Q,-egyiitthatos Abel-
varietasok Q,-pontjait, és ebben az esetben nagyobb dimenziés Galois-
reprezentacidkat kapunk.

Megfogalmazzuk, hogy kapcsolodnak egymashoz Colmez és Paskunas ered-
ményei szerint a 2-dimenziés Galois-reprezentaciok K felett, illetve GL2(Q))
K-Banach-tér-reprezentacioi.

7.2. GLy(Q,) egyszerii reprezenticioi

7.2.1. Definici6é. Egy V reprezentdcio részfaktorainak nevezzik a Vi /Va alaki
reprezentdciokat ahol Vo < V3 < V.

7.2.2. Definici6. Kozonségesnek nevezzik a ©Ind$(x) alaki reprezentdciok
részfaktorait, ahol x: P — K> valamely unitér karakter.
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Colmez, Dospinescu és Pagkunas bebizonyitottdk a kivetkezd tételt.

7.2.3. Tétel (|2, Theorem 1.4]). Ha V € Bang(K) egyszerd, akkor V rezidud-
lisan véges hosszi.

Ardakov és Wadsley [1] munkajara alapozva Dospinescu és Schraen belattak
a kovetkez6t.

7.2.4. Tétel ([3]). Jeloljik Z(G)-vel G centrumdt. Ha V € Bang,(K) egyszert,
akkor létezik centrdlis karaktere, azaz x: Z(G) — K homomorfizmus amelyre
zv = x(2)v minden z € Z(G), v € V-re.

Véges dimenziés V-re ez az allitas kovetkezik a Schur-lemmabol, s6t valoja-
ban Dospinescu és Schraen eredménye a Schur-lemma erds verziojanak abszolut
irreducibilis megengedhets unitér p-adikus Banach-tér-reprezentéacidkra valo ki-
terjesztése.

[2] a kovetkezs kategoriat vezeti be:

7.2.5. Definicié. Legyen Reps(K) C uBang(K) a rezidudlisan véges hosszi,
centrdlis karakterrel rendelkezd megengedhetd unitér reprezentdciok teljes rész-
kategoridja.

7.2.6. Tétel (|2, Theorem 1.1]). Létezik eqy V egzakt funktor Rep(K)-bdl a
meg GLa(Qy) egyszerd, unitér, megengedhetd, és nem kézonséges K -Banach-tér-
reprezentdcioi és Gal(Q,/Q,) 2-dimenzids (folytonos) K feletti reprezentdcidi
kozott.

Ez az allitas mar elegend6 ahhoz, hogy lassuk: a megfeleltetés nem Snkényes,
hanem két természetesen ad6do kategoria kozti egzakt funktor adja meg, igy va-
l6ban kapcsolatot mutat a szdmelmélet és a lineéris csoportok végtelen dimenzi-
6s reprezentacidelmélete kozott, amely biztatéd el6relépés a p-adikus Langlands-
programban.
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