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1. fejezet

Bevezetés

Ez a dolgozat Hilbert-téren értelmezett, nemkorlatos operatorok egy népes és hasznos
csaladjaval foglalkozik. Nevezetesen az Onadjungalt, illetve a lényegében Snadjungélt
operatorokkal. A munka Sebestyén Zoltan és Tarcsay Zsigmond [8],[10] cikkeit koveti,
onall6 eredményt nem tartalmaz.

Az olvas6 az elsé fejezeteben a dolgozatban hasznalt jelolésekkel talalkozhat. A ma-
sodik fejezet tartalmazza a nemkorlatos operatorok altaldnos elméletébdl azokat az ered-
ményeket, amelyek sziikségesek a harmadik, illetve negyedik fejezetek megértéséhez.

A harmadik fejezetben szd van arrél, hogy milyen feltételek mellett lesz egy szimmet-
rikus operator 6nadjungalt. Szerepel majd, hogy mi mondhaté a ferdén-szimmetrikussag
és ferdén-6nadjungaltsag kapcsolatarol. Azt is megmutatjuk, hogy ez milyen kovetkez-
ményekkel jar a komplex Hilbert-téren 1év6 szimmetrikus operatorokra nézve. Tovabbé
megyvizsgaljuk a lényegében (ferdén-)onadjungalt operatorok esetét is. Végiil karakteri-
zaljuk az onadjungaltsagot, illetve a ferdén-onadjungaltsagot egy megfelelGen konstruélt
operatormatrix segitségével.

A negyedik fejezetben alkalmazzuk a harmadik fejezet eredményeit a pozitiv operato-
rokra. Sz6 lesz Neumann Janos 1932-ben publikalt jol ismert eredményérdl, illetve annak
egy finomitasarol. Zarasként pedig karakterizaljuk a lényegében onadjungalt pozitiv ope-
ratorokat és bebizonyitjuk Neumann tételének megforditésat.

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Tarcsay Zsigmondnak, akihez bét-
ran fordulhattam kérdéseimmel és akinek segitsége, itmutatasa nélkiil dolgozatom nem
jOhetett volna létre.

1.1. Jelolések

Nemkorlatos linearis operatoroknal kiemelt jelentGsége van az operator értelmezési tarto-
méanyanak, ezért ebben a dolgozatban a kdévetkezd megkiilonboztets jelolést hasznaljuk.
Ha A és B halmazok, akkor a T: A — B (ill. T: A — B) olyan fiiggvényt jelol, melyre
domT = A (illetve dom T C A). Egy T operator grafjat G(7T') jeloli. A rendezett parokat
(+,+), a skalaris szorzatot pedig a (-|-) szimbolummal jel6ljiik. Az A halmaz f fiiggvény
altali képét f(A) jeloli.

A dolgozatban a linearis operatorok esetén mindig feltessziik, hogy azok linearis altéren
vannak értelmezve. Megjegyezziik, hogy a skalaris szorzas az els6 valtozoban lesz linearis,
a masodik valtozoban pedig konjugélt-linearis.



2. fejezet

Nemkorlatos operatorok

A nemkorlatos operatorok elmélete nem része az egyetemi torzsanyagnak, igy ebben a
fejezetben néhany alapvetd definiciot és allitast kozliink.

2.1. Zart, illetve lezarhat6 operatorok

2.1.1. Megjegyzés. Legyenek E és F' vektorterek. Ekkor T: E — F akkor és csak akkor
linedris fiigguény, ha G(T) C E x F linedris altér. Tovdbbd eqy T C E x F linedris altér
pontosan akkor figguény, ha minden y € F esetn (0,y) € T pontosan akkor teljesil, ha
y=0.

2.1.2. Definicié. Legyenek H és KC Hilbert-terek. Azt mondjuk, hogy a T: H — K
operdtor lezdarhato, ha a G(T) C H x K reldcio figgvény. Ekkor persze G(T) linedris
operdtor. A T lezdrhatd operdtor lezdrtja alatt T := G(T)-t értjiik.

2.1.3. Allitas. Ha T: H — K Hilbert-terek kizott haté operdtor, akkor az aldbbiak ekvi-
valensek.

i) T lezdrhate.

ii) Tetszdleges (xp)nen domT-ben haladé sorozatra és y € K wvektorra, x, — 0 és
Tx, =y esetén y = 0 teljesiil.

Bizonyitds. Tetszéleges (z,)nen fenti tulajdonsaga sorozatra az (z,, T, )neny € G(T)N

szorzattérben halado sorozat, melynek hatarértékre (0,y) € G(T). Ha T lezarhato, azaz
G(T) linearis operator, akkor y = 0.

Megforditva, ha (z,y), (z,vy") € G(T), akkor kivalaszthatunk (z,)nen és (2], )nen dom T-
beli sorozatokat, amikre

lim (2, Tx,) = (x,y), illetve lim (2], Tx)) = (z,y').

n—00 n—00
Ekkor
(xn - x;n T‘T;n - Tx;)nEN — (07 Yy — yl>
is teljesiil és a feltétel szerint igy y — v’ = 0, azaz G(T') fiiggvény. O

2.1.4. Megjegyzés. Minden T: H — IC Hilbert-terek kézdtt hato folytonos linedris ope-
rdtor lezdrhato.



Ha ugyanis T" folytonos, akkor folytonos a nullaban és igy tetszdleges (z,,)neny dom T-
ben halad6 sorozatra x,, — 0 esetén T'x,, — 0 teljesiil, azaz T lezarhato.
A megforditas azonban nem igaz. Tekintsiik ugyanis a H = [Z%, az abszolutértékben négy-
zetesen szummazhato sorozatok Hilbert-terét. Jelolje D = {x: N — K : supp(z) véges} a
véges tartoju sorozatok alterét, mely strd H-ban. Legyen (e,),en & standard ortonormalt
bézis. Ekkor létezik (egyetlen) A: D — H lineéris operator, amire

(Vn e N): Ae, =n-e,
teljesiil. Ez az operator nem korlatos (tehat nem folytonos), de lezarhato.

2.1.5. Definicio. A T: H — K Hilbert-terek kézétt haté operdtort zartnak nevezzik, ha
G(T) CH x K zart.

Kovetkezzen a zartsagnak egy egyszertd, de hasznos ekvivalens jellemzése.

2.1.6. Allitas. A T: H — K Hilbert-terek kizitt haté linedris operdtorra az aldbbiak
ekvivalensek.

i) T zart.

ii) Minden (x,)neny dom T-beli sorozatra és x € H,y € K vektorokra x,, — x és Tx, — y
esetén x € domT és Tx =y teljesiil.

Bizonyitds. Ha (1,)nen a fenti tulajdonsigi sorozat, akkor (2, T, )neny € (G(T))N. Ha
T zart, akkor

lim (z,, Tx,) = (z,y) € G(T) = G(T)

n—oo
teljesiil, igy x € domT és y = T'z.
Megforditva, ha (i7) igaz, akkor minden (z,,, T, )nen € (G(T))N konvergens sorozatnak a
hatarértéke G(T')-ben van, tehat G(T) zart. O

2.1.7. Allitas. Ha S, T : H — K zdrt linedris operdtorok és S korldtos, akkor S+T zdrt.

Bizonyitds. Az elz6 allitast felhasznalva elég megmutatnunk, hogy tetszéleges (z,)nen —
x konvergens dom S N dom T-beli sorozatra, ha (S + 1)z, — y € K , akkor 2 € dom S N
dom T,y = (T + S)z. Mivel S folytonos, tudjuk, hogy x € dom S, illetve Sx,, — Sz € K
tehat Tz, — y — Sz. Ekkor T zartsaga miatt x € domT és y — Sx = Tx azaz x €
domT Ndom S és y = (T + 5)x. O

2.1.8. Megjegyzés. Bizonyitds nélkil megjeqyezziik, hogy zdrt operdtorok dsszege dltald-
ban még csak nem is lezdrhato.

2.1.9. Allitas. Legyenek E és F vektorterek és legyen R C E x F linedris reldcid. Ha
minden f € F vektorra (0, f) € R-bdl kivetkezik, hogy f =0, akkor R fiigguény.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy (e, f), (e, f') € R esetén f = f’. A linearitést
kihasznalva R 5 (e —e, f — f') = (0, f — f'). Ekkor a feltétel szerint f — f' = 0, azaz
f=1r. ]
2.1.10. Allitas. Ha T: H — K Hilbert-terek kézott hatd linedris operdtor, akkor az
alabbiak ekvivalensek:



i) T lezdrhato.

ii) T-nek van zdrt kiterjesztése, azaz létezik A: H — K zdrt operdtor, hogy T C A.

Bizonyitds. Ha T lezarhato, akkor G(T') megfelels kiterjesztése T-nek. Ha létezik A: H —
IC zart, hogy T C A, akkor

(0,k) € GT) € G(A) = G(A).
A fiiggvény, igy k = 0. Ekkor viszont az el6z6 megjegyezés szerint 1" fliggvény. O]

Kovetkezzék most egy a kés6bbiekben sokszor hasznalt allitas.

2.1.11. Allitas. Legyen T : H — K egy Hilbert-terek kizott hatd zdrt linedris operdtor.
Ha T alulrol korldtos, azaz létezik K > 0 valds szam, hogy

(Ve € domT) : ||z|| < K||Tz|],
akkor ranT zdrt.

Bizonyitds. T alulrél korlatos, tehat létezik a fenti tulajdonsagi K > 0 valos szam. Igy
tetszéleges dom T-ben haladé (z,)nen sorozatra, ha T'x,, — y, akkor

|en — x| < K||T(2n — 2m)|| = 0. (n,m — o0)

Tehat (z,)nen Cauchy-sorozat, igy a tér teljessége miatt létezik © € dom T amire x,, — x.
Mivel T zart, az

Tx, =y (n— o)
allitasokbol kovetkezik, hogy Tx = y € ranT, tehat ranT" valoban zart. O]

2.1.12. Definici6é. A T: H — K Hilbert-terek kézétt hato linedris operdtort sirin defi-
nidgltnak nevezziik, ha domT = H, vagy ekvivalensen, (dom T)+ = {0}.

2.1.13. Példa. Megfeleld kornyezetben a derivdlds, mint operdtor sirin definidlt.

Pontosabban legyen H := L£3([0,1]) a [0, 1] intervallumon értelmezett komplex értéki
négyzetesen (Lebesgue-)integralhato fliggvények Hilbert-tere a szokasos skalaris szorzat-
tal. Ennek a térnek a D := C*([0, 1]) stird altere. Tekintsiik a D: H — H; f — f’ lineéris
operatort. Ekkor D stirtin definidlt és nemkorlatos.

2.2. Strtin definialt linearis operator adjungaltja

Ha k € K adott vektor, akkor tekinthetjiik a
p:domT >z (Tx|k) eK

linearis funkcionalt. A D C K halmaz &lljon azon k € I pontokbdl, amelyekre ez a funk-
cionél folytonos. Amennyiben k& € D, a Riesz reprezentacios tétel szerint egyértelmiien
létezik h, € H vektor, hogy tetszéleges x € dom T esetén

(@ hy) = () = (Tx | k)

teljesiil.



2.2.1. Definicié. A T: H — K Hilbert-terek kézott hato sirin definidlt linedris operdtor
Neumann-adjungadltja alatt a T*-gal jelélt, domT* = D halmazon a kdévetkezd modon
értelmezett operdtort értjik.

T": K 2D —H; k— hy
2.2.2. Megjegyzés. A T™ fiigguény rendelkezik az aldbbi karakterizdlo tulajdonsdggal
(Tz | k) = (z|T"k). x €domT,k e D

2.2.3. Allitas. Ha T: H — K stridn definidlt linedris operdtor Hilbert-terek kozitt, akkor
dom T™ linedris altér, illetve T™ linedris operdtor.

Bizonyitds. Legyen c1,cy € K és u,v € domT™. Ekkor minden x € dom T-beli elemre

(Tx|cyu+ cv) = (x| T (w) + é (x| T (v))
= (z|aT™(u) + T"(v),)

tehat ciu+ cov € dom T, illetve T™(cyu + cav) = 1 T*(u) 4+ 2T (v), azaz dom T valoban
linearis altér és T linearis.

O

Tekintsiik most a stiriin definialt operatorok kérében az adjungilasnak az 6sszeadasra,
illetve fliggvénykompoziciora valo viselkedését.

2.2.4. Allitas. Legyenek H,K, L Hilbert-terek. A,B: H — K mig C: K — L strin
definidalt linedris operdtorok és legyen L: H — L korldtos operdtor.

a) Ha dom ANdom B C H sird, akkor létezik (A+ B)*, amire
(A+ B)* O A* + B*. Ha A vagy B korldtos, akkor itt egyenldség dll.

b) Ha dom CA CH sird, akkor létezik (CA)* és A*C* C (CA)* .
¢) (LA = A*L*.

Bizonyitds. A feltétel szerint A + B siirtin definialt operator, igy az adjungaltjat értel-
mezhetjiik. Ha k € K adott, akkor a

dom(A+ B)>z— ((A+ B)x|k) = (Azx | k) + (Bx | k)

funkcional folytonos, ha a jobb oldalon all6 0sszeg mindkét tagja folytonos. Ha A vagy B
korlatos, akkor a két oldal pontosan egyszerre folytonos. Igy (A + B)* D A* + B*. Az is
lathato, hogy (A + B)*y = A*y + B*y azon y-ra, amelyekre mindkét oldal értelmes.
Tekintsiik a méasodik allitast. Ismeretes, hogy

dom(CA)*={le L:H >z (CAzx|l) folytonos},

dom(A*C*)={le L: K>y~ (Cy|l) folytonos és H > x +— (Ax|C*l) folytonos}.

Tehat dom(C'A)* O dom(A*C*). Ha I € dom(A*C*), akkor
Ve e H: (x| (CA)l) = (CAx|l) = (Az | C*1) = (x| A*C™1).

Ha C helyett a korlatos L operéatort tekintjiik, akkor az értelmezési tartomanyok meg-
egyeznek. O]



A linearis operatorok korében szoros kapcsolat van az operator lezarhatosaga, adjun-
galtja és lezartja kdzott. Ahhoz hogy ezt az 6sszefiiggést bizonyitani tudjuk, sziikség lesz a
kovetkezd tételre, amely egy geometriai kapcsolatot mutat operator és adjungaltja kozott.

2.2.5. Tétel. Ha H és IC Hilbert-terek és T : H — IC linedris operdtor, akkor az aldbbi
J:HXK—KxH, (h,k) — (—k,h)
operdtort bevezetve fenndll, hogy
G(T") = (J(G(T)))" .

Bizonyitds. J unitér operator a két vektortér kozott, azaz J* = J~!. Az egyenlGség
bizonyitasahoz a kétiranyu tartalmazast fogjuk igazolni.
Ha k& € dom T™, akkor minden h € dom T mellett

((k, T*R) [ J((h, Th))) = ((k, T*k) [ =(Th, h))) = — (k| Th) + (T"k[h) = 0.

Tehat G(T*) C (J(G(T)))" . Megforditva, ha (k, f) € (J(G(T)))", akkor minden h €
dom 7" mellett
0=((k, f)[(=Th,h)) = = (k| Th) + (f|h),

igy (Th|k) = (h|f). Azaz k € domT* és T*k = f. m

2.2.6. Megjegyzés. Ha U: H — K unitér transzformdcio Hilbert-terek kézott és M C H
affin altér, akkor U(M)* = U(M™).

2.2.7. Allitas. EgyT: H — K Hilbert-terek kozott hatd sirin definidlt linedris operdtorra
az aldbbiak 1gazak.

a) T* zdrt operdtor.
b) T pontosan akkor lezdrhato, ha T* sirin definidlt.
c¢) Ha T lezdrhato, akkor T = (T*)* =T.

Bizonyitds. Az el6z6 tétel azonnali kovetkezményeként kapjuk az els§ allitast.
A t6bbi 4llitas bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy J* = J 1, azaz

K xH> (kh)— J((k,h) = (h, —k).

A masodik allitashoz elGszor azt fogjuk megmutatni, hogy ha T lezarhato és k € (dom T%)+,
akkor k = 0. Legyen tehat k € dom T, ekkor az el6z6 tétel felhasznalasaval:

(k,0) € G(T*)= = J(G(T))— = J(G(T)) = J(G(T)).
Tehat
(0, =k) = J*((k,0)) € J(J(G(T))) € G(T).

Ezért mivel G(T') fiiggvény, k = 0.
Ha T siirtin definialt, akkor 7% a fentiek értelmében zart operator, melyre T C T™**.



Tehat T lezarhato.
Kovetkezzen az utolsé allitas bizonyitasa. Az el6z6 tétel értelmében

G(T™) = (JHG(T))) " = (JAI(GT) ")

Mivel J unitér, az el6z6 megjegyzést alkalmazhatjuk M = G(T)-re. Vegyiik észre, hogy

TI(M)T) = M+ = (J(J(G(D)) )" = M+ =M.
Azaz T* =T. O]
2.2.8. Kovetkezmény. Fqy T : H — K sidrin definidalt zdart operdtorra T** =T teljesiil.
2.2.9. Allitas. A: H — K Hilbert-terek kozitt hatd sirin definidlt linedris operdtor.
a) ran A+ = ker A*.
b) Ha A zdrt, akkor (ran A*)* = ker A.

Bizonyitds. Természetesen ker A* C (ran A)L, hiszen ha k € ker A*, illetve y € K tetszo-
leges vektorok és x € H olyan, hogy Ax =y, akkor

(y[F) = (Az | k) = ([ A"k) = (2]0) = 0.

Ha pedig k € K és tetszbleges x € dom A esetén (Ax |k) = 0, akkor k£ € dom A* és
A*k = 0. Tehat ran A+ = ker A*.
A b) allitas igazolasédhoz tegyiik fel, hogy A zart operator. Ekkor A = A = A™ és
az els6 pontban kapottakat A*-ra alkalmazva kapjuk a mésodik pontban bizonyitandd
allitast. O

Kovetkezményként érdemes megemliteni az alabbi eredményt.
2.2.10. Kovetkezmény. A fenti tételben szerepld A operdtorra a kévetkezdk igazak.
a) ran A = (ker A*)*.
b) Ha A zdrt, akkor ran A* = (ker A)*.

Kovetkezzék T™ értelmezési tartomanyanak és értékkészletének egy-egy jellemzése.

2.2.11. Allitas. Legyen T: H — K sirin definidlt linedris operdtor Hilbert-terek kozitt
és legyen k € K tetszdleges vektor. Ha létezik my > 0 walds szdm, hogy tetszdleges
x € domT esetén

| (T | k) |* < - |J]|?

eqyenldtlenség fenndll, akkor k € domT™.
Bizonyitds. A feltételek garantéljak a

T:domT — K; domT >z — (Tx|k) e K

linearis funkcional korladtossagat. Ekkor & € dom T™. O



2.2.12. Tétel (Sebestyén). Legyen T: H — K strin definidlt linedris operdtor. Ekkor
eqy z € H esetén a kovetkezdk ekvivalensek.

i) z € ranT™.
ii) Létezik m, € R nemnegativ, melyre minden x € domT esetén:

|[(z|2)]* <m,  (Tx|Tx).

i) sup{|(z|2)|>:x €domT, (Tz |Tz) < 1} < .

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy (i) és (ii) ekvivalensek. Legyen z € H rogzitett
vektor.
Ha létezik y € dom T, hogy z = T*y, akkor minden x € dom T esetén fennal, hogy

[(@]2) [P =1 (@[ T) | = (Tz]y)|* < |ylI*|IT=|?,
tehat m., := ||y||? jo.
Ha m, a fenti tulajdonsagu, akkor a

p:KDranT — K; Tz — (z]z2)
linearis funkcional korlatos, mert
| o(T2)* = [ (z]2)]* < m.|Tx||”.

Ekkor ¢ folytonosan kiterjed ranT-re. Riesz reprezentécios tételének értelmében Jh, €
ranl’ C H, amire tetszbleges © € dom T esetén:

(]2) = p(Tx) = (Tx|hy) .
Azaz h, € domT™ és T*h, = 2. Tehat z € ran(7™).

Ha (i7) igaz, akkor z € H-hoz vegyiink egy megfelel§ m, valés szamot. Ekkor tetszéleges
r € domT elemre (Tx|Tx) < 1 esetén

[(@]2)[F <m. (Tz|Tz) < m.,

tehat a (ii)-ban szerepld szuprémum véges. Végiil, ha (7i7) igaz, akkor tetszéleges = €
dom T elemre, a

p* = (Tx|Txz), s:=supf{|(z'|2)]*:2’ €domT, (T2 |T2") <1}
x 1
T—) (Tz|Tz)<1= ‘(—

& o)
— = — Z
pl p p? p

teljesiil, tehat | (z]2) |* < sp? azaz m, := s megfelel§ valasztas. O
2.2.13. Allitas (Arens). Legyenek E és F vektorterck. A, B : E ~— I linedris operdtorok.
Ekkor az alabbi kijelentések ekvivalensek:

i) A= B.

ii) AC B, ker A =ker B és ran A = ran B.

Bizonyitds. Az (i) = (ii) irAny definicio szerint teljesiil. Ha (ii) teljesiil, akkor tetszéleges
(z,y) € Besetén Bx =y € ran B = ran A, azaz létezik 2’ € dom A, amire Az’ = y. Ekkor
A C B miatt B(z —2') =y —y =0, tehat x — 2’ € ker B = ker A C dom A. Igy mivel A
linearis altéren értelmezett, x € dom A és persze Ax = Az’ n

jeloléssekkel élve
2
<s
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2.3. Nembkorlatos operator spektruma

A nemkorlatos operatorok koérében is értelmezhetd egy operator spektruma, sét bizonyos
feltételek mellett a korlatos esethez hasonléan kielégits eredményeket mondhatunk. A
spektrum értelmezéséhez elGszor is sziikség van a korlatosan invertalhatd operator fogal-
mara.

2.3.1. Definici6. A T : H — K Hilbert-terek kézétt hato linedris operdtor korldtosan
invertdlhatd, ha létezik B € B(KC,H) korldtos linedris operdtor, hogy TB = I és BT =
Liomt- Ekkor a B operdtort T (korldtos) inverzének nevezziik.

2.3.2. Allitas. T : H — K linedris operdtor akkor és csak akkor invertdlhatd korldtosan,
ha kerT = {0},ranT = IC és T zirt.

Bizonyitds. Legyen B egy korlatos inverze T-nek. Ekkor T'B = [ miatt dom B = K és
ranT = K. A BT C I-bdl pedig ker T = {0} sziikségképpen kovetkezik. Vegyiik észre
tovabba, hogy

G(T)={(h,Th): h€e domT} = {(Bk,k) : k € dom B = K}

teljesiil, hiszen h € dom T esetén h = BTh és Th = k € dom B, illetve k € dom B esetén
k=TBk és BK =h € domT. Igy B korlatossagabol kapjuk, hogy T zart.

Megforditva a fenti tulajdonsigti T-re T~! hagyomanyos inverz jol definialt operator.
G(T) zart, igy G(B) is zart a fenti indoklassal. Kovetkezik, hogy B mindeniitt értelmezett
zart operator, ami a zart graf tétel miatt korlatos. O

A korlatosan invertdlhatosag bevezetésével immar a korlatos eset mintajara definial-
hatjuk egy operator spektrumat és rezolvens halmazat.

2.3.3. Definicié. A T : H — H linedris operdtor rezolvens halmazat (illetve spektrumdt)
p(T)-vel (illetve o(T)-vel) jeloljik és a kivetkezd mddon értelmezziik.

p(T) ={N € K | NI =T korldtosan invertdlhaté}, o(T) =K\ p(T)

A 2.3.2 Allitas alapjan nyilvanvald, hogy ha T nem zért operator, akkor o(T) = K
teljesiil. Emiatt kizarolag zart operatorok spektrumat célszerd vizsgalni.

2.4. Operatormatrix

egy veliik kapcsolatos allitasra.

2.4.1. Definicié. Ha H Hilbert-téer A,B,C,D: H — H lindris operdtorok, akkor az
dltaluk meghatdrozott operdtormdtriz alatt o T: H X H — H X H

dom7T = (dom ANdomC) x (dom B Ndom D)
T(x,y) = (Az + By, Cz + Dy)

mddon értelmezett linedris operdtort értjik. A mdtrizok elméletében megszokott jeldlések-

kel
=& 2)()-(&7%)
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2.4.2. Allitas. Legyen H Hilbert-tér és legyenek A, B,C,D : H ~— H sidrin definidlt
linedris operdtorok. Ha A, D € B(H) vagy B,C € B(H), akkor <é IB;) strin definidlt

(8- %)

Bizonyitds. Tegyiik fel elGszor, hogy B,C € B(H). Az operatormatrixok fenti értelmezése
szerint szerint

és fenndll az

eqyenldseg.

dom (é IB;) = (dom ANdom ') x (dom B Ndom D) = dom ANdom D,

ami stirid a H x H Hilbert-térben. Hasonléan lathato, hogy a (2.1) formula jobboldalan
allo matrix értelmezési tartomanya a dom A* x dom B* altér. Megmutatjuk elGszor, hogy

A C\ o (A BY

B* D*) = \C D) -
Valoban, rogzitett h € dom A* és k € dom B* mellett, illetve tetszéleges x € dom A és
y € dom B esetén fenndll, hogy

(1) (5] 0)
= (Az|h) + (By[h) + (Cz|k) + (Dy | k)
= (@] Ah) + (y| B*h) + (x| C"k) + (y | D*F)

- ()1 (o))
(GG 5) ()
Ez éppen azt jelenti, hogy ( > e d0m< )
(@ 2) () -( 5) ()

Az (2.1) azonossag igazolasahoz igy elég azt igazolni, hogy

A B x x
dom (C’ D) C dom ( ) = dom A* x dom D~*.
. (h \ (A B\ (h
Legyen tehéat <l{;> € dom( > és jelolje (k*) = (C’ D) (l{:) Ekkor
tetszéleges x € dom A esetén (O) € dom C D> miatt kapjuk, hogy

eir=((6)162) = (e 2) (6) | ()

= (Az|h)+ (Cz| k) = (Az | h) + (x| C*k).
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Ebbél adodik, hogy a
domA >z +— (Ax|h) = (z|h" — C*k)

linearis funkcionél folytonos, vagyis h € dom A*. Hasonléan igazolhaté a k € dom D*
Osszefiiggés is. m
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3. fejezet

Szimmetrikus és ferdén-szimmetrikus
operatorok

Ismeretes, hogy minden korlatos szimmetrikus operator 6nadjungalt. A nemkorlatos ope-
ratorok elméletében ez a kijelentés mar nem igaz. Ebben a fejezetben elséként ezen két
fogalom kapcsolatat vizsgaljuk.

3.1. Szimmetrikus operatorok

3.1.1. Definicié. Legyen H Hilbert-tér. Azt mondjuk, hogy az A: H — H linedris ope-
rdtor szimmetrikus, ha

Va,y € dom A : (Az |y) = (v | Ay),
lletve ferdén-szimmetrikus, ha
Ve,y € dom A : (Az|y) = — (x| Ay).

3.1.2. Definicié. A Hilbert-terek kizitt hato A: H — K sdrin definidlt linedris operdtort
onadjungdltnak (illetve ferdén-onadjungdltnak) nevezziik, ha A = A* (illetve A = —A*)

A kovetkez6 példa ravilagitani igyekszik a szimmetrikus, illetve az 6nadjungalt opera-
torok kozotti kiillonbségre.

3.1.3. Példa. Legyen H = L£%(0,1]. Ezen a téren tekintsik az f — if’ operdtort, a
Dy ={f:[0,1] — C | f abszolit folytonos, f' € H és f(0) = f(1) = 0},
lletve a
Dy ={f € H | f abszolit folytonos, f' € H és f(0) = f(1)}

értelmezési taromdnyokkal. Jeldlje ezeket az operdtorokat rendre Ty, illetve Ty. Ekkor Ty
és Ty strin definidlt szimmetrikus linedris operdtorok, de dom T} # dom Ty miatt kettejik
kozil csak Ty onadjungdlt.

A fenti példa részletes magyarazata a [2| konyben megtalalhato. Egy masik, igen hires
példahoz sziikségiink lesz az erésen folytonos egyparaméteres unitér csoportok definicio-
jara.
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3.1.4. Definicié. Legyen H Hilbert-tér. Azt mondjuk, hogy az U : R — B(H) figguény
erdsen folytonos eqyparaméteres unitér csoport, ha tetszdleges s,t € R szdmokra az aldbbi
hdrom tulajdonsdg teljestl:

a) Az U(t) operdtor unitér.
b) U(s+1t) =U(s)U(t).
¢) Minden h € H, ty € R esetén lim;_,;, U(t)h — Ul(ty)h.

Az ilyen csoportok onadjungalt operatorokkal valo kapcsolatat a kovetkezd két tétel mu-
tatja. Ezeknek a bizonyitasa pl. a |2] konyben olvashato.

3.1.5. Tétel. Legyen A dnadjungdlt operdtor a H Hilbert-téren. Ekkor az
U:R— B(H); U(t):=exp(itA)

fiigguényre és tetszdleges t valos szamra a kovetkezdk igazak:

a) Az U(t) operdtor unitér.

b) Tetszdleges s € R esetén U(s +t) = U(s)U(t).

¢) Ha h € H, ty € R, akkor lim;_,, U(t)h — U(to)h.

d) Minden h € dom A vektorra

lim ~ (U()h — ) — iAh.

t—0 t

e¢) Ha h € H és létezik limy_o 1 (U(t)h — h), akkor h € dom A.
Stone tétele arra vilagit ra, hogy ennek a tételnek a megforditasa is igaz.

3.1.6. Tétel (Stone). Ha U egy erdsen folytonos egyparaméteres unitér csoport, akkor
létezik A dnadjungdlt operdtor, amire U(t) = exp(itA).

Lassunk most néhany egyszert, de hasznos megjegyzést.

3.1.7. Megjegyzés. Ha A szimmetrikus linedris operdtor eqy komplex Hilbert-téren, ak-
kor az S = i A operdtor ferdén-szimmetrikus, hiszen tetszdleges x,y € dom S = dom A-beli
vektorokra

(Sz|y) = (iAx|y) =i (Az|y) = i (2| Ay) = (x| —iAy) = — (x [ Sy) .

3.1.8. Megjegyzés. Ha A és B szimmetrikus linedris operdtorok eqy komplexr Hilbert-
téren, és A\, € R wvalds szamok, akkor NA + uB szimmetrikus linedris operdtor, hiszen
tetszdleges x,y € dom(AA + uB)-beli vektorokra

(M +pB)z|y) = A(Az|y) + p(Bx|y) = (v | My) + (x| EBy) = (x| (AA + puB)y) .

3.1.9. Allitas. Ha A: H — H injektiv szimmetrikus linedris operdtor, akkor A~' is
szimmetrikus linedris operdtor.
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Bizonyitds. Csak a szimmetriat indokoljuk meg. Tetsz6leges u,v € dom A~! elemekre
egyértelmiien léteznek x,y € dom A vektorok, amikre Az = u és Ay = v. Ekkor

(u]| A7) = (Az | A" Ay) = (Az|y) = (x| Ay) = (A u|v).
[

3.1.10. Megjegyzés. A: H — H szimmetrikus operdtor esetén tetszdleges v € dom A
vektorra (Ax|x) € R.

Ez a skaléaris szorzéas konjugalt-szimmetriajabol adodik, hiszen

(Az|z) = (x| Az) = (Ax|x).
Az 6nadjungalt, illetve a szimmetrikus operatorok kapcsolatara a kovetkezs allitas
vilagit ra.

3.1.11. Allitas. Legyen A: H — H stiriin definidlt operdtor a H Hilbert-téren. Ekkor az
alabbiak ekvivalensek:

i) A onadjungdlt.

ii) a) A szimmetrikus,
b) ker A = (ran A)*,
¢) ran A = ran A*.

Bizonyitds. Ha A O6nadjungalt, azaz A = A*, akkor tetsz6leges x,y € dom A = dom A*-
beli vektorokra

(Az|y) = (x| A%y) = (x| Ay),

tehat A szimmetrikus. Az el6z6 fejezetben kapott eredményeket alkalmazva
(ran A)* = ker A* = ker A,

illetve c¢) is nyilvan teljesiil. Ha A szimmetrikus, akkor A C A*, hiszen y € dom A vektorra
a
domA >z (Ax|y) = (x| Ay)

funkcional folytonos, azaz dom A C dom A*. Az el6z6 egyenl6séghdl az is latszik, hogy
dom A-n A = A*. Tehat elég megmutatnunk, hogy dom A* C dom A. Legyen z € dom A*
rogzitett vektor. Ekkor ¢) miatt létezik y € dom A, hogy A*z = Ay = A*y. Igy

z—1y €ker A* = (ran A)" = ker 4,

felhasznélva b)-t. Igy 2 = ( — y) +y € dom A + dom A = dom A, hiszen dom A linearis
altér. 0

A bizonyitas gondolatmenetét kévetve kapunk egy késébbiekben sokat hasznalt ered-
ményt, igy azt kiilon is megfogalmazzuk.

3.1.12. Allitas. Legyen A: H — H strdn definidlt linedris operdtor. Ekkor a kivetkezdk
ekvivalensek.
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i) A szimmetrikus (illetve ferdén-szimmetrikus).
ii) A C A* (illetve A C —A*).

Felmeriil a kérdés, hogy a fenti karakterizacioban milyen feltétel valthatja ki A stirtin
definidltsagat. Az erre vonatkozo els§ eredményhez sziikség lesz a kovetkezdkre.

3.1.13. Tétel (Hellinger-Toeplitz). Legyen A : H — H mindeniitt definidlt linedris ope-
rator. Ha A szimmetrikus, akkor énadjungdlt és korldtos.

Bizonyitds. Az A operator szimmetrikus és mindeniitt definialt, igy 6nadjungalt. A ko-
rabbi fejezetben lattuk, hogy A* zart operator. Tehat Banach zart graf tétele szerint az
A* = A mindeniitt definialt zart operator korlatos. O

3.1.14. Lemma. Legyen A: H — H szimmetrikus linedris operdtor a H Hilbert-téren.
Ekkor
ker A C {ran A}*.

Ha a fenti reldcio egyenldséggel teljesiil, azaz ker A = {ran A}*, akkor
{dom A}* Nran A = {0}.

Bizonyitds. Legyen x € ker A tetszéleges. Ekkor Ax = 0, tehat tetszéleges ' € dom A
vektorra
0= (2| Ax) = (A2 | x),

azaz x € (ran A)t igaz.
Ha pedig (ran A)* = ker A is teljesiil, akkor y € dom A elemre Ay € (dom A)* esetén
tetszbleges © € dom A elemre

0= (z]Ay) = (Az|y).
Tehét y € (ran A)t = ker A, és igy az alterek metszete valoban a trivialis. O
3.1.15. Allitas. Legyen A szimmetrikus operdtor a H Hilbert-téren.
a) Ha ran A sird, akkor A injektiv.

b) Ha A onadjungdlt és injektiv, akkor ran A sird, és ha A™' korldtos, akkor A~ dnad-
Jungdlt.

Bizonyitds. Az a) allitas az el6z6 lemma azonnali kévetkezménye, hiszen

ker A C (ran A)* = {0}. Masrészt tudjuk, hogy A = A*, igy A siiriin definialt, tehat
(ran A)t = (ran A*)* = ker A = {0}, hiszen A injektiv. Megmutattuk, hogy A™! siiriin
definialt. Mivel A~! folytonos és A™'A =1 = AA™!, ezért

J = (AflA)* —_ A*(A—l)*’ J = (AAfl)* — (A*l)*A*7

igy A7 = (A")71 = (A71)*, tehat A~! 6nadjungalt.
[

Ezen allitdsokkal felvértezve kovetkezhet egy olyan 6nadjungaltsagot garantalo feltétel,
mely mell6zi a szoban forgd szimmetrikus operator stirtin definialtsagat.
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3.1.16. Allitas. Legyen A: H — H sziirjektiv szimmetrikus linedris operdtor a H Hilbert-
téren. Ekkor A (sdrindefindlt és) onadjungdlt, sit inverze korldtos (és dnadjungdlt).

Bizonyitds. Az el6z6 lemmabol kapjuk, hogy ker A C (ran A)t = {0}, azaz A injek-
tiv. Korabban lattuk, hogy invertdlhat6é szimmetrikus operator inverze szimmetrikus.
Igy A~! egy szimmetrikus operator, ami mindeniitt definialt, ezért énadjungalt, illetve
a Hellinger-Toeplitz tétel értelmében korlatos is. Tehat A~! inverze, A az el6z6 allitas
alapjan 6nadjungélt. Igy az allitast bebizonyitottuk. O]

Kovetkezményként kapjuk az alabbi tételt.

3.1.17. Tétel. Legyen A: H — H szimmetrikus linedris operdtor a H Hilbert-téren,
tovdbbd t € R tetszdleges valos szam. FEkkor a kévetkezd kijelentések ekvivalensek.

i) A dnadjungdlt ést ¢ o(A), ahol 0(A) az A operdtor spektruma.
i) t ¢ o(A).
iii) ran(A —tI) = H.

Bizonyitds. (i) = (it) trivialis. (i4) = (i4i) igaz, hiszen A — tI korlatosan invertalhato,
igy ran(A — tI) = H.

A (i) = (i) irdnyhoz alkalmazzuk az el6z§ allitast az A — tI sziirjektiv szimmetrikus
operatorra. Azt kapjuk, hogy A — ¢I korlatosan invertalhato és énadjungalt, amibdl ()
definicio szerint kovetkezik. ]

Erdekes modon az operator strtn definidltsaga egy masik modon is kivalthato.
3.1.18. Tétel. A : H — H linedris operdtor esetén a kivetkezdk ekvivalensek.
i) A onadjungdlt.

ii) a) A szimmetrikus,
b) ker A = (ran A)*,
¢) ranA={he€H :sup{|(h|N)]|:h € domA, || AN| < 1} < co}.
Bizonyitds. Az (i) = (i) iranyhoz c)-t kellene még megmutatni. Ehhez vegyiik észre,
hogy A = A*-ra a korabban latott képtér-karakterizacio alkalmazhato. Tegyiik fel (i7)-t.
Megleps modon A stirtin definidltsaga egybdl adédik, hiszen ha z € (dom A)* tetszéleges

vektor, akkor ¢) miatt z € ran A igaz. Ezért van olyan y € dom A, hogy z = Ay. lgy
tetszéleges © € dom A vektorra:

0=(x]|2) = (x| Ay) = (Az|y)

kihasznélva A szimmetridjat. Lathatoan y € (ran A)*, ezért b) miatt z = Ay = 0. Tehat
A siiriin definialt. Ekkor ujfent a képtér-karakterizaciot alkalmazva ran A = ran A*. Igy
a korabbi &llitds miatt A 6nadjungalt. O

Kovetkezzék most egy egyszert allitds az onadjungalt operdtorok spektrumérol.

3.1.19. Allitas. A : H — H Hilbert-téren haté onadjungdlt operdtor spektruma valds.
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Bizonyitds. Legyen A € C skalar és x € H tetsz6leges vektor. Korabbrol tudjuk, hogy
ekkor (Az |z) € R, ezért

Sl = SA2l*) = S((Az|z) — A(z]2)) = S((A = Az |2)).
A Cauchy-Schwarz egyenl6tlenséghdl adodik, hogy

[SMIIz]* = [S(((A = ADz | )]
< [((A=ADz[z)]
< A = ADz [l

kovetkezésképp

[SIlz]] < [I(A = ALz

Tehét, ha A nem tisztan valos, akkor (A — A\I) magja csak a trivialis lehet. Ekvivalensen
A — X injektiv. (A — M)* = A* — XI miatt zart operatorrél van sz6, tehat elég megmu-
tatnunk, hogy sziirjektiv. Ehhez el6szor is vegyiik észre, hogy ran(A — \I) zart, hiszen ha
az (x,)nen sorozat dom(A — AI) halmazban halad és (A — AI)z,, — vy, akkor a fentiekbdl

S [an =z <[[(A = AD)(zn — 2m)l[| = 0 (n,m — 00)

adodik. Mivel a tér teljes, (x,,)nen konvergens. Felhasznalva A— A zartsagat (A—A\)x =
y € ran(A — \I) Tehat az értékkészlet zart, igy

ran(A — A) =ran(A — \I)
= ker(A* — \*I)*
= ker(A — \*I)*+
= {0} =*H.
Tehat A — AI valoban egy korlatosan invertalhato operator, ha A nem valos. Igy sziikség-
képpen o(A) C R. O
Megjegyezziik azonban, hogy énadjungalt operator esetén o(A) = R is el6fordulhat.

3.1.20. Példa. Az L*(R) Hilbert-téren az identitds fiigguvénnyel vald szorzds, mint operd-
tor spektruma R.

Késébb igazolni fogjuk, hogy ez az operator egy specialis esete az 6nadjungélt opera-
torok egy jol ismert osztalyanak. Jeloljiik az operatort A-val. Ha A € C, akkor tetszGleges
f € LA(R), illetve = € R esetén

(A= N(N)(x) = (& = A f(2).

Ez a fiiggvény pontosan akkor invertalhato, ha A nem valods, igy az operator spekturma
R.
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3.2. Ferdén-szimmetrikus operatorok

Kezdjiink egy jol ismert példaval.

3.2.1. Példa. A H = L£?[0,1] Hilbert-téren a D = {u € C'0,1] | u(0) = u(1) = 0}
halmazon értelmezett derivdlds-operdtor ferdén-szimmetrikus.

A fejezet elején szereplé megjegyzés szerint a komplex Hilbert-tereken értelmezett szim-
metrikus operatorok i szerese ferdén-szimmetrikus. A gondolat 6nadjungalt operatorokra
is atvihetd.

3.2.2. Megjegyzés. Ha A onadjungdlt linedris operdtor a H komplex Hilbert-téren, akkor
iA ferdén-onadjungdlt linedris operdtor, hiszen (1A)* = —iA* = —iA.

Igy a ferdén-szimmetrikus(illetve ferdén-onadjungalt) operatorok tanulminyozasaval
eredményeket kapunk a komplex Hilbert-téren 1év6 szimmetrikus(illetve 6nadjungalt) ope-
ratorokrol. Kovetkezzék tehat néhany veliik kapcsolatos eredmény.

3.2.3. Tétel. Legyen A operdtor a H (valds vagy komplex) Hilbert-téren. Ekkor az aldb-
biak ekvivalensek.

i) A ferdén-dnadjungdlt.
i) a) A ferdén-szimmetrikus,
b) ran(I + A) = H,
¢) ran(l — A) = H.
Bizonyitds. Mindkét esetben I + A alulrél korlatos, hiszen csupén a ferdén-szimmetriabol
|z + Az|* = (v + Az |z £ Ax) = ||Az|® + ||z|]* £ (z ] Az) &+ (Ax | )
= [|Az[]* + [|2]* £ (2] Az) F (2| Az)
= [|Az[]* + [J=[* > [|=]*

kovetkezik. Az (i) = (ii) irdnyt tekintve A zart és strtin definialt, igy I £ A is zart és
ran(/ + A) az alulrdl korlatossag miatt zart. S6t ran(/ + A) sirt, hiszen

{0} = ker(I F A) = ker(I £ A)* = (ran(I £ A))*

igy ran(A & I) = H. A megforditashoz vegyiik észre, hogy ha z € (dom A)*, akkor
valamilyen y € dom A-beli vektorra ii)b) miatt 2 = y + Ay, igy minden z € dom A
mellett
0=(z|2) = (z]y+Ay) = (I - A)z|y),

azaz y € ran(l — A)* = {0} és igy z = 0, tehit A stiriin definialt. Igy A* értelmezhetd
és i) a) miatt —A C A* is igaz, ezért elég megmutatnunk, hogy dom A* C dom(—A). Ha
z € dom A* tetsz6leges vektor, akkor talalhatunk dom A 5 y-t, amivel z — A*z = y + Ay,
hiszen ran(I + A) = H a ii) b) feltétel miatt. Mivel A ferdén-szimmetrikus, adodik hogy
y — A%y =y + Ay. Tehét

z—y € ker(I — A*) = ker(I — A)* = (ran(I — A))* = {0},

azaz z =y € dom A és A = —A*.

20



A tétel segitségével a komplex Hilbert-téren 1év6 6nadjungélt operatorokra a kévetkezd
mondhato.

3.2.4. Tétel. Legyen B linedris operdtor a H komplex Hilbert-téren. Ekkor a kévetkezdk
ekvivalensek.

i) B énadjungdlt.
ii) a) B szimmetrikus,
b) ran(il + B) = H,
¢) ran(il — B) = H.
Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z6 tételt az A = 1B operatorra. m

E tétellel a kovetkez6 klasszikus eredményre nyeriink egy révid bizonyitast.

3.2.5. Allitas. Legyen (X, A, p) mértéktér. A wvalds értékid mérhetd f figguénnyel vald
szorzds a L2(X, A, p) komplex Hilbert-téren dnadjungdlt.

Bizonyitds. Ez az operator természetesen szimmetrikus, hiszen tetszéleges
g,h € LA(X, A, u) esetén

<f-g!h>:/X(f-gﬁdu:/xgﬁdu:<grf-h>-

Az f + i fiiggvénnyel valo szorzéas pedig sziirjektiv, hiszen h € LZ(X, A, ) elsall h =
h-(f44)~1(f £1i) alakban és

B AP "o,
— < lh
FEiE 7P+ 7t =

azaz h-(f£4)7Y, f-h-(f£i)~' € LA(X, A, p). Igy az el6z6 tétel valoban alkalmazhato. O

|fh‘2 < |h|2
|f£i*

< |hf%,
1

Erdemes megemliteni, hogy ezen allitas bizonyitasahoz altalaban kiilon meg szoktak mu-
tatni az operator stirtin definiadltsagat.

3.3. Lényegében (ferdén-)o6nadjungalt operatorok

A nemkorlatos operatorok elméletében a szimmetrikus operdtorok kozott a lényegében
(ferdén-)onadjungalt operatorok is fontos szerepet toltenek be.

3.3.1. Definicid. T : H — H sdrin definidlt (ferdén-)szimmmetrikus linedris operdtort
lényegében (ferdén-)onadjungdltnak nevezzik, ha adjungdltja, T* (ferdén-)inadjungdlt, az-
az T = £T**.
3.3.2. Megjegyzés. Ha T lényegében (ferdén-)inadjungdlt, akkor T* = £T* = 4T,
T sziikségképpen strin definialt és igy a masodik fejezetben latottak alapjan T lezarha-
t0, s6t azt is tudjuk, hogy T** = T. Tovabba kénnyen igazolhato, hogy egy stirtin defini-
alt (ferdén-)szimmetrikus operator pontosan akkor lényegében (ferdén-) 6nadjungalt, ha
dom 7™ C dom T™*.

Lassuk az els6 ide vonatkozo6 karakterizaciot.
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3.3.3. Tétel. Legyen A sirin definidlt (ferdén-)szimmetrikus operdtor a H Hilbert-téren.
Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek.

i) A lényegében (ferdén-)onadjungdlt.
ii) ran A* = ran A™.
i) £A* C A, vagyis A* (ferdén-)szimmetrikus.

Bizonyitds. i) = ii) trivialis, hiszen A* = £A*.
A ii) = i) irAnyhoz vegyiik észre, hogy mivel A stirtin definialt és (ferdén-)szimmetrikus,
+A C A%, ezért £A* = +A C A* szintén igaz. Igy elég ellenérizni, hogy dom A* C
dom £A**. Ha 2z € dom A* tetszéleges vektor, akkor i7) miatt létezik y € dom A**, amire
igy

A"z = A™ (ty) = A" (1y) = A™y.

Ezt felhasznalva,
z—y € ker A* = (ran A)* = (ran A™)* = (ran A*)" = ker A™*.

Osszegezve z = (2 — y) +y € dom A** valéban teljesiil. Az i) = ii4) irany vilagos.
A i4i) = 1) irAnyhoz ismét felhasznéaljuk, hogy a ferdén-szimmetrikussag miatt +A** C A*
igy i1i) értelmében A™* = £ A* és a bizonyitast befejeztiik. O

Az 6nadjungélt esettdl eltérGen a ran A = H feltételbdl nem kovetkezik a lényegében
onadjungaltsag. Ha azonban feltessziik a lezart létezését és annak sziirjektivitasat, akkor
az alabbi, hasonl6 eredmény adodik.

3.3.4. Tétel. Legyen A (ferdén-)szimmetrikus lezdrhato operator a H Hilbert-téren. Ha
A sziirjektiv, akkor A lényegében dnadjungdlt.

Bizonyitds. El6szor meg kell mutatni, hogy ebben az esetben A automatikusan strtn
definialt. Ha z € (dom A)*, akkor vehetiink y € dom A vektort, hogy z = Ay. Legyen
(Yn)nen sorozat, mely a dom A halmazban halad és y = lim,, o y,. Ekkor Ay, — z igy
tetszbleges x € dom A esetén

0= (z|2) = lim (z|Ay,) = lim (Ax|y,) = (Az|y)

teljesiil. Ezek szerint i € (ran A)* = {0}, hiszen H = ran A C ran A. Mivel A lezarthato,
azaz A fiiggvény, z = 0 sziikségképpen teljesiil.

Tehat A* létezik és £A4 C A*, ezért mint az elébb is, £A* = £A4 C A*.

Kovetkezésképp H = ran A C ran A*, igy ran A* = ran A** és az eléz6 tétel alapjan A
lényegében (ferdén-)onadjungalt. O

Itt is felmeriilhet a kérdés, hogy esetleg mivel cserléhetd le a ran A = H feltétel. Erre
ad egy lehetséges valaszt a kovetkezd tétel.

3.3.5. Tétel. Ha A lezdrhatd (ferdén-)szimmetrikus linedris operdtor a H Hilbert-téren,
akkor a kovetkezdk ekvivalensek.

i) A lényegében (ferdén-)onadjungdlt.
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ii) a) A (ferdén-) szimmetrikus,
b) (ran A)*t = ker A,

c) A kovetkezd linedris alterek egyenldk.

R.={yeM |sup{|(z|y) ||z cdomA, |Az[|* <1} < oo}
R.. = {z € H | 3(xpn)nen dom A-beli Cauchy-sorozat, hogy Az, — z}

3.3.6. Megjegyzés. Erdemes megemliteni, hogy R., illetve R, jelolést az indokolja, hogy
stridn definidalt esetben ran A* = R, és ran A™ = R,,.

Bizonyitds. i) = ii) irAnyt nézziik el6szor. a) trividlisan teljesiil. b) igaz a (ran A)L =
ker A* = ker £+ A™* = ker A Osszefiiggés miatt. Végiil ¢) a korabbi eredmények alapjan
ekvivalens azzal, hogy ran A* = ran A, és feltételiink szerint még A* = +A* = +A is
teljesiil. Az érdekes irany a kiovetkezSképp bizonyithato.

Elészor megmutatjuk, hogy A stirtin definialt. Ha 2z € (dom A)* tetszéleges vektor, akkor
i1) c¢) alapjan létezik (z,)neny dom A-beli Cauchy-sorozat, amire Az, — z. Ekkor

0= (z|2) = lim (z|Az,) =+ lim (Ax|xn):i<Ax

n—0o0 n—oo

lim xn> )

n—oo
Igy b) miatt lim,,_,~ z, € (ran A)*, igy tudunk talalni (u, ),cy dom A-beli sorozatot, amire

lim u, = lim z,, és Au, — 0.
n—o0 n—oo

Az gy kapott sorozatok kiilonbségét véve és A lezdrhatosagat felhasznalva,
Ty —u, — 0, Az, —u,) — 2

teljesiil, amibdl kapjuk, hogy z = 0. Tehat A (ferdén-)szimmetrikus és stirtin definialt,
igy A C £A*. Tovabbé B
ACA™=AC+A"

is teljesiil. S6t ii) b) szerint

ker A = (ran A)* = ker A,

illetve c) alapjan ran A* = ran A. Igy A = £A*, tehat A lényegében (ferdén-)onadjungalt.
[

Kovetkezzék most a ferdén-onadjungalt operatorokra vonatkozo karakterizacio, mellyel
az onadjungélt esethez hasonl6an komplex Hilbert-téren 1é6v6 operatorokrol kapunk majd
eredményt.

3.3.7. Tétel. Legyen A ferdén-szimmetrikus és lezdrhatd linedris operdtor. Ekkor a ko-
vetkezdk ekvivalensek.

i) A sdrin definidlt és lényegében ferdén-onadjungdlt.

ii) Az A+ 1 operdtorok értékkészlete siri.
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Bizonyitds. A ferdén-szimmetrikus, ezért tetszéleges © € dom A esetén
(T £+ A)z® = ll=]* + [| Az >,
Azaz A alulrél korlatos, igy sziikségképpen injektiv. Ha (i) igaz, akkor (i) is, hiszen
(ran(f &+ A))* = ker(I = A)* = ker(I + A*) = ker(I ¥ A) = ker(I F A) = {0}.

A masik irdny bizonyitasat azzal kezdjiik, hogy megmutatjuk, hogy A siirtin definialt.
Ha z € (dom A)* tetsz6leges vektor, akkor a feltételek miatt létezik dom A-beli (uy,)nen
sorozat, ami u-hoz konvergal és az (({ + A)uy, )nen sorozat pedig z-hez. Ekkor az (Auy,)nen
sorozat z — u-hoz tart és igy x € dom A esetén

0= (z|z) = lim (z,u, + Au,) = lim (z,u,) — lim (Az,u,) = (x — Az, u).

n—oo n—oo n—oo

Kovetkezik, hogy u € ran(l — A) = {0}, azaz u = 0 és A lezarhatésaga miatt 0 =
lim, o (Au,) = z — u, azaz z = u € dom A, tehat A siirin definialt. A ferdén-
szimmetrikus, ezért —A = —A** C A*. Elég tehat megmutatnunk, hogy dom A* C dom A.
Ha z € dom A*, akkor megfelel6 dom A-ban halad6 (v,,)nen v-hez tartod sorozatra

z— A"z = lim (v, + Av,), gy Av, — (z —v) — A"z

n—0o0

Ekkor v € dom A miatt _
Av=(z—v)— A"z

Ezért Av = —A*v miatt
z—veker] — A* =ker(I — A)* = (ran(/ — A)Y)* = {0}.
Tehat z = v € dom A, amit igazolnunk kellett. O]

Mint a felvezetésben is szerepelt, az el6z6 4llitas az 6nadjungaltsag kivetkezd, komplex
Hilbert-tér f6lott érvényes jellemzését adja.

3.3.8. Tétel. Legyen H komplex Hilbert-tér, A : H — H eqy szimmetrikus lezdrhato
operdtor. Ekkor a kovetkezdk ekvivalensek.

i) A lényegében dnadjungdlt.
i) ran(il + A) sdrd H-ban.

Bizonyitds. 1A ferdén-szimmetrikus lezarhato linearis operdator H-n, igy az el6z6 tétel
miatt ¢A lényegében ferdén-onadjungalt, azaz A lényegében 6nadjungalt. m

3.3.9. Kovetkezmény. Legyen H komplex Hilbert-tér, A : H — H strin definidlt szim-
metrikus linedris operdtor. Ekkor a kévetkezdk ekvivalensek.

i) A lényegében onadjungdlt.
i) ran(il + A) sdrd H-ban.
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3.4. Karakterizacié operatormatrixok segitségével

A lényegében (ferdén-)onadjungaltsag és a (ferdén-)onadjungéltsag is jol karakterizalhatod
a korabban definidlt operatormatrixok segitségével.

3.4.1. Tétel. Legyen A : H ~— H Hilbert-téren értelmezett linedris operdtor. Ekkor a
kévetkezdk ekvivalensek.

i) A dnadjungdlt.

ii) a) A szimmetrikus,

A T
b) ran(_I A) =H xH.

—1

A ) = dom A x dom A-beli vektorparra:

4 A
Bizonyitds. Tetsz6leges (x,y) € dom (

(03 6)

2
= |Az — y|* + ||z + Ay]]?

= [ Az[* + [lyll* — 2 (Az |y) + |=]* + 2 (x| Ay) + | Ay||*
= [[Az])* + [[Ayl* + l|l=[|* + |y

2
=[Gl
Y
Tehat ez az operatormatrix alulrél korlatos. Vegyiik észre tovabba, hogy ha A = A*,
akkor i
A T A -1
(55 -0 ) o

teljesiil a 2 x 2-es operatormatrixokra vonatkozo 2.4.2 Allitas miatt. Ha A szimmetrikus,

O DD OIE)

tetszéleges x,y, u,v € dom A vektorokra, hiszen

(D] 2) (1) =@l +pla-o

= (
= (& Au)+ (y] Av) + (2 |v) = (v
= (Az|w) + (Ay[0) + (2 |v) = (o
= (Az —y|uw)+ (a + Ay |0

(G OIE)

Az is igaz, hogy i7)b) miatt tetszéleges u,v € H vektorokhoz létezik x,y € dom A, hogy

(5 )0)-()
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ezért
A -1 z\ [(u
() -0)
A —I
I A
tében az (i) = (ii) irany konnyen igazolhato, hiszen (3.1) 6nadjungalt, ezért zart operator
és a fentiek szerint alulrol korlatos, igy képtere zart. Masrészt az injektivitasa miatt

(2 4) (4 0) e (3 ) {(0))

teljesiil, amibdl (i7) kovetkezik.
A (74) = (i) irdny bizonyitasadhoz elGszér megmutatjuk, hogy A siirin definialt. Tet-
sz6leges z € (dom A)L vektorra 4i)b) miatt taldlunk u,v € dom A vektorokat, hogy

z A T u »
(0) = (—I A) (v) Ekkor tetszéleges z,y € dom A elemekre

= (NG = ) C)= (G EIE)

u A —I\" 0
Azaz € ran = , ami miatt z = 0, tehat A strdin definialt.
v I A 0

A szimmetridja miatt tehat elég megmutatnunk, hogy dom A* C dom A. Vegyiink hat
egy z € dom A* vektort. Ujfent i7)b) miatt talalhatunk u,v € dom A vektorokat, amikre

(B ) @)= (G )0 -G ) 0)

Innen kapjuk, hogy

o e G R I R G I (H)2

ami pedig azt jelenti, hogy z = u € dom A. O

A bl
bl A

ami azt mutatja, hogy ii)b) kovetkeztében ran = H X H. Ezen tények ismere-

3.4.2. Megjegyzés. Ez az eredmény hasonléan igazolhato az < ) mdatrizra, ha

b e R\ {0} rogzitett valds konstans.

Kovetkezményként kapjuk a komplex esetre kordbban mar kimondott 3.2.5 Allitas valos
megfelelgjét.

3.4.3. Allitas. Legyen (X, A, pu) mértéktér. A mérheté f figguénnyel vald szorzdis a
H = L3(X, A, ) valds Hilbert-téren énadjungdlt.

Bizonyitds. A komplex esetben latottak szerint bizonyithat6, hogy az f fiiggvénnyel szor-
zas szimmetrikus operator. Ha u,v € H rogzitett fliiggvények, akkor

f 1 f 1
= u— v = v — u
1+f2 1_|_f'27 Yy 1+f2 1+f2
fiiggvényekre fo+y = u és —x + fy = v igaz, ahol z,y € H. Igy az (u,v) par el6all, mint
a megfelel§ operatormatrix értéke az (z,y) helyen. Az operatorméatrix tehat sziirjektiv,
igy a 3.4.1 Tétel alkalmazhato. O]

X
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A lényegében 6nadjungalt operatorokra ezzel a modszerrel a kévetkezé mondhato.

3.4.4. Tétel. Legyen A : H — H linedris operdtor a H Hilbert-téren. Ekkor a kévetkezdk
ekvivalensek.

i) A (strin definidlt és) lényegében onadjungdlt.

ii) a) A lezdrhato,

b) A szimmetrikus,
A T .
¢) ran (—I A) strd H x H-ban.

Bizonyitds. A bizonyitas hasonlo az 6nadjungalt esethez, lasd a [10] cikket. O

27



4. fejezet

Pozitiv operatorok

Ebben a fejezetben a pozitiv szimmetrikus operatorokra fogjuk alkalmazni az eddigi ered-
ményeket.

Elgszor a korlatos operatorok mintajara bevezetjiik a pozitiv operator fogalmét nem
korlatos esetben is.

4.0.1. Definicié. Az A : H — H linedris operdtor pozitiv, ha tetszdleges x € dom A
esetén (Ax|x) > 0.

A kovetkezd észrevétel azonnal adodik a skalaris szorzas konjugalt-szimmetridjabol.

4.0.2. Megjegyzés. Ha A pozitiv operdtor a H komplex Hilbert-téren, akkor szimmetri-
kus.

4.1. Onadjungalt pozitiv operatorok

4.1.1. Példa. Legyen U C R" nemiires nyilt halmaz. A H}(U) Szoboljev-téren értelmezett
—A operdtort pozitiv és onadjungdlt.

4.1.2. Allitas. Az A : H — H Hilbert téren hatd pozitiv énadjungdlt operdtor spektru-
maban nem lehetnek negativ valds szamok, vagyis o(A) C [0, ool.

Bizonyitds. Azt mar lattuk, hogy a spektrum sziikségképpen valés. Ha A < 0, akkor
pozitivitas miatt tetszéleges x € dom A elemre

(A= ADz|z) > =A(z]z) = [M]]?
teljesiil. A Cauchy-Schwarz egyenlGtlenséghdl
IMl]* < [[(A = ADz]l[|]

(Alllz]] < [I(A = Al)x]]

adodik, igy ker(A — AI) trividlis. Vegyiik észre, hogy A — AI operator zéart, hiszen A
zart és —\I folytonos. Ertékkészlete pedig a teljes tér, hiszen ran(A — M) = ker(A —
M)+t = {0}+ = H. Tehat A — M korlatosan invertilhato, azaz A € p(A). Sziikségképpen
og(A) C0,00]. O
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4.1.3. Allitas. Az A : H — H Hilbert téren hatd pozitiv szimmetrikus linedris operdtorra
a kovetkezdk ekvivalensek.

i) A onadjungdlt.

ii) o(A) nem tartalmaz negativ valds szamot.
iii) ran(A + tI) = H valamilyen megfeleld pozitiv t szamra.
i) ran(A + tI) = H minden pozitiv t szdmra.

Bizonyitds. Az (i) = (ii) iranyt az el6z6 allitasban mar igazoltuk, de kozliink egy bizonyi-
tast, ami nem hasznalja a szimmetrikus operatorok spektrumara vonatkozé eredményt.
Legyen t egy pozitiv szam. Mivel A 6nadjungalt és t valos, ezért A+t¢1 is onadjungalt. A

(A +thz| > t||z|| (x € domA)

egyenlGtlenség mutatja, hogy (A + ¢I) alulrdl korlatos, ezért ran(A + ¢I) zart és sir,
hiszen tetszéleges dom(A) = dom(A + tI)-beli sorozatra, ha (A + tI)x, — y, akkor

t(zp —zp)|| < (A4t (2, —20)|| =0 n,m — o0

igaz. Tehat (x,)neny Cauchy-sorozat, igy konvergens és mivel A + ¢ zart operator, (A +
tIx =y. Ezért az értékkészlet zart és strd, hiszen

(ran(A +t1))*" = ker(A +tI) = {0}.

Igy ran(A + tI) = H, tehat a 3.1.17 Tétel szerint —t € p(A). Ugyaninnen kapjuk,
hogy (i7) = (¢ii), hiszen ha t tetszéleges negativ szam, akkor (i7) szerint nincs a o(A)
spektrumban, igy a tétel alapjan H = ran(A — tI) = ran(A + (—t)I). Hasonléan, ha
ran(A + tI) = H, akkor a tétel alapjan A 6nadjungalt (és —t € p(A)). O

Neumann Janos 1932-ben publikalt cikkében [4] megmutatta, hogy ha T : H — H
stirtin definialt zart linearis operator komplex Hilbert-téren, akkor 7T o6nadjungalt. Ha
a zartsagra vonatkozo feltételt elhagyjuk, akkor a kovetkez6t allithatjuk.

4.1.4. Tétel. Legyen T : H — K sirin definidlt linedris operdtor (valds vagy komplex)
Hilbert-terek kozott. Ekkor a kéovetkezd dllitdsok ekvivalensek.

i) T*T énadjungdlt.
i) ran( +T1*T) = H.

Bizonyitds. T*T pozitiv szimmetrikus linearis operator, ezért az el6z6 allitas szerint on-
adjungalt. O]

4.1.5. Megjegyzés. A fenti tételben T*T valdban pozitiv és szimmetrikus.
Tetszoleges x € dom(T*T) esetén x € dom T, igy
(T"Tz|xz) = (Tx|Tx) > 0,

tehat 7T pozitiv. Hasonl6an egyszertien adodik 77T szimmetrikus volta.
Kovetkezményként kapjuk Neumann Janos egy klasszikus eredményét.
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4.1.6. Tétel. Legyen T : H — K zdrt, sirin definidlt linedris operdtor (valds vagy
komplex) Hilbert-terek kozétt. Fkkor T*T dnadjungdlt.

Bizonyitds. T és adjungaltjanak zartsdga miatt a szorzattér felbomlik az alabbi zart al-
terek ortogondlis direkt Gsszegére:

HxK={(v,Tv)|vedomT}d{(-T"u,u) | u € domT"}
= G(T) @ J(G(T)),

ahol J a 2.2.5 Tételben definialt unitér transzformacié. A két altér merdGlegessége vilagos,
hiszen u € dom T, v € domT™ esetén

((U7 TU) ’ (_T*ua u))

(v|=T"u) 4+ (Tv|u)
(=Tv|u) + (Tv|w)
0.

A teljes tér generalasa viszont nem evidens. A 2.2.5 Tételben lattuk, hogy T* grafja elGall
G(I") = (J{G(T)*
alakban. Most T zart operator, igy 7% =T = T, tehat
G(T) = G(T™) = (J(G(T)):

Igy valoban ortogonalis direktdsszegrsl van sz6. Ezért tetszéleges x € H vektorhoz (egy-
értelmten) taldlhatunk v € dom T, u € dom T* vektorokat, hogy

(,0) = (v, Tv) + (=T"u,u) = (v — T u, Tv + u).
Innen kapjuk, hogy

u=—-Tv="T(-v),
z=v—T'u=v+T"Tv.

Azaz tetszéleges x € H elemhez taldltunk v € dom T*T vektort, hogy = = (I + T*T)v,
tehat ran(T*T + I) = H, igy T*T az el6z6 Allitas értelmében 6nadjungalt. O

4.2. Lényegében onadjungilt pozitiv operatorok

4.2.1. Példa. Legyen U C R"™ nemiires nyit halmaz tovdibbd H = L*(U) a négyzetesen
integralhato fiigguények Hilbert-tere. Tekintsik ennek o térnek a sima kompakt tartoji
fliggvények dltal alkotott C§°(U) alterét. Ezen az altéren értelmezett —A operdtor pozitiv
és lényegében onadjungdlt.

Korabban szerepelt az az allitast, miszerint ha A pozitiv szimmetrikus linearis operator
és ran(A+1) az egész tér, akkor A automatikusan 6nadjungalt. A lényegében 6nadjungalt
operatorokra kapott eredmények alapjan azt varhatnank, hogy ha A pozitiv szimmetrikus
lineéris operator és ran(A + I) stirt, akkor A lényegében 6nadjungalt. A kovetkezd példa
szemlélteti, hogy A-nak még csak lezarhatonak se kell lennie.
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4.2.2. Példa. H = 12 x [2 téren tekintsik azt a lent definidlt A pozitiv szimmetrikus
operdtor, amire ran(A + I) siri, de A nem lezdrhato.

Legyenek (€nm)nmen € (fn)nen ortonormalt bazisok [Z-ben. Ekkor az A : H — H
operatort definialjuk a kovetkezSképpen:

dom A = span{ (e, m,0) : n,m € N},
és ezen A értékét elGirjuk
A((enm,0)) = (0, f,) (n,m eN)

szerint. Ekkor dom A mer6leges ran A-ra H-ban és igy A sziikségképpen egy pozitiv
szimmetrikus operator. Megmutatjuk, hogy A nem lezarhaté. Tekintsiik az

T ::Z ! (€1,m,0)

= m+ 1
sorozatot. Erre ||z,,[|? = (m}rw(m + 1) miatt
1
m— 0, Az, = —(0, f1) = (0, f1) = (0, 0,
v v ;Ml( ) =0, f1) = (0. f1) #

tehat a lezarhatosag sziikséges feltétele sériil. Tovabba az is igaz, hogy ran(l + A) siirt,
hiszen (u,v) € (ran(I + A))* vektorparra és tetszéleges n, m € N természetes szamra

0= ((uw,v) [ (enm: fn)) = (w]enm) + (V] fn).

Ha n rogzitett, m-mel pedig tartunk végtelenbe, akkor kapjuk, hogy (v| f,) = 0, hiszen
(u]enm) — 0. Ezért (u|e,m) =0 1is igaz minden m,n € N szamra, igy u =v = 0.
Ha azonban a lezarhatosagot is feltessziik, akkor mar a kivant eredményhez jutunk.

4.2.3. Tétel. Legyen A : H — H pozitiv lezdrhato linedris operdtor a H Hilbert-téren.
Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek.

i) A lényegében onadjungdlt.
i) (ran(I + A))* = {0}.
Bizonyitds. A pozitiv és szimmetrikus, ezért x € dom A esetén
I(Z + A)z)|* = l|z]|* + | Az]|* + 2 (Az | z) = ||=]]%,

tehat I + A alulrol korlatos. B
Ha A lényegében 6nadjungalt, akkor az alulrdl korlatossag miatt ker(7 4+ A) = {0} is igaz,
sOt

H = ker(I + A)* =ran(I + A)* =ran(l + A)

teljesiil, ezért ran(I + A)*+ = {0}.
A masik irdnyt kezdjiik azzal, hogy megmutatjuk, hogy dom A siiri. Tetsz6leges z €
(dom A)* vektorra tudunk venni (uy,),en sorozatot dom A-bol, amelyre (I + A)u, — z,
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ekkor az alulrdl korlatossag és a tér teljessége miatt u,, — u teljesiil valamely u € H-ra.
fgy Au, = 2 —u és igy Au = z — u, a lezarhatosag miatt. Ha = € dom A, akkor

0= (e]2) = Jim (@]u, + Au) = (@) + (Az|) = (T + D |w).

kihasznalva A szimmetriajat. Tehat u meréleges ran(/ + A)-ra, ami siird a feltétel szerint,
igy u = 0. A lezarhato, igy z — u = 0, azaz z = 0 szintén teljestil.

A szimmetria miatt A C A* és igy A** C A*. Tehat elég, hogy dom A* C dom A.

Egy z € dom A* vektorhoz (u,)nen sorozatot vehetiink dom A-bol, amire u,, + Au, tart
2 + A*z-hez midén u,, tart u-hoz valamely u € H-ra. Ezért u € dom A és A*u = Au =
24+ Az —u. Igy

z—u € ker(I + A*) = ker(I + A)* = (ran(I + A))* = {0},
ezaltal z = u € dom A tehat A = A*. O

Ismeretes, hogy T*T pozitiv szimmetrikus operator. Ha T' zart, akkor (T*7T)* = T*T
is teljesiil. Ha a zartsdgot nem tessziik fel, akkor a kovetkezd tétel mondhato.

4.2.4. Tétel. T : H — K sidrin definidlt linedris Hilbert-terek kézott hato operdtorra az
aldbbiak ekvivalensek.

i) T*T lényegében dnadjungdlt.

i) ran(l + T*T) sird.
Bizonyitds. Az eléz6 allitds ismeretében elég megmutatnunk, hogy T*T lezarhat6. Eh-
hez a lezarhatosag sorozatokkal valo karakterizdciojat alkalmazzuk. Legyen (x,),en egy

tetszGleges zérussorozat dom 7*7T-ben, amire T*T'x,, tart y-hoz. Belatjuk, hogy y = 0.
Minden x € dom T vektorra

(x|y) = llm (x| T*Txy,) = lim (Tx|Tx,)

n—o0

teljesiil. Emellett a Cauchy-Schwarz egyenl&tlenséghdl azonnal kapjuk a kévetkezs becs-
lést
| (T |Txy,) |? < (Tx | Tx) (Txy, | Tx,) = (Tx | Tx) (v, | T*Tx),) .

Kovetkezésképpen (x, | T*Tx,) — (0|y) miatt kapjuk, hogy y € (domT)*, igy y = 0,
hiszen dom T siiri volt. Tehat T*T lezarhato. Az el6z6 tételt alkalmazva kapjuk a
bizonyitando6 allitast. O

Végiil a 9] cikket kivetve megmutatjuk, hogy Neumann 4.1.6 Tételének megforditasa
is igaz.

4.2.5. Tétel. Leqgyen H és K wvalds vagy komplex Hilbert tér. Egy T : H — K sirin
definidlt linedris operdtorra ekvivalensek:

i) T zart.

ii) T*T és TT* onadjungdlt operdtorok.
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Bizonyitds. Az (1)=(ii) implikaciot mar igazoltuk korabban. A (ii)=-(i) irAnyhoz tegyiik
fel, hogy T*T illetve TT* (pozitiv) 6nadjungalt operatorok. Vilagos, hogy ekkor T™ siirtin
definialt, vagyis T lezarhato, igy elegendé a domT = domT™** egyenlGséget igazolni.
Vegyiink ehhez egy tetszéleges z € dom T™* vektort. A 4.1.4 Tétel értelmében [ + T*T
sziirjektiv, igy létezik u € domT™T', amelyre z = v 4+ T*T'u teljesiil. Mivel 6nadjungalt
operatornak nem létezhet valodi onadjungalt kiterjesztése, igy fenndll a T**7™ = TT*
egyenlgség. Masrészt T*Tu = z — u € dom T** is teljesiil, amibd&l kapjuk, hogy

Tz =T"(u+T"Tu) =Tu+ (T"T")Tu=Tu+ (TT*)Tu

egyenlGség. Ismét a 4.1.4 Tétel alapjan létezik v € domTT*, hogy T*z = v + TT*v.
Ebbdl, és az el6z6 egyenlGségbdl kapjuk, hogy

O=v+TTv—(Tu+TT"Tu) = (v—Tu)+TT* (v —Tu) = (I +TT")(v — Tu).

Kovetkezésképp, v — Tu = 0, vagyis z = u + T*Tu = u + T*v. Itt v € domT, és
v € domTT™* miatt T*v € dom 7', ami azt jelenti, hogy z € dom T O]
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