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Szinezési feladatok végtelen grafokon

Bevezetés

E dolgozat vizsgélodasanak targya a grafszinezések néhany fajtajanak és az azok-
hoz kapcsolodo paramétereknek a végtelen grafokra valo altalanositasa. ElsGsorban
arra vagyunk kivancsiak, hogy ezekre az altaldnositasokra mennyire érvényesithe-
t6k a véges esetben ismert tulajdonsigok.

A 2-6. fejezetekben a nagy kromatikus szamu grafokba bedgyazhat6é és nem
bedgyazhato részgrafokra Osszpontositunk. Tobbek kozott Erdés, Rado, Hajnal
és Galvin néhany fontos eredményét mutatjuk be a témaban, nagy hangsillyal a
sorozatszam alkalmazasaira.

Az utolso két fejezetben tovabbi két szinezési paraméter végtelen valtozatanak

néhany alapvets tulajdonsagaval foglalkozunk.
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1. Alalanos jel6lések és konvencidok

ON-nel jeldljiik a rendszamok osztalyat. Minden rendszamot a néala kisebb rend-
szamok halmazaként értelmeziink.

Init(a)-val jeloljik az o szamossag kezdérendszaméat, vagyis a min{j € ON :
|7] = a} rendszamot. A kezdérendszamok osztalyat nem azonositjuk a szamossa-
gokéval.

[A]*-tel jeloljiik az A halmaz feletti valodi rendezetlen parok halmazat, vagyis
az {{z,y} € A:z # y} halmazt.

P(A) jeloli az A halmaz hatvanyhalmazat.

24val jeloljiik az {f : A — {0,1}} halmazt. Ha s szamossag, akkor |2|-et
egyszertien 2"-val jeloljiik.

Graf alatt olyan (V, E) rendezett part értiink, ahol V' tetszéleges halmaz, és F
a [V]? tetsz6leges részhalmaza.

V(G)-vel jeloljiik a G = (V, E) graf csicshalmazat, vagyis a V' halmazt.

E(G)-vel jeloljik a G = (V, E) graf élhalmazat, vagyis az E halmazt.

G|s-sel jeloljiik a G graf S C V(@) csucshalmazon feszitett részgrafjat, vagyis
azt a G’ grafot, amire V(G') = S és E(G') = {{z,y} € E(G) : z,y € S}.

L(G)-vel jeloljik a G graf élgrafjat, vagyis azt a (V', E') grafot, amiben V' =
E(G) és B ={{{z,y}.{v. 2}} : {w,y} € E(G) ANy, 2} € E(G) A # 2}

Egy (V,E) graf szinezése alatt olyan ¢ : V. — A fiiggvényt értiink, ahol A
tetszbleges halmaz, és minden {u,v} € E-re c¢(u) # c¢(v). Néha rendszamokkal
szineziink és a ¢ : V — ON jeldlést hasznaljuk.

X(G)-vel jeloljiik a G graf kromatikus szaméat, vagyis a min{|im c| : ¢ szinezése G-nek}
szamossagot. Minden olyan c szinezést, amin a minimum felvétetik, G' optimalis
szinezésének neveziink.

N(v) = Ng(v)-vel jeloljiik a v cstcs szomszédsagat a G grafban, vagyis a
{w e V(G) : {v,w} € E(G)} halmazt.

degv = deg v-vel jeldljiik az | Ng(v)| szamossagot.

Kiilén figyelmeztetés nélkiil, lényegében mindig hasznélni fogjuk a kivalaszta-
si axioméat. Ennek az az oka, hogy a kivalasztasi axiéma nélkiil a szamossagok
osztalyanak jolrendezettsége sem bizonyithatd, amire az altalunk vizsgalt Osszes

szinezési paraméter definicidja tdmaszkodik.
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Galvin és Komjath bizonyitotta, hogy ezt a problémét nem lehet megkeriilni:
a kromatikus szam létezésébdl a kivalasztéasi axioma bizonyithato is a ZF-ben [11].
A bizonyitas lényege, hogy tetszéleges A halmazra vesziink egy olyan b € ON-t,
ami nem injektalhato A-ba (ennek létezését itt nem bizonyitjuk), és tekintjiik a
G = (Axb, {{(z1,y1), (x2,y2)} : 1 # w2 A1 # y2}) grafot. A kivalasztéasi axioma
hijan minden x és A szdmossagra a k < X kifejezést gy definidljuk, hogy létezik
Kk — A injekcio. Tegyiik fel, hogy x(G) létezik. Ekkor x(G) < |A] és x(G) < |b]
(hiszen (z,y) — x és (z,y) — y egyarant szinezése G-nek), de mivel nincs b — A
injekcio, igy x(G) < |[b]. Tehat van olyan k € ON, hogy |k| = x(G), és igy létezik
c¢: A xb— k szinezése G-nek.

A skatulyaelv szerint minden a € A-ra van olyan ¢ € k, amit ¢ legalabb kétszer
felvesz {a} x b-n. Igy az a h : A — k fiiggvény, ami minden a-hoz a (rendszamren-
dezés szerint) legkisebb ilyen i-t rendeli, egy joldefinialt fiiggvény. h injektiv, mert
indirekte, ha lenne olyan x1,xs € A, x7 # x5, amire h(x1) = h(xy), akkor lenne
olyan y11, %12, Y21, Y22 € b, hogy y11 # Y12, Yo1 7 Y22 €8 C({x1,y11}) = C({Il, Z/lz}) =

c({w2,y21}) = c({72,y22}), de mivel vagy yi1 # yz1 vagy yin # Y teljesiil, igy G-
nek lenne c szerint egyszint éle, ami ellentmondas. im h jolrendezett, és (hliy, )"

ezt a jolrendezést atviszi A-ra.
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2. Nem kotelez6 részgrafok

Kezdésképpen bevezetiink egy grafokon értelmezett transzforméciot, amit rogton
fel is hasznalunk néhany, a végtelen kromatikus szam nemtrivialitdsara utalo tétel
bizonyitasdhoz. ElGszor is minden halmazon rogzitsiink egy ,standard” linearis
rendezést; ez példaul az adott halmaz egyik jolrendezése is lehet, de mindegy, mit

valasztunk; csak ahhoz kell, hogy az alabbi definicié egyértelmii legyen.

2.0. Definicio: Legyen G tetszéleges graf, és < a V(G) standard linearis
rendezése. Ekkor Hg-vel jeldljiik azt a grafot, melynek csticshalmaza E(G), élei
pedig azok az {{z,y}, {y, z}} parok, amelyekre {z,y},{y, 2} € E(G) ész <y < z.

2.1. Lemma (Galvin [1]): Minden x végtelen szamossagra é¢s G = (V, E)
grafra x(Hg) < k pontosan akkor, hogyha x(G) < 2~.

Bizonyitas: Jeldlje < a V standard linearis rendezését. Legyen ¢ : ' — Kk a
He egy szinezése, és vegyiikacd : V — P(k), v {c({v,w}) : {v,w} € E, v < w}
fiiggvényt. Ez szinezése G-nek, hiszen ha lenne olyan {z,y} € E, =z < y, hogy
d(z) = d(y), akkor kellene lennie olyan {y, z} € E, y < z parnak, ami {z, y}-nal
azonos szint kapott c-t6l, ami lehetetlen, mert ezek a parok szomszédosak H-ben.

A masik iranyhoz legyen d : V. — 25 = {u : k — {0,1}} a G egy szinezése.
Ekkor minden {z,y} € E, © < y parhoz van olyan k,, € r, hogy (d(x))(ks,) #
(d(y))(kzy). Definidljuk a d' : E — x x {0, 1} fliggvényt gy, hogy minden {z,y} €
E, x <y parra d'({z,y}) = (kuy, (d(2))(ksy)). Ez a d’ szinezése H-nek, mert
ha valami {z,y},{y,2} € E, © < y < z parokra d'({z,y}) = d'({y,z}) allna,
akkor az els6 komponensekre kapnank, hogy k,, = k,., amib6l kévetkezne, hogy
(d(x))(ksy) = (d(y))(kzy), ami ellentmond k,, definicidjanak. |

Az egyik probléma, amit ennek a lemmanak a hasznélatéval vizsgalhatunk, a
kovetkez6. Konnyen megmutathato, hogy egy végesen szinezhetd graf minden, a
sajat kromatikus szaméanal kisebb v szdmossagra tartalmaz y-kromatikus feszitett
részgrafot (ilyen példaul egy tetszéleges optimélis szinezésben barmely ~ darab
szinosztalyt kivalasztva az azok unidjan feszitett részgraf). Az Erdds—de Bruijn-
tétel alapjan ugyanez igaz minden Ny kromatikus szami grafra is, és ugyanebbdl a
tételbosl Ny kromatikus szamu grafokra is konnyen megmutathato, hogy tartalmaz-

nak No-kromatikus feszitett részgrafot. Meglep6 modon azonban a sornak itt vége
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szakad: ennél nagyobb kromatikus szamokra ez a — rdnézésre talan nyilvanvalonak

tlin6 — kijelentés nem is feltétleniil igaz.

2.2. Hipotézis: Minden G grafra és v szamossagra, ha x(G) > -, akkor G-nek

van olyan feszitett részgrafja, aminek pontosan v a kromatikus szama.

Ezt a hipotézist az imént bevezetett He transzformécio segitségével tamadjuk

meg.

2.3. Tétel (Galvin): A 2.2. hipotézis sziikséges feltétele, hogy barmely A\ < p
végtelen szamossiagok esetén 2% < 2 alljon fenn.

Bizonyitas: Legyen V olyan halmaz, hogy |V| > 2#  és legyen G a V csics-
halmaz feletti teljes graf. Ekkor persze x(G) > 2, tehat a 2.1. lemma alapjan
x(Hg) > p. A 2.2. hipotézis szerint van olyan E C [V]?, hogy x((Hc)lg) =
x(Hwv,p)) = p > A. De akkor, megint a 2.1. lemmat hasznélva, 2# > x((V, E)) >
27, |

Ennek kapcsan megemlitendd, hogy Easton 1970-ben bebizonyitotta, hogy a
2.3. tételben megfogalmazott sziikséges feltétel, az in. gyenge dltaldnositott konti-
nuumhipotézis (sok mas hasonlo allitassal egyetemben) konzisztens modon tagad-
hato a ZFC-ben [5].

Komjath 1988-ban azt a még erésebb patologiat is bizonyitotta [6], hogy egy 7-
nal nagyobb kromatikus szamu grafnak nem feltétleniil van y-kromatikus részgrafja
— feszitett vagy sem. Mas széval a kromatikus szdm nemcsak a csicsok, de még
az élek elhagyasara sem viselkedik ,folytonosan”.

A 2.1. lemma egy masik nemtrivialitési tulajdonsag bizonyitasdhoz is felhasz-
nalhato. Sok konstrukcié ismert olyan véges graf elGallitdsara, melynek a kroma-
tikus szama tetsz6legesen nagy természetes szam, és nem tartalmaz haromszoget.
Igy a diszjunkt vagy egymasba skatulyazott uni6 hasznalataval Rg-ra is kénnyid
talalni ilyen grafokat. Ez magasabb szadmossagokra is altalanosithaté az alabbi

modon:

2.4. Tétel: Minden x szamossighoz létezik olyan haromszogmentes X graf,
hogy x(X) > k.

Bizonyitas: Feltehetd, hogy x > Ny. V megint legyen egy 2"-nal nagyobb
szamossagi halmaz, és G a V feletti teljes graf. Legyen X = Hg. Egy Ps it

(avagy cseresznye) Hg-ben az alabbi harom alak egyikében irhato fel:
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(1) {a,b}, {b,c}, {c,d}, ahola <b<c=<d,
(2) {a,b}, {b,c}, {b,d}, ahola <b<césb=<d,
(3) {a,c}, {b,c}, {c,d}, aholb<c<désa=<-c.

(< itt a V standard linearis rendezése.)

Az (1) esetben az elsG csiics nem lehet Gsszekotve a harmadikkal, a (2) esetben
a masodik csics nem lehet Gsszekotve a harmadikkal, a (3) esetben az elsd cstics
nem lehet 6sszekotve a mésodikkal.

Tehat X haromszogmentes. Masfelsl x(G) > 2%, ezért a 2.1. lemma értelmében
X(X) > k. [

Ez tovabb altalanosithaté véges sok paratlan kor elhagyasara, ugyanis:

2.5. Allitas: Ha n € ZT-ra G nem tartalmazza a Cs,Cs, ..., Coyyq kOTok
egyikét sem, akkor Hs nem tartalmaz Cs,,, 3 kort.

Bizonyitas: Legyen K egy Cy, 3-mal izomorf részgrafja He-nek. Jeldlje < a
V(G) standard linearis rendezését, és rendezziik K csucsait az {1, v1}, {za, y2}, . . -,
{Ton+3, Yons3} sorozatba gy, hogy minden i-re z; < y;, és az 1, s, ..., Toptg SO-
rozat = szerint monoton nové legyen (ezt megtehetjiik). Ekkor K minden {x;,y;}

csicsa az alabbi harom tipus egyikébe tartozik:

(1) {z;,y:} két, a sorozatban utana kovetkezs cstccsal szomszédos K-ban.

(2) {wi, vy} két, a sorozatban el6tte 1évs cstcesal szomszédos K-ban.

(3) {x;,y;} a sorozatban egy utana és egy el6tte levs csicesal szomszédos K-ban.

(1) tipust csucsbol ugyanannyi kell legyen, mint (2) tipusa csicsbol, kiilonben
nem érnénk korbe. {xy,y;} mindig (1) tipust, tehat a (3) tipust csicsok szama
egy 2n + 3-nal kisebb paratlan szam. A (3) tipust csicsok masfel6l olyan élei
G-nek, melyek egy 2-regularis grafot alkotnak G-ben. Egy 2-regularis véges graf
diszjunkt korok unioja, és esetiinkben legalabb egyikiiknek paratlan sok csticsbol
kell allnia. |

Legyen megint adott egy s szamossag, és V' ezittal legyen olyan halmaz, hogy

V| > 2% . Mar lattuk, hogy G = (V, [V]?)-re H¢ haromszdgmentes, és nem

n-szer
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K
Zz 7” 2 z M 7” yd z 2. z M 2 A
szinezhets 22 szinnel. Ekkor viszont Hy,, az el6z6 &llitas szerint haromszog-
—

(n-1)-szer
K

és Otszogmentes, és nem szinezhets 92" szinnel. Ezt folytatva végiil kijon, hogy

(n-2)-szor

Hu, ~ nem tartalmazza a Cs, Cs, . .., Co,qq kOrck egyikét sem, és nem szinezhetd
o
———

n-szer
k szinnel. Az alabbi kovetkeztetésre jutottunk tehat.

2.6. Kovetkezmény: Minden x szamossagra és n természetes szamra van
olyan X graf, hogy x(X) > k, és X-nek a C3,C5, ..., Cy,4 3 korok egyikével sincs

izomorf részgrafja. [ |
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3. A sorozatszam

A kovetkezd fejezetekben gyakran lesz sziikségiink a sorozatszam hasznalatara. Ezt
a fogalmat Erdés és Hajnal vezette be, eredetileg a [3]/5.5. tétel bizonyitasara,

melyrél egy késébbi fejezetben részletesen is sz6 lesz.

3.0. Definici6: A G graf sorozatszama alatt azt a legkisebb A szdmossagot
értjiik, amire van V' (G)-nek olyan < jolrendezése, amiben minden csucs szigortan
kevesebb, mint A szamu korabbival van Osszekotve, vagyis Vo € V(G) : {w €
N(v) : w < v}| < A. Ekkor azt mondjuk, hogy =< tant G sorozatszdméara (vagy
arra, hogy az legfeljebb \). G sorozatszamat Col(G)-vel jeloljiik.

Megemlitendd, hogy G minden G’ részgrafjara Col(G) > Col(G’), vagyis a soro-
zatszam a kromatikus szdmhoz hasonl6éan monoton névG paraméter. Ez egyszertien
abbol kévetkezik, hogy egy jolrendezett halmaz minden részhalmaza ugyanazon
rendezés megszoritasaval jolrendezett, illetve hogy élek elhagyésa nyilvanvaléan
nem novelheti egy graf sorozatszamat.

A sorozatszam egy masik egyszeri tulajdonsaga, hogy Col(G) < |[V(G)| min-
den G grafra; tand erre a csiicsok minden olyan jolrendezése, aminek a tipusa
Init(|V(G)]).

Bizonyitunk egy harmadik, nagyon fontos relaciot is:

3.1. Tétel: Minden G grafra x(G) < Col(G).

Bizonyitas: Legyen < a G cstcsainak olyan jolrendezése, ami tania Col(G)-re.
Transzfinit rekurziot alkalmazva G-nek a =< kezdészeletein feszitett részgrafjaira
konstrualjuk meg a ¢ : V(G) — ON szinezést.

I. Ha G az iires graf, az iires fiiggvény jo szinezés, egyébként az iop = min< V(G)

csucsra legyen c(ig) = 0.

II. Legyen i € V(G), és tegyiik fel, hogy G-nek a |«,i] = {j € V(G) : j < i}
kezdGszeleten feszitett G|y ;) részgrafjat mar kiszineztiik, vagyis hivatkozha-
tunk a clj4 : |+,i — ON fiiggvényre, amely szinezése G| j-nak. Ezt
akarjuk kiterjeszteni az i cstcsra, hogy a kapott fiiggvény szinezése legyen

a |<—,i"]-on feszitett részgrafnak (it az i rakovetkezGje V(G)-ben < szerint).

i™ kevesebb, mint Col(G) szamu |<—,i|-beli cstcesal van Osszekotve; jellje

ezek halmazat N. Ha im(c|ny) = im(c|j ), akkor c(i*) legyen a legkisebb
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olyan rendszam, ami nincs im(c|j ;)-ben. Ha viszont im(c|y) valodi részhal-
maza im(c|j ;)-nek, akkor ¢(i*) := min (im(c|j— ) \ im(c|n)). A kiterjesztés

mindkét esetben szinezése lesz G|j ;+-nak.

III. Ha V(G) > | # io limeszpontja V(G)-nek = szerint, és minden V(G) >
i <y [ cstcsot kiszineztiink, azaz hivatkozhatunk a cfj; : [<,{[ = ON
fliggvényre, akkor elGszor is ramutatunk, hogy ez a fliggvény szinezése az
4=, [ kezdsszeleten feszitett részgrafnak, mert minden i,j € V(G)-re i,j €
<, 4] vagy 1,7 € ]+, j], tehat ha c rossz lenne, mar korabban el kellett volna

romlania.

A Kkiterjesztés ezek utan ugyanaz, mint a II. esetben: legyen az [-lel szom-
szédos korabbi cstcsok halmaza N; ha im(c|y) = im(c|jy), akkor c(l) le-
gyen a legkisebb im(c|j)-ben nem szerepls rendszdm, egyébként legyen
min (im(c|jy) \ im(c|y)). Lymodon a |« []-en feszitett részgraf egy szine-
zését kapjuk.

Az igy definialt ¢ fiiggvény a rekurzidéban elrejtett transzfinit indukcidé értel-
mében szinezése G minden = szerinti kezd&szeleten feszitett részgrafjanak, igy
maganak G-nek is, hiszen barmely él végpontjai egyiitt szerepelnek valamelyik
kezdGszeletben.

Mivel minden, a szinezésben felhasznalt o rendszamhoz tartozik egy v, cstcs,
ami olyan, hogy N, := N(v,) N ]+, v,[ jeldléssel |N,| = «, igy

xX(G) < |sup{a:a€imc}| <sup{|a|” :a € imc} <sup{|N,|T:a €imc} < Col(G). W

Megjegyezziik, hogy tetszéleges A > N, szdmossagra K ) sorozatszdma A, mi-
vel A egy jolrendezésében az elemeket két A\ méreti particiora felosztva legalabb
az egyik particio kofinalis lesz, aminek igy példaul minden p < A-ra van olyan
eleme, ami a masik particio els§ pu darab csiicsinak mindegyikénél nagyobb. (Az
egyenldséget pedig a csiicsok szdma garantalja.) Igy a sorozatszamot még az Gsszes
paratlan kor elhagyésa sem tudja korlatozni, ami a kromatikus szamroél persze nem
mondhato6 el.

Bar az el6z6 példabol lathatéan egy graf sorozatszama elvileg akdrmennyivel
meghaladhatja annak kromatikus szamat, altalaban annal konnyebben lehet feliil-

r6l becsiilni. Erre méar most mutatunk is egy példat.
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3.2. Definicié: Legyen (H, <, ) linearisan rendezett halmaz, V pedig H-beli
intervallumok egy halmaza. Ekkor azt a G = (V, E) grafot, melyre {i,j} € £ <
i,j € VANiNj # 0, intervallumgrafnak nevezziik H felett.

3.3. Definicié: Minden G grafra jeldlje w(G) a legkisebb olyan szamossagot,
hogy G minden C klikkjére |V (C)| < w(G). Ezt G klikkszamanak nevezziik.

3.4. Allitas: Legyen (H, < ) jolrendezett halmaz, G pedig intervallumgraf H
felett. Ekkor Col(G) < w(G)™.
Bizonyitas: Legyen <; a GG cstcsainak egy tetsz6leges jolrendezése, <, pedig

a G cstcsainak olyan rendezése, hogy i,j € V(G)-re
1 <97 (rgini <, rginj, és egyenlGség esetén i <p j).
>~H >~H

Ez egy jolrendezés V (G)-n: részbenrendezés, linearis, és V(G) barmely nemiires

S részhalmazara
{i€S:(Vje S mini <, minj)} #0,
<m <H

tehat e halmaznak van <; szerint legkisebb eleme, ami igy S legkisebb eleme <,
szerint.

Legyen v € V(G). v-be minden <, szerint korabbi intervallum balrél metsz
bele, ezért amik belemetszenek, paronként (sét, egylittesen is) metszik egymaést,
azaz klikket alkotnak G-ben. Tehat <, tana arra, hogy Col(G) < w(G)*. |

Kényelmesebb az imént hasznalt Osszetett jolrendezés konstrukcidjat altalano-

san is kimondani, mert a késgbbi fejezetekben még szamtalanszor hasznalni fogjuk.

3.5. Lemma: Adott az A halmaz, a (B,=<,) jolrendezett halmaz, és az
Ay, ..., A, diszjunkt, az A-t particionalo halmazok (r € ON). Jeloljiikk minden
x € A-ra az x-et tartalmazo particié indexét A(x)-szel. Legyen f: A — B olyan
fiiggvény, hogy minden z,y € A-ra f(z) = f(y) = A(x) = A(y), és minden
1 < r-re legyen =; az A; egy jolrendezése.

Legyen <, olyan relaci6 az A-n, hogy minden z,y € A-ra
r =2,y <= (f(z) 25 f(y), és egyenldség esetén z <, y).

Ez a <, relacié egy jolrendezés A-n.
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Bizonyitas: ElGszor ellendrizziik, hogy <, tényleg részbenrendezés.

Reflezivitds: f(x) =, f(x), és x <, =, tehdt x =, .

Antiszimmetria: © <, yANy 2, v = f(z) =, fly) A fly) 2, flz) =
f@)=[fly) = z=2,,y \y32,,T = =y

Tranzitivitds: Ha x <, y <, z, akkor f(z) 2, f(y) =, f(2), azaz f(x) <,
f(2). flx) <, f(z) esetén x <, z. Tegyiik fel, hogy f(z) = f(z). Ez esetben
f(z) = fly) = f(2), ezért A(x) = A(y) = A(z) és x = U Daw % Vagyis T <, 2.

Ellenérizziik <, teljességét is. Legyenek z,y € A. Tudjuk, hogy a f(z) <, f(y),
flz) = fly), f(z)>, f(y) esetek pontosan egyike &ll fenn. Az elsé esetben
x <, vy, az utolsoban = >, y automatikusan kovetkezik. Ha f(x) = f(y), akkor

xjA(z)yeseténxjAy, x -

y esetén pedig z =, y teljesiil.

A(z)

Utoljara a jolrendezettségi tulajdonsiag maradt. Ha () £ S C A, akkor
Ks:={a€S:(VxeS: f(x) =, fla)} #0,

hiszen I3min<, {f(s) : s € S} = k, és Kg = (k). Ebb6l az is latszik, hogy
az egész Kg egyetlen A, particié részhalmaza. m := min<, Kg = min<, S, mert
minden s € S-re f(m) =, f(s), és ha ezek egyenléek, akkor s € Kg, tehat m =<, s,
igy m =, s.

Ezzel belattuk, hogy <, jolrendezés. |

Ennek a lemmanak két specialis esete van. Az egyik, amikor r = 1, és ekkor
egy olyan jolrendezést krealtunk, amire nézve f monoton né. A maésik, amikor
f(z) = A(z) minden x € A-ra, és ekkor egyfajta transzfinit rendszamosszeget

kapunk. Két particié esetén az alabbi roviditést fogjuk hasznalni:

3.6. Definicié: Legyenek (A, <) és (B, <,,) diszjunkt jolrendezett halmazok.
(A, <,)+ (B, =, )-vel jeloljiik azt a (C, <) jolrendezett halmazt, ahol C' = AUB,

és minden x,y € C-re

vagy x,y € Aésx <, vy,
T2,y = (vagy x,y € Bésax <, y,

vagy v € Aésy e B.
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4. A haromszogmentességrol bévebben

Bar a 2.4. tételben barmely s szdmossigra lathattunk olyan grafot, aminek x-
nal nagyobb a kromatikus szama, azonban a konstrualt graf rendje még 2%-nél is
nagyobb volt. Felmeriilhet tehat a kérdés, hogy van-e tetszilegesen nagy harom-
szogmentes graf, ami nem szinezhets a rendjénél kevesebb szinnel. Egy alternativ

modszer segitségével ilyenre is adhato (ZFC-vel konzisztens) példa.

4.0. Tétel (Erd6s—Rado [2]): Legyen k > N, reguléris szamossag. Ekkor
van olyan haromszogmentes I' graf, melynek pontosan x a kromatikus szdma.
Tovabba, ha k erds limeszszamossag is, akkor |V(I')| = k.

Bizonyitas: Rogzitsiink egy végtelen regularis s-t, és legyen k = Init(k).
Minden j < k rendszamra megkonstrudljuk a I'; grafot a kovetkezd transzfinit

rekurzidval:
I. 'y legyen az iires graf.

II. Ha j = i + 1, képezziik I';-t a I'; grafbol a kovetkez6 cstcsok és élek hoz-
zavételével. Minden I';-beli, k-nal szigorian kisebb szamossagn fiiggetlen A
csucshalmazra legyen v(A, j) egy 1j cstcs, amit Osszekotiink A minden ele-

mével. (A lehet az iires halmaz is.) Mas modositast nem hajtunk végre.
III. Ha j > 0 limeszrendszam, legyen V(I';) = U,; V(I'), és E(I';) = U,; E(T).

Ekkor I' =Ty jo lesz.

Egyszerti transzfinit indukcioval belathaté, hogy I' haromszogmentes; meg fog-
juk mutatni, hogy x(I') > k. Indirekte tegyiik fel, hogy x(I') < &, és legyen h a
X(I') kezdérendszama. Ekkor tehat van olyan c szinezése I'-nak, hogy ¢ : V(I') — h.
Transzfinit rekurzioval definidljuk minden j < k rendszdmra az L; halmazt és r;

rendszamot:
I. Legyen ry = 0.

II. Barmely j < k rendszamra legyen L; olyan halmaz, ami az aldbbi harom
tulajdonsigra nézve maximalis:
(1) L; c V(I A V(T
(2) L, fiiggetlen I'-ban
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(3) Vo,w € Lj : v # w = c(v) # c(w)

Minden, ilyen tulajdonsidgokkal bir6 csticshalmazokbdl 4116 lanc unidja is ilyen
tulajdonsagi, igy a Zorn-lemma szerint ilyen L; létezik. (Az alaphalmaz
nemiires, hiszen példaul {v(0,r; + 1)} eleget tesz a feltételeknek.) (3) miatt
|L;| < |x(D)]|, tehat |L;| nem kofindlis k-ban az indirekt feltevés szerint. Igy
van olyan r < k rendszam, hogy L; C V(I',). Legyen r;;; egy ilyen r.

III. Ha 0 < j < k limeszrendszam, r; := sup{r; : i € ON,7 < j}. Mivel j nem
kofinélis k-ban, r; < k itt is teljestl.

A rekurzi6 egyenes kivetkezménye, hogy tetsz6leges i < j < k rendszdmokra
r; < k,ri <rjés Ly C V(L) \V(I)). Valamint minden j < k-ra létezik az
vy =v(Lj,r;) € V(I') \ V(I',,) estics, ugyanis |L;| < .

Az indirekt feltevés szerint vannak olyan a < b < k rendszamok, melyekre
c(zq) = c(zp). Ekkor zy, ¢ L, hiszen z;, € V(I')\ V(I,,), ami diszjunkt V/(I',,,,) D
L.-tol. Legyen L = L, U {x}; ekkor az eddigiek alapjan L C V(') \ V(T',,).
Megmutatjuk, hogy (2) és (3) is teljesiil L-re, ami ellentmond L, maximalitasanak,
igy az indirekt feltevésnek is.

Tegyiik fel, hogy L nem fiiggetlen I'-ban, vagyis van olyan v(Y,y) € L,, hogy
{ap, v(Y,y)} = {v(Ly, ), v(Y,y)} € E(T'). Ez vagy gy lehet, hogy v(Y,y) € Ly,
vagy ugy, hogy x, € Y. Az els6 ezek koziil nyilvan képtelenség, mert L,-k paron-
ként diszjunktak. A masodik szintén nem fordulhat eld, mert x, € V/(I') \ V/(T',,),
ami diszjunkt V(I',,) D Y-tol. Tehat (2) teljesiil L-re.

c(xp) = ¢(x,) nem szerepelhet im(c|, )-ban, mert x, dssze van kotve L, minden
csticsaval. Mas szoval (3) is igaz L-re, amibdl megkaptuk a kivant ellentmondést.

A x(T') < k irdnyhoz azt az erdsebb éllitast bizonyitjuk, hogy Col(I') < k. Eh-
hez gy fogjuk rendezni a csticsokat, amilyen sorrendben definidltuk dket. Forma-
lisan a kovetkez6képp jarunk el: legyen <; a I" csticsainak egy tetszéleges jolrende-

zése, <, pedig a csticsoknak az a rendezése, hogy minden v(A, i), v(B, j) € V(T')-ra
V(A1) <y v(B,j) < (i <j, és egyenldség esetén v(A, i) <; v(B,7)).

Ez a 3.5. lemma miatt jolrendezés V(I')-n, és a I' konstrukciojahoz hasznalt
tanszfinit rekurzio szerint tant arra, hogy Col(I') < k, igy az el6z6ek alapjan
fennall, hogy x < x(I') < Col(I') < k.
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Végezetiil, ha x erés limeszszamossag, vagyis minden nala kisebb szamossag
hatvanyhalmaza is kisebb nala, akkor a kovetkez§ transzfinit indukcidval latjuk
be, hogy |V(I')| < k:

L |[V(Do)| =0 < &

II. Haaj < krendszamra |V (I';)| < &, akkor |V(I';11)| < |V(T;)|+|P(V(L)))| <
k, ahol az elsG egyenlGtlenség az ijjonnan hozzavett csicsok szamanak trivialis

fels6 becslésébdl, a masodik pedig k erds limeszszamossag voltabol kovetkezik.

III. Ha 0 < j < k limeszrendszéam, és minden i < j rendszamra |V ([';)| < &,
akkor V(I';) definicié szerint x-nal kevesebb darab x-nal kisebb szamossagu

halmaz unioja, tehat x regularitasa miatt |V (I';)| < k.

Tehat |V(T)| = |V(Ty)| < k% = k. Masfelsl |[V(I)] > |x(T)| = «, gy a tétel
utolso allitasat is bizonyitottuk. [ |

Megjegyzés: Az utolso allitasnal valojaban az is elég (bar itt nem bizonyit-
juk), hogy rk-nal kisebb szamossag hatvanyhalmaza soha ne legyen x-nal nagyobb.
Ez kevésbé szigorti kovetelmény: akkor is hasznélhato, ha nem feltételezziik tet-
sz0legesen nagy elérhetetlen szamossag létezését, és pl. az altalanositott kontinu-
umbhipotézis szerint nemcsak a limeszszamossagok, de minden végtelen szadmossag

is ilyen.
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5. Kotelez6 fokszamok

Mar lattuk, hogy a haromszogmentesség (sét, véges sok paratlan kortdl valo men-
tesség) nem korlatozza egy graf kromatikus szamat. A négyszogmentességrsl azon-
ban ugyanez nem mondhato el. Ezt f6leg azért fontos kiemelni, mert Erdgs 1959-
ben véletlen grafok hasznalataval bizonyitotta, hogy egy graf kromatikus szama és
girthparamétere egymaéstol fiiggetleniil tetszélegesen nagy véges szam lehet; késGbb
Hajnal mutatta meg, hogy ugyanez nem altalanosul nagyobb szidmossigokra.

A kovetkez6 fejezetekben a nagy kromatikus szamu grafok altal kdtelezGen

tartalmazott részgrafokat targyaljuk. A csillagokkal fogjuk kezdeni.

5.0. Definicié: A G nemiires grafra jelolje A(G) a sup{deg v : v € V(G)}

szamossagot.

5.1. Allitas (,Végtelen Brooks-tétel” [4]): Ha G nemiires graf, és A(G)
végtelen szamossag, akkor x(G) < A(G).

Bizonyitas: Azt a joval erGsebb allitast fogjuk bel4tni, hogy G minden kom-
ponense legfeljebb A(G) csticsbol all.

Induljunk ki egy tetszéleges v csucsbol, és legyen Sop = {v}. Tovabba minden
n > 0 egészre legyen S,, azon csicsok halmaza, melyek legfeljebb n hosszisagi
sétaval elérhetdk v-bol. Ekkor S = J)—, S, épp a v-t tartalmazo komponens
csucshalmaza. Minden n > O-ra |S,| < |S,_1| - A(G), tehét |S,| < [So| - A(G)" =
A(G). Vegiil, S megszamlalhato sok, legfeljebb A(G) szamossagi halmaz unioja,
fay 5] < A(G). .

Ebbdl lényegében ingyen megkaphatjuk, hogy a végtelen kromatikus index va-

lojaban nem igényel kiilon jeldlést:

5.2. Kovetkezmény (,,Végtelen Vizing-tétel”): Ha a G nemiires grafra
A(G) > Ny, akkor x'(G) = A(G) (ahol x'(G) avagy G kromatikus indexe alatt a
véges esethez hasonloan y(L(G))-t értjik).

Bizonyitas: Vilagos, hogy \/'(G) > A(G). A masik iranya egyenlGtlenség-
hez gondoljuk meg, hogy G minden éle legfeljebb A(G) masik éllel lehet szom-
szédos (s6t, ez minimalis felsé hatar). Ezért G élgrafjara, L(G)-re teljesiil, hogy
A(L(GQ)) = A(G), tehat az elz6 allitas értelmében x'(G) = x(L(G)) < A(L(G)) =
A(G). [ |
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Megjegyzés: Vizsgaljuk meg azt is, mi torténik, hogyha A(G) véges. Ekkor
a moho szinezési algoritmusbol adodik, hogy G minden véges részgrafja A(G) + 1
szinnel szinezhets, a (véges) Vizing-tételb6l pedig hogy minden véges részgraf
A(G) + 1 szinnel élszinezhetd, tehat az Erdgs—de Bruijn-tétel szerint x(G), x'(G) <
A(G)+ 1. Ezért persze x(G) vagy X'(G) végtelenségébdl azonnal kovetkezik, hogy
A(G) is végtelen.

Az 5.1. allitas éles abban az értelemben, hogy egy x kromatikus szamu grafnak
nem kotelezd akar egyetlen y vagy nagyobb foku csiicsot is tartalmaznia (felté-
ve, hogy x limeszszamossag vagy véges, mert kiilonben kotelezs). ,Majdnem” x

fokszamu cstucsbol azonban tobbnek is kell benne lennie.

5.3. Allitas: Ha G olyan graf, hogy x(G) > k > R, akkor G-nek van legalabb
kt darab legalabb s foku cstcsa.

Bizonyitas: Legyen A = {v € V(G) : degv > ™}, és tegyiik fel, hogy
|A| < k. Az 5.1. allitas miatt a V(G) \ A felett feszitett részgraf x-szinezhetd, A-t

pedig kiszinezhetjiik x darab 1j szinnel, ezzel G egy k-szinezését kapjuk. % |
Hasonlé mondhato el a sorozatszamrol is:

5.4. Allitas: Ha G graf, és & olyan szamossig, hogy Col(G) > w, akkor G
tartalmaz legalabb x szamu legalabb x foku cstcsot.

Bizonyitas: Legyen most A = {v € V(G) : degv > &}, és B := V(G) \ A.
Tegyiik fel, hogy |A| < k, és legyen <, illetve <, rendre az A illetve a B egy
tetszéleges jolrendezése. Ekkor (A, <,) + (B, <,) tant rd, hogy Col(G) < k. 7 W

Megjegyzés: Megforditva ez még akkor sem igaz, ha feltessziik, hogy G ssze-
fiiggs; példa erre ha k > 3-ra K, 1-ben minden élt egy P; uttal helyettesitiink.

Megjegyzés: Halin [8] és Komjath [9] bizonyitotta azt a végtelen esetben joval
erGsebb allitast, hogy ha Col(G) > k, akkor G tartalmaz K,-val topologikusan

izomorf részgrafot.
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6. Kotelezd teljes paros grafok

Mint korabban utaltunk ré, egy négyszogmentes graf kromatikus szama nem lehet
akarmilyen nagy (s6t, mar Ny sem). Erdds és Hajnal 1966-ban kozosen bizonyitotta
ennek egy altalanositasat, miszerint ha egy graf sorozatszama valamely § > N,
szamossagnal nagyobb, akkor abban a grafban minden véges n szdmosségra van
Kg+ ,-nel izomorf részgraf [3]. A tovabbiakban ezt az eredményt dolgozzuk fel.

Mindenekel&tt bevezetiink egy lezarasoperatort.

6.0. Definicio: Legyen G graf, T tetszéleges szamossag, és S C V(G). Azt
mondjuk, hogy az S halmaz 7-zart G-ben, ha G minden olyan csticsa, ami legaldbb

7 szami S-beli szomszéddal rendelkezik, maga is S-ben van.

6.1. Definicié: Minden G grafra, 7 szamossagra és S C V(G) csicshalmazra
jelolje Clos(S, G, 1) az S-nek a G-beli T-lezartjat, vagyis a minimalis S-et tartal-
maz6 7-zart csicshalmazt G-ben. Ez nem mas, mint az Osszes S-et tartalmazo

T-zart csticshalmaz metszete, ami maga is valoban 7-zart G-ben.
T6bb helyiitt segitségiinkre lesz a kovetkez6 egyszert halmazelméleti tény is:

6.2. Allitas: Ha (., C) halmazok egy tartalmazasra nézve jolrendezett rend-
szere, és a olyan szamosséag, hogy minden H € %-re |H| < «, akkor ‘UH€¢ H} <
a, s6t, | F| < a.

Bizonyitas: Feltehetjiik, hogy o > Ny. Legyen <; az A := |y, H halmaz

egy tetszoleges jolrendezése, és <oC A? olyan reldcio, hogy minden a,b € A esetén

(1) vagy van olyan H € % hogy a € H és b ¢ H,
a<yb <—
(2) vagy minden H € #-reac H < be H,ésa <;b.

<, jolrendezése A-nak a 3.5. lemma értelmében (ha a lemmaban f-fel jelolt
fiiggvényt annak a fliggvénynek valasztjuk, ami A minden eleméhez az 6t tartal-
maz0 legkisebb .%#-beli halmazt rendeli).

Vegyiik észre, hogy minden H € % kezdGszelete (A, <,)-nek. Legyen r =
typ(A, <). Tegyiik fel indirekte, hogy |r| > a'. Ekkor Init(a) + 1 < r, tehat
van (Init(a) 4 1)-gyel izomorf valodi kezddszelet (A, <,)-ben. Ezt a kezdGszeletet
lefedi valamelyik J € % kezd@szelet (hiszen ha egyik se fedné, akkor az uniojuk
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sem). Igy viszont |J| > «, ami ellentmondés. Tehat |r| < a. r-nek igy legfeljebb

a szami kezddszelete (eleme) lehet, amibdl azonnal kovetkezik, hogy |Z#| < a. B

6.3. Allitas: Legyen S a G graf csicsainak egy halmaza, és 7 tetszéleges

szamossag. Tekintsiik a kdvetkezd transzfinit rekurziot:
I. Uy:=5.
II. Uy :=U;U{v e V(G) : IN(v)NU;| > 7}.

III. Ha j limeszrendszam, legyen U; = {J,_; Ui.

Ekkor van olyan h rendszam, hogy minden j > h-ra U; = Uy, és erre a h-ra
fennall, hogy U, = Clos(S, G, 7).

Bizonyitas: Legyen h mondjuk a |V(G)|" kezdGrendszama, ekkor léteznek
olyan i < j < h rendszamok, hogy U; = Uj;, mert kiilonben a 6.2. allitasbol
kovetkezne, hogy |U,| > |V(G)|*, ami lehetetlen. Ez a h jo lesz, mert a rekurzio
mar -nél megallt.

Nyilvan U, 2 S. Uy, emellett 7-zart, mert minden olyan w € V(G) cstcs,
amelyre |N(w) N Uy| > 7, definicio szerint benne van Uy = Up-ban.

Végiil, ha FF C V(G) 7-zart, és F' O S, akkor transzfinit indukcioval belathato,

hogy F-nek minden U, részhalmaza. Igy U, valéban az S 7-lezartja. |

6.4. Allitas: Ha 7 < 8, akkor a 6.3. allitasban h = w is megfelel.

Bizonyitas: Ha v € V(G) olyan, hogy |N(v) NU,| > 7, akkor valasszuk ki
|IN(v)NU,| egy T elemt részhalmazat; nevezziik ezt R-nek. U, csak a korabbi U;-k
unidja, és R véges, ezért részhalmaza kell legyen valamelyik U,,, n < w halmaznak.

Ekkor viszont v € U, 1, tehat U, tényleg 7-zart. [ |

6.5. Allitas: Ha G graf, 6s S C V(G), és 7 < Ry < f3 olyan szamossagok, hogy
|S| < 3, és G-nek nincs K+ ,-val izomorf részgrafja, akkor |Clos(S, G, 7)| < .

Bizonyitas: A 6.3. allitdsban bevezetett Uj-k koziil a véges indextieken fogunk
végigmenni hagyomanyos indukciéval, és mindegyikrsl belatjuk, hogy |U;| < .

L |tol = IS] < 8.
II. Haj =i+ 1 <w, és |U;| < B, akkor legyen W; = U; \ U;. Tegyiik fel, hogy

|W;| > B*. Definidljuk minden 1 < n < 7-ra az u(i,n) csucsot az alabbi

bedgyazott rekurzioval:
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i. U;-be legalabb ST szamu él megy W;-bdl, igy a skatulyaelv szerint van
olyan U;-beli csuics, ami legalabb 81 szama Wi-belivel van osszekotve.

Legyen ez u(i, 1).

ii. Ha n < 7, és mar talaltunk olyan w(i,1),u(,2),...,u(i,n) € U; csi-
csokat, hogy |W; N N(u(i,1)) N N(u(i,2)) N...N N(u(i,n))| > B, ak-
kor az egyenl6tlenség bal oldalan 4ll6 metszetben minden csticsnak leg-
alabb 7 —n > 0 darab szomszédja van U; \ {u(i, 1), u(3,2),...,u(i,n)}-
ben, vagyis ezt a metszetet és U; \ {u(i,1),u(i,2),...,u(i,n)}-t még
mindig legalabb ST él koti dssze, tehat a skatulyaelv szerint van olyan
u € U\ {u(i, 1),u(i,2),...,u(i,n)}, hogy [W; N N(u(i, 1)) N N(u(i,2))N
...N N(u(i,n)) N N(u)| > BT. Legyen u(i,n + 1) ez az u.

Ezek az u(i, n) cstucsok, azok Wi-beli szomszédsagainak metszetével és a meg-
felels élekkel egyiitt, egy K, . grafot alkotnak G-ben, ahol p > . Eazt
megtiltottuk, ezért a feltevés, hogy |W;| > 7, téves volt, amibdl azt kapjuk,
hogy |U;] < B.

Tehat |U,| < Rof = S, és a 6.4. allitds miatt nem kell tovabbmenniink. [ |

A fejezet tovabbi részében rogziteni fogunk egy G grafot és egy ¢ : k — V(G)
bijekciot, ahol k a |V(G)| kezdérendszama. Rogzitjitk a 7 szamossagot is, aminek
egyelére nem mondjuk meg az értékét. Transzfinit rekurzidval definialjuk minden

J < k rendszamra a H; halmazt:

I. Hy:=0.

II. Ha j =i+ 1 < k, legyen H; = Clos(H; U{¢(9)},G, 7).
ITII. Ha 0 < j < k limeszrendszam, legyen H; = UK]. H;.

Emellett legyen minden j < k rendszamra G; = H;i1 \ H;. Ezek a Gj-k
paronként diszjunktak, s6t, particionéljak V(G)-t, mert V(G) = Hy = Uj<k G,

6.6. Allitas: Ha j < k rendszam, akkor Hjy m-zért. Ha 0 < [ < k limesz-
rendszam, akkor H; 71-zart.
Bizonyitas: H;.; definici6 szerint 7 zart. Az Allitds masodik felét abbol

kaphatjuk, hogy minden v € V(G)-re N(v) N H; = |J,.,(N(v) N H;), ezért ha
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minden i < l-re |[N(v) N H;| < 7, akkor N(v) N H, < 7+ (6.2. 4llitas), ellenkezd
esetben pedig v € H; 1 valami ¢ < [-re. |

6.7. Allitas: Ha 7 véges, és B > R, olyan szamossag, hogy G-nek nincs Kg+ -
val izomorf részgrafja, akkor |H;| < max{|j|, 5} fennall minden j < k rendszamra.

Bizonyitas: Transzfinit indukciéval bizonyftunk.
I |H)|=0<0+p.

IT. Haj =i+1 < k és |H;| < |i|+ 3, akkor |H;U{p(2)} < ||+ B, és mivel f7 <
(171 + B)*T, ezért a 6.5. allitas értelmében |H;| = |Clos(H; U {p(i)},G,7)| <
J|+ B

ITII. Ha 0 < j < k limeszrendszam, és minden ¢ < j-re |H;| < |i| + [, akkor az
alabbi két eset egyike érvényes:
(1) |j| > B, és igy H; felirhato |j| darab legfeljebb |j| szamossagn halmaz
unidjaként. Tehat |H;| < [j]* = |j| = |j] + B.
(2) |7] < B, és ez esetben H; el6all mint legfeljebb [ szamu legfeljebb 3
szamossag halmaz unidja. Az (1)-es esethez hasonléan |H;| < 2 = 3 =
il + 8.

Ezzel az allitast bizonyitottuk. |

6.8. Allitas: Col(G) < sup;, Col(Glg,) + 7.
Bizonyitas: Ha minden j < k-ra a G|g, sorozatszdmanak tantujat <j;-vel
jeloljiik, akkor az a <,C V(G)? relacio, ahol v € G;,w € G; cstcsokra

v<,w <= (i <j, és egyenldség esetén v <; w),

egy jolrenezése V (G)-nek, mivel G;-k particionaljak V (G)-t, igy teljesiilnek a 3.5.
lemma feltételei.

Minden j < k-ra G; minden u cstcsa kevesebb, mint 7+ darab Hj-belivel van
osszekotve (a 6.6. allitas ismeretében), a G;-beli, u-nal <; szerint kisebbek koziil
pedig kevesebbel, mint a Gj-n feszitett részgraf sorozatszama. G-k particionaljak
V(G)-t, ezért <, tant arra, hogy Col(G) < sup;_,(Col(G|g,) + 7). [ |

Most mar minden készen &ll arra, hogy bebizonyitsuk a fejezet elején igért
tételt.
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6.9. Tétel (Erdés—Hajnal): Ha [ végtelen szdmossag, n természetes szam,
és az X grafnak nincs K+ ,-nel izomorf részgrafja, akkor Col(X) < f.

Bizonyitas: (-t és n-t rogzitve transzfinit indukciot alkalmazunk V(X) sza-
mossagan. Ha |V (X)| < j, az allitas trivialis. Tegyiik hat fel, hogy |V (X)| = p >
B, és hogy minden p-nél kisebb rendd grafra igaz az allitas.

Ezen a ponton végre felfedhetjiik, hogy G valdjaban az egész fejezet soran az
X graf volt, és 7 egész végig n volt. Teljesiilnek a 6.7. allitas feltételei, vagyis
|H;| <|j| + / minden j < k rendszamra, s ezek szerint minden j < k rendszamra
|H;| < |k| = p. Mindez csak arra kellett, hogy megmutassuk, hogy |G;| < u
minden j < k-ra. Ez viszont azt jelenti, hogy a G|q, grafokra mar igaz az induktiv
feltevés, miszerint Col(G|g,) < B minden j < k esetén. A 6.8. allitast alkalmazva
kapjuk, hogy Col(X) = Col(G) < f, amivel megalkottuk a kivant indukciot. W
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7. Moho szinezések

A 3.1. tételt egy olyan szinezési algoritmussal bizonyitottuk, ami minden lépésben
a legkisebb elérhetd rendszammal szinez. E fejezet kiindulasi pontjaként megmu-
tatjuk, hogy ugyanez az algoritmus minden grafnak akar egy optimalis szinezését

is el§ tudja allitani, ha a csicsokat a megfelel6 modon rendezziik.

7.0. Definici6é: Legyen < a G graf csicsainak egy jolrendezése. Transzfinit
rekurzioval allitsuk el az m : V(G) — ON fiiggvényt ugy, hogy ha w € V(G), és

méar minden v < w cstcsra definialtuk m(v)-t, akkor
m(w) :=min{r € ON : (Ju € N(w) : u < w Am(u) =7)}.
Ezt az m fiiggvényt a G graf < jolrendezés szerinti moho szinezésének nevezziik.

Megjegyzés: Az elnevezés jogos: m konnyen lathatoan szinezés (ezt igazabol
a 3.1. tétel bizonyitasaban be is lattuk), és véges esetben nem tér el a moho szinezés

megszokott definicigjatol.

7.1. Allitas: Legyen c a G graf szinezése, ¢ : V(G) — ON. Ekkor van a G
csiicsain olyan =< jolrendezés, hogy ¢ monoton né =<-re nézve.

Bizonyitas: Minden ¢ rendszamra legyen J; = {v € V(G) : ¢(v) = i}, és
legyen =<; a J; valamely jolrendezése. Legyen < olyan relacio V(G)-n, hogy minden
v,w € V(G)-re

v 2w = (c(v) < c(w), és egyenlGség esetén v = () w).

A 3.5. lemma értelmében ez jolrendezés V(G)-n, és a definiciobol egyenesen

kovetkezik, hogy ¢ monoton né =< szerint. [ |

7.2. Allitas: Minden G grafra van V(G)-nek olyan <, jolrendezése, hogy az
aszerinti moho szinezés optimalis.

Bizonyitas: Legyen ¢ : V(G) — Init(x(G)) olyan szinezése G-nek, hogy
im ¢ = Init(x(G)). Legyen <, a V(G) olyan jolrendezése, amire ¢ monoton nd,
és legyen m a =<, szerinti moho6 szinezés. Ha belatjuk, hogy minden v € V(G)-re
m(v) < ¢(v), akkor készen vagyunk, mert ekkor im m C im ¢ (felhasznalva, hogy

im ¢ € ON). Ezt az egyenl6tlenséget transzfinit indukcioval bizonyithatjuk:
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I. Az iires grafra az allitas trivialis, kiilonben vy := min<, V(G)-re m(vy) = 0 =

(o).

II. Legyen vy # w € V(G), és tegyiik fel, hogy minden v <, w cstcsra m(v) <
¢(v). ¢ monoton né =, szerint, mas szoval minden v <, w-re c¢(v) < c(w).
Ezek szerint barmely u <, w-re ha m(u) = c¢(w), akkor c¢(u) = c(w). Ilyen u-
val tehat w soha nem lehet Osszekdtve, mert ¢ szinezés. Ekkor m definiciojat

felhasznalva m(w) < c(w).
Ez bizonyitja, hogy m optimalis szinezés. [

Kovetkezonek bizonyitjuk a [7]/1. tétel egy altalanositasat végtelen grafokra
(és véges esetben alternativ, némileg egyszeriibb bizonyitast adunk ra), miszerint
a moh¢ algoritmus altal hasznélt szinosztalyok szama mint a csdcsok jolrendezé-

seinek fiiggvénye két szélsGséges érték kézott minden szadmossagot felvesz.
7.3. Definici6é: A G graf Grundy-szaménak nevezziik a
sup{|im m| : m moho szinezése G-nek}
szamossagot. A Grundy-szamot I'(G)-vel jeloljuk.

7.4. Tétel: Minden G grafra és x(G) < u < I'(G) szdmossagra van V(G)-n
olyan =<, jolrendezés, hogy a <. szerinti moho szinezés pontosan u szint hasznal.

Bizonyitas: Harom esetet kiilonboztetiink meg.

1. eset: u > N,.

Legyen <; egy olyan jolrendezése V(G)-nek, hogy az annak megfelel6 moho
szinezés legalabb pu szint felhasznal. Legyen ez a moho szinezés c¢;. Figyelembe
véve, hogy im ¢; € ON, legyen ¢ = minc, {v € V(G) : ¢;(v) = Init(p)}, valamint
legyen U = {v € V(G) : ¢ <4 v}.

Ekkor x(G|y) < x(G), vagyis van G|y-nak olyan ¢y : U — ON szinezése, hogy
im ¢y C Init(x(G)). Legyen <, olyan jolrendezése U-nak, amire nézve co monoton
névs U-n, és legyen (V(G), =) = (V(G)\ U, <1)+ (U, <y).

Legyen m a G moho szinezése <, szerint. Minden v € V(G) \ U-ra m(v) =
c1(v), mert <; és =, megegyezik V(G)\ U-n, és mindkettd szerint kezdGszelet. Ha
w € U, akkor transzfinit indukcioval bizonyitjuk, hogy m(w) < Init(u) + co(w):
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I. vy :=ming, U-ra m(vy) < Init(u).

IT. Legyen vy # w € U, és tegyiik fel, hogy minden v € U, v <, w-re fennall
m(v) < Init(p)+ce(v). Ham(w) > Init(p)+co(w), az azt jelenti, hogy w Gssze
van kétve olyan u <, w csiicesal, amire m(u) = Init(u) 4 co(w). Ez az u csak
U-ban lehet, mert minden v ¢ U csticsra m(v) < Init(u). Tehat ¢y értelmezve
van u-n, és u <, w,{u,v} € E(G) miatt cy(u) < ca(w) (kihasznélva, hogy
c; monoton nd U-n =, szerint). Igy viszont m(u) > Init(u) + co(u), ami

ellentmond az indukcios feltevésnek. Tehat m(w) < Init(p) + co(w).

Mindebbdl az kivetkezik, hogy minden v € V(G)-re m(v) < Init(p)+Init(x(G)) <
Init(p) - 2, vagyis p végtelen volta miatt |im m| < p. Méasfeldl [im m| > p, mert
lim(m|venv)| = [im(ei|v@epw)| = p. Tehat <, olyan, amilyennek mondtuk.

2. eset: Van olyan p < n < N, hogy G-nek van pontosan n szint hasznalo
moho szinezése.

n szerint véges indukcioval megmutatjuk, hogy G-nek pontosan u szint hasznalo
moho szinezése is van. n = 0,1, 2-re az allitas trividlis. Tegyiik fel, hogy n > 3,
és hogy minden k£ < n szdmossagra igaz, hogy ha egy X grafnak van pontosan k
szint hasznalé moho szinezése, akkor minden x(X) < j < k egészre pontosan j
szinnel val6 moho szinezése is van.

Jeloljiik b-vel a G pontosan n szint hasznélé moho szinezését, és legyen <, a
b-t elgallito jolrendezés. Legyen Z = {v € V(G) : b(v) > 0}. Ekkor (b|z — 1)
moho szinezése G|z-nek a <, szerint, tehat G|z-nek van pontosan (n — 1) szint
hasznalo moho szinezése. Ha x(G|z) = u, akkor x(G) = p, és a 7.2. allitas szerint
van pontosan 4 szinnel valo moho szinezése G-nek. Maskiilénben x(G|z) < p—1,
s igy G|z-re teljesiil az indukcits feltevés, hogy van olyan <, jolrendezése Z-
nek, hogy a <, szerinti moho szinezés pontosan (u — 1) szinnel szinez. Ekkor
(V(G), =) =WV(G)\ Z, <p)+(Z, <,) j0 lesz.

3. eset: I'(G) > Ry és pu < N,.

Az 1. eset szerint van olyan d mohé szinezése GG-nek, ami pontosan Xy szamu
szinnel szinez. Ha bel4tjuk, hogy minden k természetes szdmra van G-nek olyan
moho szinezése, ami véges sok, de legalabb k szint hasznal, akkor visszavezethetjiik
a feladatot a 2. esetre.

Ilyen szinezést az 1. esethez hasonlé modszerrel tudunk alkotni: legyen <,
a d-t indukalo jolrendezés, és ¢ := minc,{v € V(G) : d(v) = Init(k)}. Legyen
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U={veV(G):v>4q}, és h olyan szinezése G|y-nak, hogy im h C Init(x(G)).
Legyen <, olyan jolrendezés, amire nézve h monoto ng, és legyen (V(G), =<,) =
(V(G)\ U, <)+ (U, <p). Legyen m a G <, szerinti moho szinezése.

Tudjuk, hogy |[im m| > k; kell még, hogy |im m| véges legyen. Ismét azzal
érveliink, hogy minden v € V(G)-re m(v) < Init(k) + h(v). v € U-ra ezt tudjuk,
U-ra pedig sz6 szerint ugyanazt a transzfinit indukciét hasznalhatjuk, mint az 1.

esetben, csak p helyébe k-t, co helyébe pedig h-t kell irnunk. |

Egy graf Grundy-szdma akarmennyivel nagyobb lehet annak kromatikus sza-
manal. Példa erre, ha tetsz6legesen nagy (A, <,) jolrendezett halmazra vessziik
azt a (V, F) grafot, ahol V = Ax {0,1}, és £ = {{(a,0), (b,1)} : a,b € ANa # b}
(ezek az Gn. koronagrafok). Ekkor az a <,C V? relacio, ahol x,y € A-ra és
i,7 € {0,1}-re

(x,i) =, (y,7) <= (z =<, v, és egyenlség esetén i < j),

a 3.5. lemma szerint jolrendezése V-nek, és transzfinit indukcidéval megmutathato,
hogy a =<, szerinti mohé szinezés minden (z,0), (z,1) € V cstcsot typ [+, z|
szintire szinez (a kezdGszeletet <, szerint értve), vagyis I'(V, E) > |A|, annak
ellenére, hogy (V, E') paros graf.

Nem lehet egyértelmiien egyenlGtlenséget felallitani a Grundy-szam és a soro-
zatszam kozott. Egyfelsl, mint azt mar lattuk, Col(K, ) = A minden A > Ny
szamossagra, holott egy teljes paros graf csicsainak barmely jolrendezése esetén a
moho algoritmus 2 szinnel szinez. Masfelsl a P, grafnak van 3 szint hasznalé moho
szinezése (ha a két végpontot szinezziik elgszor), mig Col(Py) = 2 (ha a végigjaras

szerint rendezziik a csucsokat).
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8. Irreducibilis szinezések

Ebben a fejezetben a moho szinezés fogalmanak egy altalanositésat fogjuk vizs-
galni: olyan szinezéseket, amelyeket nem lehet gy egyszertisiteni, hogy azonosi-
tunk két szint. Ezekre irreducibilis szinezésekként fogunk hivatkozni, bar az angol
szakirodalomban a complete coloring illetve complete homomorphism elnevezések

dominalnak.

8.0. Definicié: Egy G graf h szinezését irreducibilisnak hivjuk, ha minden
i,j € im h, i # j-re van olyan {v,w} € E(G), hogy h(v) =i és h(w) = j.

Megjegyzés: Az irreducibilis szinezés létezése valojaban ekvivalens a kiva-

lasztasi axiomaval, 1d. [11].

Minden moho szinezés irreducibilis. Megforditva ez persze nem igaz; vegyiik
példaul tetszéleges A halmazra azt a (V, E) grafot, ahol V = {(z,y) € A : z # y},
és B = {{(x,y),(y,x)} : x,y € ANz # y}. Ennek a grafnak irreducibilis szinezése
ac:V = A (z,y) — z fiiggvény, ami éppen |A| szint hasznal, masfelsl viszont
(V, E') minden cstcsa els6foki, igy a mohé algoritmus biztosan nem fog ketténél
tobb szint hasznalni a szinezéshez, akarhogy is rendezziik a csucsokat.

A 7.2, allitasbol mar tudjuk, hogy minden grafnak van optimélis irreducibilis
szinezése. Ez még intuitivabban lathatd az alabbi allitisbol, amire nemsokara

sziikségiink is lesz:

8.1. Allitas: Legyen c a G graf tetsz6leges szinezése. Ekkor van a G-nek olyan
h irreducibilis szinezése, hogy h minden szinosztalya elGall c-beli szinosztalyok
uniojaként.

Bizonyitas: Megtehetnénk, hogy iterativ médon 6sszevonunk szinosztalyokat
c-ben amig csak lehetséges, de ezt transzfinit sokszor kellene megismételniink, és a
végén nehéz lenne pontosan megadni, hogy mik legyenek a h szinosztilyai. Ezért
ehelyett a kovetkez6képpen jarunk el:

Legyen A = im ¢. Minden a € A-ra legyen J, = {v € V(G) : ¢(v) = a}.
Tekintsiik azt a H = (A, F) grafot, ahol minden a,b € A-ra {a,b} € F akkor és
csak akkor, ha van olyan v € J, és w € Jp, hogy {v,w} € E(G).

Legyen m a H egy tetszéleges irreducibilis szinezése (pl. egy moho szinezés), és
legyen h = m o c. Ez valoban szinezése G-nek, mert {z,y} € E(G)-re c(x) # c(y),
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és Je(z) €s Joy) kozott megy él, tehat m(c(x)) # m(c(y)). h a c figgvénye, ami
ekvivalens azzal, hogy minden szinosztalya c szerinti szinosztalyok unidja. Végiil
pedig, hogyha i, 7 € im h, i # j, akkor m irreducibilitdsa miatt van olyan r, s € A,
hogy m(r) = i, m(s) = j, és {r,s} € F, vagyis létezik p € J, és q € J,, hogy
{p,q} € E(G). Ezekre h(p) = m(r) = i és h(q) = m(s) = j all fenn, ami
bizonyitja, hogy h irreducibilis. |

8.2. Definici6é: Minden G grafra vezessiik be az alabbi paramétert:
¥(G) :=sup{|im h| : h irreducibilis szinezése G-nek}.

Y(G)-t a G akromatikus szaméanak hivjuk.

Megjegyzés: Vilagos, hogy ¥ (G) > I'(G).

A 7.4. tétel egyfajta tiikorképeként bebizonyitjuk a [10]/3. tétel végtelen gra-
fokra valo altalanositasat. Véges p esetén ugyanugy érveliink, mint a tétel eredeti
bizonyitasaban. Az, hogy ezt megtehetjiik, azon fog milni, hogy az Erd&s—de
Bruijn-jelenség az akromatikus szamra is érvényes, vagyis ha egy graf minden vé-
ges részgrafjanak akromatikus szama egy kozos K < N korlat alatt van, akkor az

eredeti grafé is.

8.3. Tétel (Homomorfizmus-interpolacios tétel): Minden G grafra vala-
mint x(G) < p < ¥(G) szdmossagra van a G-nek olyan h irreducibilis szinezése,
hogy |im A| = p.

Bizonyitas: A konstrukcié most is attol fiigg, hogy u véges-e.

1. eset: p > Ry.

Legyen b olyan irreducibilis szinezése G-nek, ami legaldbb u szint hasznal,
és legyen ¢ a G tetszéleges optimalis szinezése. Legyen M C im b olyan, hogy
|M| = p, és legyen L = {v € V(G) : b(v) € M}. Valasszunk egy M-t6l diszjunkt,
legalabb x(G) szamossagu N halmazt és egy f :im ¢ — N injektiv leképezést.

Definidljuk a d : V(G) — M U N szinezést gy, hogy minden w € V(G)-re

b(w), haw € L,

d(w) :=
) fle(w)), haw ¢ L.
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Ez tényleg szinezése G-nek: L-re megszoritva nyilvan az, V(G) \ L-re megszoritva
szintén, és a két halmazon nem is veszi fel ugyanazt az értéket.

d ugyan nem feltétleniil irreducibilis, de az biztos, hogy p < |im d| < p+ x(G),
vagyis |[im d| = p. Legyen h, a 8.1. allitasra hivatkozva, olyan irreducibilis szinezése
G-nek, amiben minden szinosztaly d szerinti szinosztalyok unidja. Ekkor egyrészt
lim h| > p, hiszen d-nek van p olyan szinosztélya, ami b-ben is szinosztéaly. Mas-
részt h-nak nem lehet tobb szinosztalya, mint d-nek, tehat [im h| = p.

2. eset: pu < N,.

Feltehets, hogy u > 1. Legyen b megint a G egy olyan irreducibilis szinezése,
ami legalabb p szinnel szinez, és M C im b egy p szinb6l 4116 halmaz. Minden i, j €
M, i # j-re valasszunk olyan s;; és sj; cstcsokat, amelyekre b(s;;) =7, b(s;;) = J
és {sij, s} € E(G). Legyen S = {s;; : i,5 € M Ni # j}. Ekkor b|g irreducibilis
szinezése G|g-nek.

Legyen n = |S| — u, és képezziik G-bdl a Gy, Gy, ..., G, grafokat és S-bdl az
So C V(Gy), 51 CV(Gy),...,S, CV(G,) halmazokat az alabbi modon.

L. Go =G és S() = 5.

IT1. Ha 0 <1 < n, és G;-t és S;-t mar definidltuk, akkor S;-ben van két olyan u;, v;
cstcs, melyekre b(u;) = b(v;) (ezt azzal indokoljuk, hogy [S;| = u+n — 1,
amit indukciéval fogunk bizonyitani, mihelyst definidltuk S;;i-et; ¢+ = O-ra
mindenesetre igaz). Ezeket a cstcsokat ¢ssze fogjuk vonni: G legyen az a

graf, melynek csicshalmaza V(G;) \ {v;}, élhalmaza pedig
E(G)U{{z,u}:z€ Ng,(v;))} \ {{z,vi} : 2 € Ng,(v;)}.

Si+1 ennek megfelelGen legyen S; \ {v;} C V(G).
|Siv1] = |Si| =1 =pu+n— (i+ 1), tehat ha i + 1 < n, akkor a skatulyaelv

szerint még mindig kell lenniiik olyan w;y1,v;41 € S;y1 csiicsoknak, hogy

b(uir1) = b(vig1). Ezzel el6készitettiik az indukcié kovetkezd 1épéset.

A G, grafban S,, mar egy K, teljes grafot indukal, tehat x(G,) > p. Mind-
azonaltal x(Gi11) < x(G;) + 1 teljesiil minden 0 < i < n-re, aminek belatasahoz
elég, ha G; egy optimalis szinezésében u;-t dtszinezziik egy teljesen 1j szinre. Jo6l

lathatoan ezzel G, egy szinezését kapjuk.
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Mindebbdl kovetkezik, hogy van legalabb egy olyan 0 < k£ < n, amire G}
kromatikus szdma pu, igy van neki p szinnel valo irreducibilis szinezése — jeloljiik
ezt h-mal. A h: V(G) — im h szinezést a kovetkezok szerint fogjuk megalkotni.

Elészor is hlyg,) = h. Minden més csticsot leszallo rekurzioval szineziink ki:
h(vk—1) = h(ug—1), h(vg_2) = h(ur—2), ..., h(ve) := h(ug). Minden egyes

értékadas értelmes, ha az elGtte 1évéket méar elvégeztiik, és G minden csticsdhoz
egyértelmiien rendeltiink szint, tehat h joldefinialt.

Leszallo indukcidval bizonyithatjuk, hogy h szinezése a Gy, Gi_1, . . ., Gy grafok
mindegyikének: Gi-nak definicié szerint szinezése, és ha egy 0 < ¢ < k-ra h szine-
zése G-nek, akkor Ng, ,(v;—1) C Ng,(u;—1) és {u;—1,v;_1} ¢ E(G,;_1) ismeretében
G,;_1-nek is szinezése. Azt szintén leszalld indukcioval tudjuk bizonyitani, hogy h
minden Gy, Gi_1, ..., Gy grafnak irreducibilis szinezése: Gi-nak az, ha pedig vala-
mely 0 < i < k-ra igaz, hogy Vz,y € im h : Ha, b} € E(G;) : h(a) =z A h(b) = v,
akkor a # wu;_1 # b esetén nincs mit bizonyitani, ha pedig pl. a = u;_1, akkor u; 1
és v;_1 legalabb egyike G;_1-en beliil is 6ssze van kotve b-vel, ami h(v;—1) = h(u;_1)
miatt bizonyita, hogy h irreducibilis szinezése G;_i-nek.

Végiil pedig im h = im E, tehat h is p szint hasznal. [ |
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