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Koszonetnyilvanitas

Eztuton szeretném megkoszonni témavezetémnek, Zabradi Gergelynek, hogy be-
tekintést nytjtott a matematika eme gyonyori agaba és nagy mértékben hozzajarult
a téma megértéséhez, abban val6 elmélyedésemhez.

Tovabba szeretném kifejezni halam és koszonetem hozzatartozéimnak, a csala-
domnak a megértésért, tiirelemért és tamogatasért, amit felém intéztek az eddigi
tanulméanyaim soran.
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Bevezetés

A szakdolgozatban els®sorban bevezetést nyuljtunk a lokalis testek elméletébe,
azon belll, néhany kitér®t®I eltekintve, 8 karakterisztikaju, agynevezettp-adikus
testeket vizsgaljuk. Ezen ismeretekkel felruhdzva az olvasot a dolgozat céljgp-a
adikus Hodge-elmélet egy fontos konstrukciojanak bemutatdsapeadikus periddu-
sok testének, vagyis éBgr testnek a megkonstrualasa és a Galois-reprezentaciok
elméletében vald jelent®ségének bemutatasa.

A p-adikus periddusok testének fontossagat tobbek kozott az Algebrai Szamel-
méletben kdzponti szerepet betdlt® Fontaine-Mazur sejtés is mutatja, ami a kovet-
kez®képp szol:

Sejtés. (Fontaine-Mazur) Egy "-adikus Galois-reprezentacio%: Go ! GL,(Q') a
geometriabdl jon akkor és csak akkor, ha a kbovetkez® ket allitas fennall:

1. %elagazasmentes (vagyier(% xtestébenp nem agazik el) véges sgkprim
kivételével.

2. %de Rham ap= " primre.

Ezen dolgozat a sejtés allitasat csak részben segit megérteni. A geometridbol
jov® Galois-reprezentaciok megismerésével a jegyzet nem foglalkozik. A szakdolgo-
zat végeére viszont tisztdzva lesz, mit takar, ha egy-adikus Galois-reprezentacio
de Rham. Erdemes megjegyezni, hogy a sejtéssel kapcsolatban tobb eredmény is is-
mert. A jegyzet szempontjabol érdekes és fontos eredmény Gerd Faltings ([6]), német
matematikus nevéhez f{z®dik, aki belatta, hogy minden geometridbdl jo\@dikus
Galois-reprezentacio de Rham. Tovabba Grothendieck belatta, hogy minden geo-
metriabdl jov® "-adikus Galois-reprezentaciora teljesil az (1.) feltétel. A visszafele
irany teljes altalanossagaban egyel®re tulzottan nehéznek bizonyult. Viszont 1
esetben ismert az allitAsn = 2-re is 1ényegében igazolva van.

A dolgozat tartalma az 6todik fejezet kivételével Iényegében a [2] jegyzet felépi-
tését koveti. Ez aldl kivételt képez az els® fejezetben pér tétel, amik a [3] jegyzetb®I
lettek feldolgozva. Emellett néhol 6tletet merit a dolgozat az [1] illetve [5] jegyzet-
b®I. A [4] jegyzet pusztan technikai célokat, a kils® szorzat felépitését szolgélta a
dolgozatban. Az 6todik fejezet felépitése a témavezet®mmel valé konzultalasok alatt
alakult ki.

A szakdolgozat tartalmat tekintve azels® fejezet a téma megfelel® alapjainak
lefektetésére és a lokalis testekkel valé ismerkedésre szolgal. De nialjuk a diszkrét
értékelésgyTriket és targyaljuk az ezek vizsgalatahoz fontos eszkdzoket. llyenek az
adott értékelés szerinti telités, vagy az értékelés kiterjesztése Galois-b®vitésekre. Az
utolsé alfejezetben de nialjuk a lokalis testeket és megegyez® karakterisztika esetén
klasszi kaljuk ®ket.



A masodik fejezet kett®s célt szolgal. Els®sorban a Witt gy{rk konstrukcidja
€s a vele kapcsolatban igazolt tételek elengedhetetlen eszkdzei lesznek a dolgozat
kés®bbi fejezeteinek. Tovabbé a konstrukcion keresztil latjuk majd, hogy minden
adikus testQ, véges b®vitese, igy@karakterisztikaju esetet is sikerul jellemeznink.

A harmadik fejezet az el®bbiekhez képest kitér®. De nialjuk gF; G)-regularis
gyTriket és jellemezzik ®ket. Ez majd a a kés®bbiekben segit tulajdonsagokkal fel-
ruhazni Byr-t, mivel kideril majd, hogy Bar (Qp; Gk )-regularis lesz, aholGx az
abszolut Galois csoport. Igy bizonyitékot adhatunk majBqr szerepének jelent®sé-
gér®l ap-adikus Galois-reprezentaciok elméletében.

A negyedik fejezet ben de nialjuk a Cy testet és bizonyitjuk annak algebrai
zartsagat. Eztan de nialjuk az R gy1r{it, amir®I kiderll, hogy teljes, tokéletes erté-
kelésgyfr] leszp karakterisztikaval, aminek a maradéktestk. Az R gyfr{ konst-
rukciéban betoltott szerepét majd az utolsé fejezet mutatja az olvas6é szamara.

Az 6todik fejezet ismételten eltér az eddigiekt®l. Egy rendkivil szép bizonyi-
tason keresztil igazoljuk a Tate-Sen tételt, ami & i-edik Tate-csavartjainak az
abszolut Galois-hatéas altal xen hagyott pontjairdl tesz allitast. A Tate-Sen tétel
fontos szerepet tolt majd be az utolsé fejezetben. Tobbek kdzott Byt és Bgr
gyfirk (Qp; Gk )-regularitasanak belatasaban.

A hatodik fejezet els® feleben de nialjukByr -t €s belatjuk, hogy (Qp; Gk )-
regularis. Ezt kovet®en megkonstrudljuk a leképezést, aminek a segitségével ra-
mutatunk arra, hogy W(R)[%]—ben fekszik egy f®ideal, amivel faktorizalv&y -hoz
jutunk. Ezzel a f®ideallal telitve eljutunk egy teljes diszkrét értekelésgyrhaz¢
maradéktesttel, amit B jz-nak neveziink el. Az ® hanyadosteste lesz a dolgozatnak
nevet ado p-adikus periédusok teste. Megkonstrualjuk & elemet, aminek segit-
ségévelGy -ekvivarians modon beagyazzuld,(i)-t Bjz-ba, tovabba ramutatunk a
kapcsolatokraB g €sByt koz06tt. Végezetll az eddig megszerzett ismeretek alapjan
mar csak konstatalnunk kell, hogyBgr (Qp; Gk )-regularis.



1. Ertékelések, értékeléssel ellatott testek

1.1. Ertékelések tulajdonsagai

De nici6. LegyenA gyfrf, v : A! RJ[ +1 leképezés, melyre teljesilnek a
kdvetkez®k:

1. v(a) =+ 1 akkor és csak akkor, haa=0
2. v(ab = v(a) + v(b
3. v(a+ b minfv(a);v(bg

és létezika 2 A, hogy v(a) 2 f0;+1g , akkor v-t A-n értelmezett értékelésnek
nevezzik. Ha tovabbav : A ! R leképezés értekkészlete diszkrét halm#&zben,
akkor v-t diszkrét értékelésnek nevezzik.

Itt a diszkrét halmaz fogalma még tisztazando:

De nici6. LegyenX topologikus tér, aD X halmazt diszkrétnek nevezzik, ha
mindena 2 D elemnek létezikU X nyilt kérnyezete, hogyU\ D = f,g

1.1.1. észrevétel. Ha A gyfr egyv értékeléssel ellatva, akkoh nullosztomentes,
hiszen:ab = 0 ésb 6 0 implikalja, hogy v(ab) = + 1 eésv(b) < +1 , viszont
v(ab = v(a) + v(b), tehatv(a) =+ 1 .

igy vehetjilk A hanyadostestét, és arra kiterjeszthetjiik az értékelést a kovetke-
z®keéppv(§) = v(a) v(b). Ez jol de nialt lesz, mert ¢ = =, ad = bg tovabba
v(ab = v(cd), v(a)+ v(d)= v(b)+ v(c), v(a) v(c)= v(b v(d).

De nici6. LegyenK egy test egy rajta de nialt v értékeléssel. Ekkor az
Ok :=fa2Kjv(a) 0Og
halmazt az egészek gyfrfjének hivjuk.

1.1.2. észrevétel. Ez valdban részgyfry az értekeléd) és(3) tulajdonsaga miatt.
Tovabba azmy = fa 2 Kjv(a) > 0g halmaz egy idealt alkot benne, amire teljesil,
hogyOx nmk = O, . Valoban: Az, hogy idedl, rogton adodik az értékelés tulajdon-
sagaibdl. Hau 2 O, akkoru ! 2 Ok, tehat v(u) = 0 a (2) tulajdonsag miatt.
Forditva, hav(u) = 0, akkorv(u ') =0 a (2) miatt. O

1.1.3. allitds. Ok lokalis gyfry, amibenmy a maximalis ideal.



Bizonyitas. Tulajdonképpen az el®z® észrevételb®l azonnal adddik az allitas, hiszen,
ha egy tetsz®legek idedljaban Ok -nak van olyanu elem, ami nemmy -bdl vald,
akkoru 2 O, igy| nem valodi idedl. Tehat minden valddi ideal 6sszes elemg -bol
valo, igy Ok lokalis. O

De nici6. Legyenk := Oy =my, ekkor k testet Ox maradéktestének nevezzik.

1.1.4. allits. LegyenK egyv diszkrét értékeléssel ellatott test, 2 K olyan, hogy
v( ) > 0 ésv(K ) diszkrét halmazban minimalisv( ). Ekkor mindena 2 K
egyértelmflen irhatéa = u " alakban, aholu2 O, , n 2 Z, tovabbaK = O [2].

Bizonyités. llyen létezik, hiszen kilonberv(K )-ban torlédasi pont lenne a nulla,
viszont ez a halmaz a feltevés szerint diszkrét. Vegylnk egy2 K elemet, ekkor
v(a)= n v( ), aholn 2 Z, hiszen ellenkez® esetben létezn@ K, hogyO<v(s) <

v( ). Ilgyv(a ™) =0,vagyisu:=a "20, ésa= u ".Igy minden elem ilyen
alakban irhaté. Az egyértelmfséghez irjuk fei-t az el®bb leirt formdbana= u ".

Ekkor v(a) = n v( ), igy u-t mar egyértelmfen kifejezziika-bdl és -b®lI, tehat az
egyertelm{ség is adodik. igy mar azonnal kovetkezik az is, hogy mindénbeli elem
Ok [1]-beli is, a forditott tartalmazas nyilvanvalo. ]

Az el®bbi okoskodasbdl kdvetkezik, hog@x UFD illetve még f®idealgyvry is,
mivel ha vesziink egy 6 fOg idealt Ok -ban, akkor anv( ) := minfv(a)ja?2 Ig
értéket véve vildgos, hogy -t generélja ".

De nici6. LegyenA egy lokalis f®idealgyfr{, (clyan f®idealgyfr], aminek egyet-
len maximalis idedlja van,) ekkor azt mondjuk, hogyA diszkrét értékelesgyry (az
irodalomban gyakran DVR).

1.1.5. észrevetel. A de niciobdl tobb sokat mondo tény is adodik diszkrét értéke-
lesgyTrikre

1. Ha A DVR és a maximalis idealjam, akkorm=( ) valamilyen 2 A-ra

2. A = Anm, hiszen hax 2 Anm nem invertalhatd, akkor az(x) C A idealt
tartalmazo valodi idealok rendszere nem dres, részben rendezett halmaz a tar-
talmazasra nézve, igy teljestl a Zorn-lemma feltétele, de igy kapunk egy masik
maximalis idealt

3. a 2 A tetsz®leges elem, ekkar egyértelmfen felirhatdé a kovetkez® alakban:
a = u " alkalmasn-re ésu 2 A -ra. Valéban, mivel A f®idealgy|ry, igy
egyértelmy a primfaktorizacio is, viszont a primelemek egységszeresei.



Legyenv:A! NJ[ +1 a kbvetkez®képp de nialva:
(

v(a) = n haa=u ", aholu2 A )
" +1 haa=0
Tovabbda, mivel A nullosztdmentes,K := Frac(A)-ra kiterjed v a megszokott
modon:v(§) = v(a) Vv(b). Ekkor v: K Z egy diszkrét értékelés lesz.

De nici6. Legyen K test. Egyj j : K ! R 9 fuggvényt nemarkhimédeszi abszo-
latértéknek nevezink, ha:

1. jaj = 0 akkor és csak akkor, ha = 0;
2. jalj = jajjb;
3. ja+ b maxfja;jbg.

Vegyuk észre, hogy &3) egy er®sebb feltétel, mint a szokvanyos haromszdg-
egyenl®tlenség. Ezt a tulajdonsagot szoktak az irodalomban ultrametrikus egyenl®t-
lenségnek nevezni.

1.1.6. észrevétel. HaK egyv:K ! R értékeléssel ellatott test, akkor ez de nial
rajta egy nemarkhimédeszi abszolutértéket a kovetkez®képpen:

(

. e V@ haa60
ja =

0 kulonben

(2)

Az exponencialis fuggvény tulajdonsagaibdl azonnal adédik, hogy ez valéban nemarkhi-
médeszi abszolutérték -n.

fgy tudunk beszélniK -n értelmezett metrikarél, amit ad(x;y) = jx yj képlet
hataroz meg, ahok;y 2 K, igy van értelme egy értékeléssel ellatott test teljességér®l
is beszélni:

De nici6. LegyenK egyv : K ! R értékeléssel ellatott test, ekkorK -t az
ertékelésre nézve teljesnek mondjuk, havaaltal de nialt metrikaval K teljes, vagyis
minden K -ban haladé Cauchy-sorozat konvergens.

Az elkdvetkez®kben egy tetsz®leg@s; j j) (nem feltétlenil nemarkhimédeszi)
abszolutértékkel ellatott K testhez megmutatjuk, hogy létezik egy ®t tartalmaz&
test, amire kiterjeszthet® az abszolutérték akképpen, hodfy ebben a testben sqrq
az abszolutérték altal indukalt metrika szerint, éK teljes a kiterjesztett abszolut-
erték szerint. A bizonyitasnak csak a vazat es az alapdtleteit fejtem ki, a részletes
bizonyitas megtalalhat6 a [3] jegyzetben.
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R:=f(a,)n 2 KN:8"> 0 9N 2 N; melyreja, anj<",ham;n Ng

Ekkor azR elemei pontosan & -beli elemekb®I képzett Cauchy-sorozatoR. gyt
alkot a koordinatankénti m{veletekre, hiszen Cauchy sorozatok 6sszege és szorzata
is Cauchy sorozat. EkkoK -t diagondlisan beagyazhatjukR-be mégpedig akképpen,
hogy a 2 K -t elkildjuk (a), konstans sorozatba. Ekkor egyértelmfen egy gy{rfho-
momor zmust kapunk, hiszenR-ben a mfveleteket koordinatanként végezzik.

Jeldlje Iy azon Cauchy-sorozatok halmazat, amiknek véges sok tagja nem nulla. Ek-
kor Io/R , hiszen vilagos, hogy sem a-belivel valé szorzas, sem az ilyenek dsszege,
kilénbsége nem vezet Wip-bol. Tekintsik Ry := R=lg gy"rt.

Ekkor Rg-ban legyenm a nulldhoz konvergal6é sorozatok halmaza, ami kénnyen lat-
hatdan ideal, mert ilyenek 6sszege, szorzata ilyen,Relivel valé szorzata isn-beli,
mert egy Cauchy sorozat korlatos. Emellet, is része. Tovabba ez egy maximalis
ideal Ro-ban, hiszen ha vesziink egg Z m elemet, akkor ezen sorozat bizonyos
indext®| kezdve mar sosem nulla, mivel Cauchy és nem nulla sorozat, igy létezik
inverze a-nak. Tehat R, lokalis és a maximalis idealjan.

Ekkor legyen K := Ry=m. Ezen faktorizalas soran a nem nulla konstans soroza-
tok nem keriilnek egy ekvivalenciaosztalyba, igk -t meg lehet feleltetni K egy
résztestének mfvelettartéan. Legyen j kiterjesztéseK -ra a kovetkez®j(an)nj =
lim, +1 ja,j. Ez értelmes, hiszen a haromszdgegyenl®tlenség miat), Cauchy
tulajdonsaga implikalja (ja,j), Cauchy tulajdonsagéat, mint R-beli sorozat, és tud-
juk, hogy R teljes. Nyilvanvaléan kiterjesztés, és a limesz operator tulajdonsagait
kihasznalva adodik, hogy teljesiti az abszolutérték feltételeit.

Csak annyi maradt hatra, hogy belassukk teljes a de nialt abszolltértékre. Ehhez
arra lesz szukségunk, hogy Cauchy-sorozatok ekvivalenciaosztalyainak egy Cauchy-
sorozata konvergal a kiterjesztett abszolutérték szerint egy Cauchy-sorozat ekvi-
valenciaosztalydhoz. Legyeifa,) K -beli Cauchy-sorozat, ahola, );2n legyen egy
reprezentdns sorozata,-nek. Ekkor az (a,,)n2n atlés sorozat Cauchy lesz, és az
ekvivalenciaosztalya lesz a hatarérték. Ennek belatasa szerepel a [3] jegyzetben. igy
megkaptuk, hogyK teljes. O

1.1.7. észrevétel. Fontos megjegyzés, hogy haegy teljes test, és létezik egy értéke-
lestarto K ,! L testhomor zmus, akkor ez a testhomomor zmus egyértelm{en kiter-
jeszthet® értékeléstarté moddh-ra is: (a,), 2 K -ra legyen a kiterjesztett testhomo-

mor zmus képe(a,), hatarértéke L-ben. Ez értelmes, mert nem fligg a reprezentans
sorozat vélasztaséatél, hiszen azok nulla sorozatban kilénbdznek minddssze. Az is vi-
lagos, hogy ez teshomomor zmus, hiszen a limesz képzés felcserélhet® a miveletekkel.
Tovabba, mivel az abszolutérték folytonosan viselkedik, igy a kép abszolutértéke meg-
egyezik aZja,j)n R-ben haladé sorozat limeszével csak ugy, mint de nicié szerint

a K -beli elem abszolUtértéke. Ennek specidlis esete, amikor L sYry. Ekkor a
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megadott leképezés bijekcié is lesz, tehat egy tavolsagt&td L izomor zmust
kapunk.

De nici6. LegyenK egyvV értékeléssel ellatott test, ami teljes az értékelésre nézve,
ekkor K -t teljes nemarkhimédeszi testnek mondjuk.

A kovetkez®kben roviden beszélink arrdl, miként lehet masképpen teliteni egy
testet, Ugy hogy egy feltételezhet®en kénnyebben kezelhet® algebrai strukturat kap-

s s

De nici6. Legyenl egy részben rendezett halmaz, amiben minden elemnek létezik
fels® korlatja. Legyen(A;); az | elemeivel indexelt halmazok rendszere. A@\;);
halmazok egy inverz rendszert alkotnak, ha | 2 | esetén adva van egy j :

Aj ! Aj, melyre

1. " = ida;;
2.0 ] kesetén'y "k ="i;
Ekkor az A; halmazok inverz lymesze a
limA; = f(a)i21 2 Aij j(g)=a mindeni j 21 reg
i21 i21

halmaz.

1.1.8. allitas. LegyenK egyv értékeléssel ellatott test, 2 K olyan, hogyv( ) > 0,
a2 K, ekkora+ "Og nyilt K-ban.

Bizonyités.
at+ "Ox = fx2Kjva x) n v()g

Vegyink egyb2 a+ "Og elemet, és egx 2 b+ "Oy -t. Ekkor
via x) minfv(a b;v(b x)g n v()
Tehat b+ "Ox a+ "O,ésfx2 Kjv(b x)>ng b+ "Og nyilt K-ban. [

1.1.9. 4lliths. LegyenK test egyv : K | R értékeléssel ellatva, 2 K legyen
olyan, hogyv( ) > 0. Ekkor

®K = lim OK: nOK:

Tovabba homeomor zmuson keresztil izomorfak.



Bizonyitas. De niéljuk minden n-rea , : O 'O = "Og leképezést a kovetke-
z®képpen:

legyena 2 O, ahol a = [( &)i] Cauchy sorozatok egy ekvivalenciaosztalya. Legyen
(&); egy reprezentans. Ekkor

(@)= lim (a+ "Ox)

Els®sorban ez a limesz létezik, mivi;); Cauchy, igy Iétezik elég nagi index, hogy
mindenm N eseténv(a, ay) n Vv( ), tehat a sorozat egy bizonyos indext®I
konstans. Tovabba értelmes a leképezés olyan szempontbdl is, hogy reprezentans-
fuggetlen, hiszen a reprezentansok csak nullsorozatban kulénbdznek. Az, hogy
homomor zmus, a leképezés de nicidjabol adodik. Meg gyelhet®, hogg  n ese-
tén pr : Ox = "Ok Ok = MOk -val a természetes projekciét jelolver = .
igy a n.-eket dsszeffzve kapunk egy: @« ! lim Ox = "Ox homomor zmust.
sziirjektiv, mert (&); 2 lim Ox = "Ox elemhez j6 valasztas lesa;)i] 2 @, ahol
a; tetsz®leges felemeltjg-nek, ekkora,, a, mod ™ m n esetén igy valéban
(an)n 2 O« . Az injektivitashoz tegyuk fel, hogy ([( a&)i]) = 0. Ez azt jelenti, hogy
v(a) > n barmilyen nagyn-re. Tehatv(a) =+ 1 , ezért szikségképpea = [(0)].

Megvan, hogy izomor zmus, hatra van még, hogy homeomor zmus is egy-
ben. Ehhez érdemes tisztazni, miképpen néz kin Ox = "Oy -ban egy nyilt hal-
lim Ox = "Ok nyilt csak véges sok koordinataban tesz megszoritast. igy vessziik a
legnagyobb index{ ilyen koordinatat, és vesszik az ¢sszes tobbi megszoritas teljes
®sképét, és azzal metsszik ezt a halmazt, ekkor a kapott nyilt halmaz teljes ®ske-
pe de nidlja U-t, hiszen minden eleme szikségképpen ebbe a halmazba esik. Tehat
minden U nyilthoz Iétezik n 2 N, hogy U egy U, 2 Ok = "Ok teljes ®sképeként
all el®. Mivel mindenOk = "O -n a diszkrét topoldgiat vesszik, igy elég csak az
a2 Ok = "Ok elemek teljes ®sképére szoritkozni, hiszen minden nyilt el®all ilyenek
unidjaként. Ennek tudatdban el®szor a folytonossagot ellen®rizzik. Ehhez vegylnk
egy U 2 IimOg= "Ok-t, ami egy a 2 O = "Ok teljes ®sképekeént all el®. Azt
szeretnénk latni, hogy néz ki egy ilyen nyilt ®se. Tegyik fel, hofg;)i] 2 O« ben-
ne van az ®sképben. Ekkor egy bizonyos indext®| kezdye a mod "Og tehat
[(a)i]2 a+ "O,tovabbda+ "Gy tetsz®leges eleme j6 is lesz, széval ez a halmaz
az ®skép, ami nyil®y -ban az el®bbi &llitas miatt. Tovabb&®y -ban aza+ "Gy
alaku elemek bazis nyiltak, igy elég ezekre ellen®rizni, hogy az inverz folytonos-e,
viszont erre épp az el®bb lattuk. Tehat egy homeomor zmus is. ]



1.2. Ertékelések kiterjesztése

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogyan terjeszthet® ki b®vebb testre az adott
értékelés. Ehhez sziikségink lesz egy a kés®bbiekben is fontos lemmaéra:

LegyenK egyj j abszolutértékkel ellatott, nemarkhimédeszi, teljes test. Legyen
Ok [x] mint eddig, az egészek gyfirfjenk a maximalis ideal, illetvek a maradéktest.

De nici6. Egy f (x) 2 O [x] polinomot primitivnek hivunk, ha van olyan egyutt-
hatdja, ami nincsmy -ban.

1.2.1. tétel. (Hensel-lemma) Legyerf (x) 2 O [X] primitiv polinom és f (x)
g(x)h(x) mod my , ahol (g;h) = 1 Kk[x]-ben. Ekkorf (x) = g(x)h(x) alakban irhatd,
aholg;h2 Ok [x], g(x) g(x) mod mg, h(x) h(x) mod mx ésdeqg) = dedqq)

Bizonyitas. Legyendegg) = m, deqf) = d, ekkordegh) d m. Valasszunkg
ésh egyutthatéihoz O [x]-beli reprezentansokat, az igy kapott polinomok legyenek
Oo(X) éshg(x). Ekkor

dho f  modmg:

Mivel (g;h) = 1, ezért létezneka; b2 O [x], hogy
agp + bhhp=1 mod mg

Tehat agy + bhy 1 ésgohg f tetsz®leges egyultthatdjara teljesil, hogyjg < 1.
Valasszuk -t a maximalis abszolutértéky egyutthaténak. A tovabbiakbarg-t ésh-t
a kovetkez® alakban keressuk

g=G+p + +py "+
h=ho+q + +q, "+

Ahol pi;g 2 Ok [x]. Ha ezen polinomok foka korlatos, akkor a két sor konvergens
lesz, hiszen vesszik az egyutthatdk altal alkotott sorokat a valtoz6 kitev®je szerint
csoportositva. igy konvergens sorozatot kapunk, mivgl j < 1 miatt a sorozatunk
Cauchy tulajdonsagu, tehat a teljesség miatt valoban konvergalnaRy [x]-beli po-
linomkhoz. Ezen polinomokat rekurzivan fogjuk megadni. Legyem 1 és tegylk
fel, hogy
Gh1=G+p +  +pyg "t
hn 1= ho+q + + 01 "
polinomokra teljesil, hogyf g, :h, 1 mod ", dedg, 1) = m ésdedgh, 1)
d m. Ha tudnank olyan p,; g, 2 Ok [x] polimokat adni, amikre

1

Gth + hopn L g”nlh” Y mod



ésdeg(p,) <m, deg@) d m teljesil, akkor kész lennénk, hiszen legyen ekkor
Oh=0, 1+ "pnilletve hy, = h, 1+ "g,.
fogbhn=f (g1 "th+ "Ghy 1+ G thy 1+ *"Pach)

f o 1hn 1) (G 1"h+ "h, 1) O mod "

Ha nem vesszik gyelembe a fokszamra vonatkozé megszoritasokat, akger=
bl o 1 1 g5, = g~ 1M 1 j§ valasztas, mivelag, + bhy 1 mod |, hiszen -t
igy valasztottuk. EI®sz6mp, fokszamat javitjuk ki, hogy megfeleljen a feltételeknek.
Ehhez osszukp!9 1M 1_gt maradékosany,-lal, ezzel de nialva az 0jp,-net:

f h 1hn
b# = |g0 + pn
Ekkor deg(p,) <m, és a kongruenciank a kdvetkez® alakban irhaté

gnnlhn 1) f gnnlhn 1 mod

hopn + Go(lho + af

Ekkor deg(ho+ a9t 1) d m nem feltétlenll teljestl. Készitsiik etp,-net
tgy, hogy elhagyjuk az 6sszesvel oszthaté tagotlhg+ a’—%2" 1_h4l. Ekkor a foka
megegyezik a mod redukalt fokaval. Mivel deghop,) < d ésdeg(t9tM 1) ¢
igy deg(@,) d deg(@), mivel mod teljesill, és nincs benne -vel oszthatd
egyutthato.

Tehat megadtuk p,-net ésq,-net, igy a bizonyitas végére értink. ]

1.2.2. kovetkezmény. LegyenK egy teljes, nemarkhimédeszi tesf,(x) = ap +
X + 11+ anx" 2 K[x]. Ekkor jfj 1= maxo i n(jaj) = max(jaoj;jaaj).

Bizonyitas. Alkalmas konstanssal felszorozva elérhet®, hogyj = 1, igy f (x) 2

Ok [x]. Tegyuk fel, hogyO<j<n a legkisebb index, amirga;j = 1. Ekkor f (x)

X (g + g4 X+ i+ a,c 1) mod my . Tovabbax! ésa + g .1 x+ i+ a,x" | relativ

primek mod mg, hiszena; 2 mg, igy a nulla nem gytke az utobbinak. Tehat a

Hensel-lemma miattf (x) is felbonthat0, viszont a feltevésunk szerint irreducibilis.
O

De nici6. LegyenK egy test,L pedig egy véges-ed foku, Galois b®vités. Legyen
2 L tetsz®leges elem. Legyenek( );::; n( ) az Galois-konjugéltjai multipli-
¥
citassal. EKkorN - ( ) := i( ) értéket az normajanak nevezzik.
i=1
1.2.3. dlliths. LegyenK egy teljes, nemarkhimédeszi test=K egy véges-edfoku,
Galois b®vités. Ekkor @& j abszolutérték egyértelmfen kiterjed egyea értelmezett
abszolutértekké, amit a kovetkez® képlet ad meg: IaL, akkorj j:= " jN =« ( )j.
Tovabbal teljes a kiterjesztett abszolutértékre nézve.
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Bizonyitas. EI®sz0r is, ez valdéban kiterjesztés, hiszen, h& K, akkor minden kon-
jugaltia , tehat, igy az abszolutérték valéban j lesz. LegyerOx aK -beli egészek
gyTrije, és legyerD, az egész lezartjd -ben. EkkorO_. = f 2 LjN_ -« ( ) 20k g.
Valoban, hiszen, ha 2 O, akkor a konjugaltjai is benne vannak, igN -« ( ) is
O, -beli, hiszenO, részgyfrf, de igyOk -ban is benne van, mivelN -« ( ) 2 K.
Forditva, ha N — ( ) 2 Ok, akkor vegyiik minimalpolinomjat: m (x) = x9+ 1+
a;X + ag. Ekkor, mivel a Galois-konjugaltak ugyanakkora multiplicitadssal szerepel-
nek, igyNi— ( ) = a)™®, tehat az el®z® kovetkezmény szerint (x) 2 Ok [x]. Az,
hogy a kiterjesztertett figgveny multiplikativ, illetve, csak a0 helyen veszi fel &
hogy ; 2L eseténj + | maxfj j;j jg. Viszont ehelyett a nagyobb abszolut-
értékfvel leosztva, elég csak azt ellen®rizni, hogy+1j 1. Viszont ekkor 2 O_
és mivel ez részgy rY, igy teljestl az ultrametrikus egyenl®tlenség is.

Tehat lattuk, hogy a megadott fliggvény kiterjesztés és nemarkhimédeszi abszo-
lutértéket de nial. Annak belatasahoz, hogy teljes erre az abszolutértékre nézie
tekintsiink L-re, mint n-dimenziés vektortérreK felett, ekkor funkcionalanalizis-
b®I ismeretes, hogyL;j j) homeomorfK "-nel, aholK "-nen a maximum normét
tekintjuk, amivel teljes, igy L teljes a kiterjesztett abszolutértékre nézve.

Az egyértelmfséghez legyen j° egy masik kiterjesztésQ? az egészek gyTrvje,
m° a hozza tartozé maximalis ideal. EI®szor tegyuk fel, hogy2 O, de 2 O.
Ekkor 12 m?,igy, ham (x) = x9+ ::+ a;x+ ay a minimalpolinomja -nak, akkor
1= ag1 l+:+a 92m’, amiellentmondas. TehatO, O ?. Most tegyik
fel, hogy 2 m_,de =2 mP. Ekkor meg gyelhet®, hogyjayj; :::;jag 1j < 1. Valoban:
el®szor igagj < 1, hiszen ellenkez® esetbep= a; = ag 1 ¢ ' 9egyenl®ség
miatt ellentmondasra jutunk, mert az egyitthatok O, -beliek ésm, ideal O_-ben.
Viszont ekkor az 1.2.2. bizonyitdsabol adddik, hogy a f®egyltthatd abszolutértéke
szigordan nagyobb a tobbi egyutthatd abszolutértékénél. Tovabba=2 md miatt

12079, igy viszontm ( )-t leosztva 9-vel, és atrendezve, a kévetkez®t kapjuk:
1 maxfiaj j j° 9% < 1. Tehat ellentmondasra jutottunk, igy 2 m_ ()

2 m?. Ebb®I kovetkezik, hogy a két értékelés ugyanazt a topldgiat indukalja, mert
megegyeznek a konvergens sorozatok a két abszolltértékre nézve. Ismeretes,hogy ez
azt jelenti, létezik s 2 R, hogy jaj® = jaj° barmilyen a 2 L-re, viszont ekkors = 1,
hiszenK -n megegyezik a két abszolutérték. ]

1.2.4. észrevétel. Vegyuk észre, hogy ekkor barmely=K véges, szeparabilis b®vi-
tésre is igaz marad a tétel, hiszen egy véges, szeparablis b®vités egy alkalthds
elemmel val6 b®vités. Ekkor vesszukninimalpolinomjanak felbontasi testét, az Ga-
lois b®vités lesz.



1.3. Lokalis testek

De nici6. K-t lokélis testnek nevezzik, ha teljes egy diszkrét értékelésre nézve és
a maradékteste egyp > 0 karakterisztikaju véges test. Specialisan a maradékteste
tokéletes.

A kovetkez®kben legyek egy lokalis test, primelemmel és -re normalizalt
értékeléssel, tehaw/( ) = 1. LegyenOk az egészek gyfrijemg a maximalis ideal
ésk a maradéktest.

1.3.1. alliths. LegyenS a k maradéktest reprezentansainak egy halma@x -ban.
Ekkor mindena 2 Ok elem egyértelmfen irhaté a kdvetkez® alakban

ahols; 2 S minden i-re. Tovabba mindena 2 K elem a kdvetkez® alakban irhatd
egyértelmfen X

ahols; 2 S mindeni-re ésn 2 N alkalmas természetes szam.

Bizonyitas. Legyena 2 Oy, ekkor vegyik aza+ Ok maradékosztalyhoz tarto-
z6 5o 2 S reprezentanst. Ekkora sy 2 Ok . Ezt osszuk le -vel és a kapott
elemrelgsmételj[]k el a folyamatot. gy kapunk egys)i 2 SN sorozatot, amelyre
aa= ;S ' sor konvergens, mivel Cauchy és a hatérartélk® mert ha kivo-
nom a-bdl a részletdsszegeket, akkor egy nulla sorozatot kapudf); de niciéjabdl
adoddan. Az egyertelmfséghez azt kell meggondolni, hogy ha az éis®1 tag
megegyezik, akkor kivonva azokat, és lefaktorizalva-val, visszakapjuk a maradék-
osztalyt, amihez a reprezentans tartozik. MiveDy diszkrét értékelésgy{rq, minden
a2 K egyértelmfen irhatéu ¥ alakban, aholu egységk 2 Z. igy a masodik allitast
visszavezettik az els®re. ]

1.3.2. lemma. Legyenp a karakterisztikdja a maradéktestnek, ekkaa;b 2 O
esetén
a b modm¢ =) & P modm}*;

aholn 0.
Bizonyitas. Mivel a karakterisztika p, igy p 2 mk . Igy
a” P'=(a b@ +a" b+ +P"YH (a bp'a” Y 0 modmitt:

]
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1.3.3. allitas. Az O ! k természetes leképezésnek egyértelmfen létezikkeby
Ok szelése, ami multiplikativ.

Bizonyitas. Legyena 2 k. Mivel k tokéletes, de nialhatjuk a,-net n 2 N esetén a
kovetkez®képpenah,; = a, ésal’ = a. Ekkor &, jelolje a, Ok -ba val6 tetsz®leges
felemeltjét.

De nidljuk az r : k! O g figgvényt:r(a) :=lim . & . Ez a limesz az 1.3.2.
miatt létezik, hiszen K teljes. Valéban, mivel &}, b, mod mg -bol kdvetkezik,

hogy a,ﬂ’ill 8% mod m}*. Tovabba fiiggetlen a felemeltek valasztasatdl(a),

hiszen® & mod my -bol kdvetkezik az 1.3.2. miatt, hogye® &' mod m}*?

Mivel a¥" = a, igy valoban szelés lesz. Ahhoz, hogyab) = r(a)r(b), elég meg-
jegyezni annyit, hogybb is egy felemelésabnek.
Az egyértelmységhez legyernegy masik szelés, ekkor megengedhet@gaz t(a,)
valasztas. Ekkor
(@) = lim t@)” = t(@);

igy adodik az egyértelmfség is. ]

MegjegyzésAz irodalombanr (a)-t gyakran aza elem Teichmuiller-reprezentansanak
is nevezik.

1.3.4. allitas. LegyenK lokalis testp > 0 karakterisztikaval. EkkorOx = K][[ ]],
iletve K = Kk(( )).

Bizonyitas. Vegyuk észre, hogyp > O karakterisztika esetén azr : k ! O
Teichmdller-reprezentans additiv is, igyOk -nak létezik k-val izomorf részteste. Ek-
kor az 1.3.1. éllitas kovetkeztébe®y = K[[ ], illetve K = k(( )) ]

MegjegyzésMegjegyzend®, hogy itt a bizonyitdsban lényeg&s karakterisztikaja.
Ha char(K) = 0, akkor a Teichmdller-reprezentdns nem de nial homomor zmust,
igy ebben az esetben nem ilyen egyszer a helyzet. Az ilyen tulajdonsagu, va@yis
karakterisztikaju lokalis testeket hivjuk p-adikus testeknek.
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2. Witt vektorok

2.1. Witt vektorok konstrukcidja

Ebben a fejezetben megkonstrualjuk a Witt vektorok gy{r{jét, illetve ezen konst-
rukcio segitségével valaszt adunk arra, miképpen is néz ki egy tokéletes maradék-
testhez tartoz6 0 karakterisztikaja diszkrét értékelésgyre.

El®ljar6ban egy technikai lemmat targyalunk, ami lényegi szerepet tolt majd be
a Witt vektorok konstrukciéjanal.

Legyenp prim, A kommutativ gyfr] és X;;Y; valtozok mindeni 2 N esetén.
Jeloljuk A[X; Y]-nal a kévetkez® polinomgyfrtA[Xo; X1;  ;Yo; Y1, ]

2.1.1. lemma. Legyen 2 Z[X;Y ], ekkor egyértelmfen létezik egy olydn gn2n
sorozat, amire , 2 Z[Xo; X1;  ;Xn;Yo; Y1, ;Y] €s

(X +pxf "+ XY ey T+ 4P =

n 1

=( oGY)T + p( XY T+ +p" W(XY)

minden n 2 N-re.

Bizonyitds. Ha megfeledkeziink arrdl a kikotésr®I, hogy, 2 Z[X; Y], akkor termé-
szetes gondolat a kdvetkez®képp de nialni,-net:
oX;Y) = ( Xo;Yo), tovadbbéa indukcioval

1 >@ i pn i >@ i pn i IX 1 i n i!
nX5Y)= — (0 pX{ o pYr ) p'( i(X;Y))P
p i=0 i=0 i=0

Ekkor | 2 Z[%][L; Y]. Tovabba, mivel csak a
( X§ + px{’ s+ + "X Y§ + pYY S+ +p"Y,) =

=( oGY)P +p( 1OGY)T T+ P (XY)
egyenleten végeztink ekvivalens atalakitasokat, igyszerinti indukcioval adédik az
egyertelmfség.

Tehét az egyeduli kérdéses pont innent®l, hogy, 2 Z[X;Y] (, ekkor benne
van Z[Xo; X1;  ;Xn; Yo; Y1, ;Yn]-ben is, mivel indukciéval de nidltuk ,-net).
Ezt n-re tortén® indukcioval igazoljuk. EI®szor is = 0-ra egyeértelmfen teljesil az
allitas. Legyenn 1 és tegyuk fel, hogyi < n -re igaz az éllitads. Igazolandé

(X +pxF" "+ XY +pY T+ 4+ YY)
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(oY) +  +p" (5 1(X5Y))P modp

ekkor kész vagyunk, mivel ez pontosan azt jelenti, hogy, egyutthatoi is Z-beliek.
(XE+ +pXn YT+ +p"Ya)  (XE+ 49" XD YT+ 40 YY)

(o(XPYP)P" P+ 4+ p" I, 1(XP;YP) mod p"

Tovabba, mivel ; 2 Z[X;Y], emiatt (X" YP) ( i(X;Y))? modp. Tehat a
kdvetkez® kongruenciat kapjuk

(oXPYP)P" T+ M I, (XPYP))

(oY) +  +p" 1 n 1(X;Y))P modp”

igy, ha dsszehasonlitjuk az elejét és a végét az egyenleteknek, akkor az igazolandé
allitdshoz érkeztink. O

Legyenn 1, ekkor W, (A) egyezzék med\"-nel, mint halmaz. Tovabba de-
nialjunk W, (A)-n dsszeadast, és szorzast a lemma segitségével. A X + Y
valasztasraS, ;= ;, illetve a = XY valasztasraP;, := ;, ahol ; a lemmaban
konstrualt figgveny. Haa; b2 W,(A), a=(ag;a;; ;an 1) ésb=(ly;b; by 1),
akkor

a+ b:=(Se(a;h;Su(a;B;  ;Sh 1(a;b)
ab:=(Po(a;D;Pu(a;B; ;Pn 1(a;b)

De nidljuk a kovetkez® leképezést
% Wn(A) ! A"

(a0;a1;  ;an 1) 7! (Wo(a);wi(a);  ;wn 1(a)
,aholwi(a):= a + p& '+ +pa.

Ekkor a lemma miatt wi(a+ b) = w;j(a) + w;(b) ésw;(ab) = w;(a)w;(b).
MegjegyzésLegyenW,, := P N, pXP ', ahol X;-k ismeretleneki = 0;1; :n-re.
Ekkor konnyen lathatd, hogyX , 2 A[%][\No;Wl; : W, ]. Valéban, n = 0-ra magatol
ern®d®n 1-re n szerinti indukcidval kovetkezik az allitas.

A megjegyzés kovetkeztében, ha 1 2 A, akkor %bijektiv lesz, igy W, (A) izo-
morf lesz%n keresztulA"-nel. Tehat W, (A) gyfirfit fog alkotni.

Most tegyuk fel, hogy p nem nulloszté A-ban. Ekkor A[%] gy9Ir lesz, amiben
A benne fekszik, mint részgy{r]. Ez a tartalmazas indukal egy, (A) Wn(A[%])

tartalmazast. Ekkor W, (A[%])-ben p invertalhato, igy gyfrit alkot az (1;0; ;0)
egységelemmel, tovabba alemmata= X Y fliggvényre alkalmazva. Azt kapjuk,
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hogy W, (A) részgyfrf az(1;0; ;0) egységelemmel. Tehat mindeA kommutativ
gyfirfre, amibenp nem nulloszt6,W, (A) gyfr{t alkot.

Most vegylnk egy tetsz®legef kommutativ gyfr{t. Minden a 2 A-ra de-
nialjunk egy X, valtozot és vegyiuk aZ[Xzla2a polinomgyfrfit. Vegyuk az f
Z[Xalaaa A természetes szirjekciot. EKkOA = Z[X j]Jaaa=kerf . Mivel Z[X ]aza
éskerf nullosztémentesek, igWn(Z[X a]laza) €sW, (ker ) gyTrqit alkotnak. Vegytk
észre, hogy abban az esetben, & kommutativ gy{r], | ideél, ésW,(R) gyTrit
alkot, akkor W, (R=I) = W,(R)=W,(I). Valéban, hiszen vegyik a kdvetkez® mfve-
lettarto leképezést

Wh(R)  W,(R=I1)

(a0, ;a0 1) 7' (a0+ 1, &, 1+ 1)

Az, hogy ez mfvelettartd, kbvetkezik abbdl, hogy a mfveletek rogzite egyutt-
hatés polinomokkal adhatéak meg. igy adddik az izomor zmus, hiszen a leképezés
magja eéppenW,(l). Alkalmazva ezt a meg gyelést a kdvetkez® izomor zmust kap-
juk: Wh(A) = Wi(Z[Xala2a)=W,(kerf). Tehat kiderult, hogy tetsz®legeA kom-
mutativ gyfrfre W, (A) gy{r{t alkot.

Vegyuk aW,(A) gyfirik sorozatat és tekintsik a kdvetkez® szurjektiv gyfriho-
momor zmusokat
Wh:1(A) ! Wh(A)

(0;a1;  ;a0) 7' (agsar;  an 1)

Ezen leképezések segitségével

W(A) := lim Wy(A)

n2N

W (A)-t ellathatjuk az inverz limesz topoldgiaval, ahol minden koordinatan a
diszkrét topoldogiat hivjuk meg. Ennek segitségéviV (A)-ra tekinthetiink topologi-
kus gyfrikeént.

De nicio. A W,(A) gyfrft az n hosszu Witt vektorok gyfrfjének, elemeit am
hosszu Witt vektoroknak nevezzik.

A W(A) gyTirfit a Witt vektorok gyTrfjének, elemeit Witt vektoroknak nevezzuk.

W (A) de nici6jabdl adéddan tekinthetiink az elemeirN-beli vektorokként. Te-
hat, mint halmaz W (A) megegyezikAN-nel.

Legyena = (ag; ;a,; ) ésb=(k; ;b,; ) két Witt vektor, ekkor az
Osszeguket és szorzatukat a kovetkez® fliggvények adjak meg,

a+b=(Se(a;B; ;S.(a;b; )
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ab=(Po(a;b; ;Pn(a;b; )
ahol azS;, P; leképezések a feljebb mar de nialt figgvények.
A fentebb de nialt %leképezeés is kiterjedV (A)-ra:

%: W(A)! AN

(20; an; )7 (Wo(a);  swa(a); )

Ekkor %val6ban gy{r homomor zmus lesz két kommutativ gy{r{ kbzoétt, hiszen,
mindenn re aW,(A)! A" megszoritds homomor zmus. Tovabba, ha * 2 A,
akkor %n keresztulW (A) = AN,

Mivel W,-en a mYveletek egész egyutthatés polinomokkal adhatéak megy,
funktorialis lesz mindenn  O-ra:

Vegylunk egyh : Al B gyfr homomor zmust két kommutativ gy{ry kozott.
Ekkor
Wh(h) : Wn(A) ! Wi(B)
(@; ;an; ) 7' (h(a); ;h(an); )
gyfir! homomor zmus lesz mindem-re.
fgy W(h): W(A)! W(B) is gyfrf homomor zmus lesz.

Erdemes megjegyezni harom, a kés®bbiekben fontos leképezést a Witt vektorok
gyTrfjével kapcsolatban:

1. eltolas leképezés
CW(A) ! W(A)
(@; an; ) 7' (0jag;  jan 1 )
additiv lesz a kovetkez®k miatt. EI®szor tegyuk fel, hogy * 2 A. Ekkor
%: W(A)! AN izomor zmus és
%(ao; an; ) =(wo(a); ;wn(a); )

%(0;20; an 15 ) =(0;pw(a); pwh 1(3); )
Mivel %izomor zmus, elég a%altali képre ellen®rizni az additivitast, ami
egyértelmfen teljesdil.

Ha olyanA-t veszink, amiberp nem nulloszto, akkorW (A) részgyfrw (A[%])-
ben, igy ebben az esetben is teljesil az additivitas.

Tovabba mar lattuk, hogy tetsz®leges kommutativ gyqrire igaz, hogyA =
R=I, ahol R-ben p nem nulloszté. igy W(A) = W(R)=W(l), és W(R)-en
additiv a shift leképezés, igwV (A)-n is.
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2. A Teichmuller leképezés
r:Al W(A)
X7V [x]:=(x;0;, ;0; )
Ekkor r multiplikativ lesz. A shift leképezésnél elmondott érvelés miatt itt is
elég csak abban az esetben vizsgalodni, amiker! 2 A. Kénnyen lathato,
hogy %[x]) = (x;xP; ;xP"; ), tovabba %izomor zmus, igy elég a%altali
képre ellen®rizni a multiplikativitast, ami magéatol ért®d®en teljesl.
3. A Frobenius leképezés

Legyenk kommutativ gyfr], amire char(k) = p. Vegyuk k-n a szokasogp-
Frobenius leképezést

k! k

X 7! xP

Ez indukal W (k)-n egy gy{irf homomor zmust:
W(k) ! W(k)

(3; an, )7 (ag ey )
Ezt hivjuk a Witt gyfir] Frobenius leképezésének. Az, hogy ez gyfr{ homo-
mor zmus, kovetkezik abbdl, hogyW funktorialis.

2.2. Teljes diszkrét értékelésgyfrik és a Witt gyfrik kap-
csolata

Ebben a fejezetben a Witt gyfirk segitségével fogunk valaszt adni arra, mikép-
pen néz ki egy0 karakterisztikju teljes diszkrét értékelésgyry.

De nici6. Egy p > 0 karakterisztikaju gyfr{t akkor mondunk tokéletesnek, ha az
X 7! xP leképezés automor zmusa lesz a gyfrfinek. Ismeretes, hgyy 0 karakte-
risztikaju test esetén ez a de nicié ekvivalens a tokéletes test de nicidjaval, vagyis,
hogy minden irreducibilis, a test feletti polinomnak minden gydke egyszeres.

De nici6. Ha A egy kommutativ, topologikus gy{r{, amely Haussdor és teljes egy
csokken®, a idealsorozatra nézve, amelyra,a, an+n tetsz®legem;n 2
N-re, tovabba ak := A=a; maradékgyfrfje A-nak p karakterisztikaju tokéletes
gy"rT, akkor A-t p-gyfrfinek hivjuk. Ha emellett a Itralas a p-adikus f p"Agnon
Itralas és p nem nullosztoA-ban, akkor azt mondjuk, hogyA szigorup-gy1ry.
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2.2.1. allitas. LegyenA p-gyqrf, ekkor:

(1) Létezik egy egyertelmff : k ! A reprezentansrendszer, amird ( ) =
(FC )P

(2) Haa2 A, akkora2 f (k) ( a-nak mindenn-re létezik p"-edik gyoke.

(3) f multiplikativ, tehatf ( )= f( )f( ) minden ; 2 k-ra.

(4) Ha char(A) = p, akkor f additiv, vagyisf( + )= f( )+ f( ) minden
;2 k-ra.

Bizonyitas. Legyen 2 k, vegyilk P' ®sképét apr : A k projekcié sze-
rint, nevezzilk eztH,( )-nak. Legyen tovabbaU,( ) := fx"jx 2 H,( )g. Ekkor
Us( ) Us( ) halmazok egy csokken® sorozata. Vegyuk észre, hogy ha
X;y 2 Uy, akkorx y mod a,. Els®sorbarp 2 a;-b®I kdvetkezik, hogypa, an+1.
Tovabbéa, hax = @',y = " ésa b mod a;, akkor az 1:3:2: lemma bizonyita-
sanak elismétlésével azt kapjuk, hogg® B" mod a,. Ennek kovetkeztében az
f():=Ilim U,( ) megadas értelmes, hiszen d2,( ) halmazok sorozata Cauchy a
csokken® idealsorozat szerint.

Tovabba az(U,( ))P := fxPjx 2 U,( )g halmaz megegyezik ab,., ( P) halmaz-
zal, igy ha limeszt veszink, azt kapjuk, hogyf ( ))P = f ( P). Tehat f kommutal
a p-edik hatvanyra emeléssel é&s(k) barmely elemének, mindem-re létezik p"-edik
gyOke. Most vegyiink egya 2 A-t, aminek mindenn-re létezik p"-edik gytke. Ekkor
a2 U,(pr(a)) mindenn-re, igya = f (pr(a)). Ebb®I adddik az egyértelm{ség, illetve
a (2) allitas "( " irdnya is.

A multiplikativitdshoz azt kell észrevenni, hogy, hax ésy p"-edik gyok minden
n-re, akkor xy is. Az additivitdshoz ezen fellil még annyit kell megjegyezni, hogy
char(A) = p esetén(a+ b = a*" + b". O

A kovetkez® par oldalban technikai allitasokon keresztil bebizonyitjuk a feje-
zet ambicidjaként kit{zott kapcsolatot a Witt gyfirk és a teljes diszkrét értékelés
gyfrik kozott.

LegyenX ismeretlenek egy tetsz®leges csaladja. VegyUk[X P ]:= S Z[XP "]
n 0

p! polinomok gyfrfjét. Tekintsik Z[XP" ]-n a p-adikus Itralast, és telitstink

eszerlnt igy gapunk egy szigor-gyTrt Z}Xp ], aminek thp I= pZ}Xpl ] =
FolX Pt )= Fp[X P "] tokéletesp karakterisztikaji gyfirf a maradékgyfirfje. Ek-
n

kor X minden elemenek létezik"-edik gyoke tetsz®legas2 N esetén, igyX lesz a
multiplikativ reprezentansrendszer. Emiatt mindernx 2 Z}X b ] elem egyértelmfen
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irhato a kdvetkez® alakban i
X= Xp;
i=0
ahol X; 2 X mindeni 2 N-re. Valéban, hiszen szigorip-gy{r] esetén, mivel léte-
zik egyértelm{ multiplikativ reprezentansrendszer, igy az 1.3.1. allitas bizonyitasa

elismételhet®.

2.2.2. allitas. LegyenA egyp-gyTri k maradékgyfrivel é$ : k! A multiplikativ
reprezentansrendszerrel. Tovabba vegyUlk,)n2n €S ( n)n2n KN-beli sorozatokat.
Ekkor

)1 ooxt .oxt .
f()p fCop= ()P
i=0 i=0 i=0
, ahol jeldli a (+; ; ) mfveletek valamelyikét,; = Q. ( o; 1; ; o} 1, )

alkalmasQ, 2 Fo[XP" ;YP' ]-re.

Bizonyitas. EI®szor vegyunk X gixn, f Yigi2n Valtozdkat és vegyuk aZ[XiIal ;Yipl ]
1 1 , P, .
gy‘ﬂr'ﬂt. Legyen x;y 2 Z[Xf) ;Y;P ] a kovetkez® alakix = 4 Xip', y =
L Yip'. Ekkor
X1 .
x y=  f£(Q)p
i=0
valamilyen Q, 2 F,D[Xi'[’1 'YP' ] elemekre.
Most tekintsiik a kévetkez® homomor zmust: : Z[XP™ ;YP' ]! A, amely-

re (X;i) = f( ). Ezt folytonosan terjesszuk kiZ[XiAl ;YiIol ]-ra, jeldljuk ezt is
-val. (Ez a kiterjesztés értelmes és egyértelmq, mivel a tgll’tettjében egy agyTry

sy halljmazt alkot az adott értékelés szerint.) igy (x) = =5 f( ;)p', illetve

(y) = ‘L f()p. Ekkor indukal egy ~: Fp[XP' ;Y ]! k leképezést a

maradekgyfrik kozott, amire(X;) = i, (Y;) = ; ugy, hogyf (7) = (f). Ennek

kdvetkezmeényeként

X1 - xt . X1 oxt .
f(ip fCop= (x) M= x y)= fF@Np = f£((Q)p

i=0 i=0 i=0 i=0

és ezzel kész vagyunk, hiszerQ, ) alkalmas i-nek. ]

2.2.3. allitds. LegyenA ésA’kétp-gyry, k ésk®a hozzajuk tartozé maradékgyTrik.
Tovabba legyerg : k ! k° gyfir] homomor zmus. Ha A szigord p-gy1ry, akkor
egyértelm{en létezik egh : A ! AC gyTrf homomor zmus, amelyre a kdvetkez®
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diagram kommutativ.
A N0

kK —3 /Ko

Bizonyitas. Legyenf : k! A az A-hoz tartoz6 reprezentansrendszef,’: k0! A°
BZ A%hoz tartozd reprezentansrendszer. Vegyink egy 2 A elemet, ekkora =
-+ f( 1)p. Ekkor

X1 oKl .
h(@= h(fC)p= Y9 ))p

i=0 i=0

egyenl®ségnek szilkségképpen teljesiinie kell a kommutativitas miatt. igy adodik az
egyeértelmység. Viszont ez a megadas homomor zmus lesz a 2.2.2. allitds miaftl

2.2.4. dllitas. Legyenk tokéletes gyfrfip karakterisztikaval. Ekkor egyértelmfen
létezik H szigorup-gy1ry, aminekk a maradékgy{r{je. Tovabb&l = W (k).

Bizonyitas. Az egyérteimfség adddik a 2.2.3. allitasboél. Valdban, hiszenké = k
valasztassal, ha van két szigorp-gyfirink, amiknek k a maradékgy1ryje, akkor van
oda-vissza egy-egy homomor zmusunk, legyenek eZiek A ! A%ésh®: AC!I A,
Tovabba a diagram kommutativitasa miatth h°= id ésh® h = id teljesulni fog.
igy kaptuk, hogy ez a két homomor zmus egymas inverze, tehd = A°

A létezéshez tegylk fel, hogk = Fo[XP" 1, ekkor H = Z[XP" ] megfele-
I® valasztas. Tovabba tudjuk, hogy tetsz®leggskarakterisztikaju tokéletes gyT-
1 Fp[X P ] tipust gyfry faktorgyfrfjeként all el®. Valéban, hiszen tetsz®legés
tokéletes, p karakterisztikaju, kommutativ gyfr{ esetén, mindena 2 A eleméhez
készitslink egyX, valtozét, és készitsuk el azl:p[xgJl ] gy"ir1t, illetve azt a ho-
momor zmust, ami mindegyik valtozot a hozza tartoz6 elembe kildi. Tehat elég
azt belatni, ha van egyh : k ! kO szirjektiv homomor zmusunk és létezikH
szigoru p-gyfIr{, aminek k a maradékgyfrfje, akkor létezikH® aminek k® a ma-
radelggy'ﬂrﬂje Vengk azt aH-bdl indulé leképezést, amit aza 2 H esetén az

o FCp 7! Lf( i +ker p)p képlet de nial. Ekkor a 2:2:2: allitas miatt

ez homomor zmus Iesz Tovabba a ;o f( i+kerh)p alaka elemek jol de nial-
tak. Valdban, de nialjuk a kovetkez® megfeleltetésta;b2 H eseténa b, ha a
hatvanysoros felirasukban megegyeznek az egyitthatok. Ez egy ekvivalenciarelacio
lesz, és pont az olyan alaku elemeket de niélja, amiket targyalunk. Tehat ennek a
leképezésnek a képe legydh® A maradékgyqrfje valébank® hiszenk®= k=kerh,
igy val6jaban mindena 2 H°elem a kévetkez® alakban irhata = = /3 f( 9p,
ahol °?2 K% Itt  %re agy tekintlink, mint ; + ker h ekvivalenciaosztaly, és arra
alkalmazzuk f -fet. Ennek kovetkeztébenH =pH®= ff ( 9j 22 k%, mint halmaz.
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Viszont ekkor f izomor zmus lesz, mivelp karakterisztika eseténf additiv. Tehat
H%pH°= k% Mivel minden elem az emlitett hatvanysor alakban irhaté, igy minden,
afp'HY ltrdlas szerinti Cauchy sorozatban, alkalmas index utan stabilizalédik a
p'-hez tartozé kitev® mindeni 2 N-re. igy adodik a teljesség is, tehatH ° szigoru
p-gy1ry lesz.

Veégll az allitas utols6 részéhez legyéth szigorup-gyTr{ k maradékgyfrivel és
f : k! H multiplikativ reprezentanssal. De naljunk a kovetkez® leképezést

“W(K)! H

1 .
(agsay; ;an; )70 (@ )p
i=0
Ez a leképezés bijekcio lesz. Tekintsik azt az esetet, amikdr = Z}Xpl ], ekkor
legyena = (Xo;X1; ), b=(Yp;Y1; ). Ha ebben az esetben izomor zmus lesz

, akkor relaciokkal is teljesulni fog, igy elég ezt az esetet vizsgalni. Vegyuk észre a
kovetkez®ket

X i X i n n
FXP P+ TV )P = Wa(XP )+ Wi(YP ) =

i=0 i=0
= Wio(So(XP " XP ") Si(XP YRy )
SIXP " YPYy  f(S(XP ;YR Y) mod p;

X H(S @b ) = Walf (SED)P ") = Walf (S(X° "

i=0

YP)):

Tehat (a)+ (b) (a+ b) mod p"*!, igy tartja az 6sszeadast. A bizonyitas
teljes egészeében atvihet® a szorzasra is. Megkaptuk, hoggomor zmus. O

MegjegyzésEgyszer| kdvetkezmény, hogy ha vesziink két tokéletes, p karakteriszti-
kaju gyfr1t, jeldljuk ezeket k-val ésk®vel. Ekkor Hom(k; k9 = Hom( W (k); W (k9).
Valdban, hiszenW (k) ésW (k% a k ésk®gyTrikhoz tartozé szigortp-gyfrik, igy a
2.2.3. allitas miatt valoban megegyezik a két halmaz.

De nici6. LegyenA egy teljes diszkrét értékelésgyfrk maradéktesttel. Tegylk
fel, hogy char(A) = 0 éschar(k) = p > 0. Ekkor A abszolut elagazasi indexének
az e ;= v(p) egész értéket nevezzik. Azt mondjuki teljesen elagazasmentes, ha

v(p) = 1.

Mostmar elegend® tudasunk van ahhoz, hogy a fejezet f® tételét kimondhassuk,
illetve belassuk.
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2.2.5. tétel. (1) Minden k tokéletes testre, ahothar(k) = p > 0, W(k) az egyértel-
mY teljes diszkrét értékelésgy r@) karakterisztikaval, amely teljesen elagazasmentes
ésk a maradékteste.

(2) Legyen A teljes diszkrét értekelésgyrP karakterisztikaval ésk tokéletes
p > 0 karakterisztikaju maradéktesttel. Jeldljee az abszolut elagazasi indexét-
nak. Ekkor létezik egy egyértelmq : W(k) ! A injektiv homomor zmus, amire a
kovetkez® diagram kommutativ.

W (k) — /A

k14
TovabbaA egye rangu szabadV (k) modulus lesz.

Bizonyitas. Az (1) allits egyenesen adodik a 2.2.4. allitasbol. Valéban, mived (k)
szigoru p-gyTry k maradéktesttel, akkorW (k) egy teljes diszkrét értékelésgyry a
p-adikus értékeléssel, igy teljesen elagazasmentes is.
A (2) allitashoz vegytik észre, hogy a 2.2.3. allitasbol kdvetkezikiétezése, illetve

egyertelmfsége. Tegyuk fel, hogy nem injektiv, ekkor létezikO06 a2 W (k), hogy

(a) = 0. Ekkor a = p‘u alkalmas u egységre é& 2 N-re. Viszont ekkor, mivel
char(A) = 0, igy (u) = 0, ami ellentmondas a diagram kommuta];ivitésa miatt.
Legyen primelemA-ban. Ekkor mar belattuk, hogya 2 A eseténa= /5 f( ;) ',
ahol ; 2 k. Mivel v(p) = e, p a kbvetkez® alakban irhat@p = €u, ahol u alkalmas
egység. Ennek kovetkezményeként

Xl x1 .
a= fCi) P
i=0 j=0
, tehat valéban szabadw (k)-modulus leszA azf1; ; ?; e 1g bazissal. O

MegjegyzésEkkor a leképezés a 2.2.4. allitas bizonyitdsabdl adddik, hogy miként
néz ki. Ha[a] jeloli az a 2 k-hoz tartozé Teichmuller-reprezentanst, akkor

1 .
((a0;aq;  sans )= (& Dp:
i=0
Tovabba, haA = W(k), akkor kapunk egy Ujabb felirasatW (k)-nak
X1 P
(agiay; ;an; )= [a& Ip:
i=0

2.2.6. tétel. LegyenK egyp-adikus test, ekkorK Q,-nek véges b®vitése.
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Bizonyitas. Mivel K lokalis test igyk veges, tehaik : F,j véges, igyk = Fy( ), mert

k tokéletes. EkkorW (k) = W(Fp)((; O; )), mivel az el®z® megjegyzés miatt felir-
hatjuk a fenti alakban W (Fp) elemeit, igy tetsz®leges koordinataban barmefy( )
elem el®all. ViszontW (k)-nak e rangu szabad modulusay , ahol e az elagazasi
indexe K -nak, igy kapjuk, hogyK veges b®vités@,-nek. ]
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3. B-reprezentaciok es (F; G)-reguléaris gyfrik

LegyenG topologikus csoport,B kommutativ, topologikus gy{r{ és legyen adva
G-nek egy folytonos hatas# -n, ami teljesiti a kovetkez® tulajdonsagokat. Hg 2 G,
b;b 2 B, akkor

g(b + ) = g(by) + g(b) g(luby) = g(br)o(by):

Megjegyzés A Galois-elméleti ismeretek alapjan kézenfekv® példa, amikér= L
egy véges Galois b®vitése valaki testnek ésG = Gal(L=K ), tovabbalL -en, illetve
G-n a diszkrét topologiat vesszuk.

“ sz

De nici6. Egy X végesen generalB-modulust G egy B -reprezentacidéjanak mon-
dunk, ha G folytonosan hat X -en szemilinearis médon, ami a kbvetkez®t jelenti.
Mindeng2 G, 2 B ésx;Xx1;X» 2 X elemekre

g(X1+ X2) = g(X1) + g(x2) 9(x )= g( )g(x):

MegjegyzésHa G trividlisan hat B-n, akkor linearis reprezentaciét kapunk. H8 =
Fp a diszkrét topologiaval ellatva, akkor mod p reprezentacioként hivatkozunk ra,
illetve B = Qp eseténp-adikus reprezentacionak nevezzuk.

“ sz

De nici6. Egy X B -reprezentaciojatG-nek szabadnak nevezzik, hd szabadB -
modulus.

De nici6. Egy X szabadB -reprezentaciojaG-nek trividlis, ha a kbvetkez® feltételek
kdzul valamelyik teljesul.

1. Létezik X -nek béazisa, amiX ®-ben fekszik.
2. X = BY ésG természetesen haX -en.

LegyenE = BC® és tegyik fel, hogyE test. Legyen tovabbaF E egy topolo-
gikusan zart résztest.
Ha B nullosztomentes, akkorC = Frac(B) kiterjeszhet®G hatasa a kovetkez®-
képp: |
b gb)
b~ o(k)
mindeng 2 G ésh;;b, 2 B esetén.

Az, hogy ez reprezentansfiiggetlen, adodik a hatas multiplikativitasdb@&-n.

De nici6. B-t (F; G)-regularisnak mondjuk, ha a kovetkez®k teljestilnek:

1. B nullosztbmentes.
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2. B¢ = CC.

3. Minden olyanb 2 B, b6 0, amire barmelyg 2 G esetén létezik 2 F, hogy
g(b)= b, akkorb 12 B.

A kovetkez®kben megjegyzésként a kimondott de niciokat, illetve allitasokat ka-
tegdriaelméleti iranybdl is jellemezziik, viszont ezeket de nicidk és ellen®rzések nél-
kil tessziik. Ennek oka, hogy ezen de nici6k kimondasa nem szilkséges a szamunkra
€s sok esetben tulzottan kérilményes ahhoz, hogy a jegyzet foglalkozzon vele.

VA

Rep¢ (G) Abel kategoria lesz.

Az F-reprezentacioitG-nek ellatjuk a kévetkez® tulajdonsagokkal.

Ha Vi; V, F-reprezentécidiG-nek, akkorF felett tenzorszorozva ®ket tovabbra is
F vektorteret kapunk: V; ¢ V.. Ezt lassuk el a kovetkez® hatassal:g(vy  V») :=
o(vi) g(v2). Ezzel aG hatassalV, ¢ V, is F-reprezentacidja lest-nek.

Ha V F-reprezentaciojaG-nek, jeldlieV = fV ! F lineéris leképezések} hal-

s sz

hat: (gf)(v) := f(g (v)), aholg2 G,f 2V ésv2 V.

Altalanosan, ha van egyG-hatasom X -en ésY -on, akkor egyf 2 Hom(X;Y)
elemre és tetsz®leges2 X -re, (gf )(x) := g(f (g 1(x)).
Megjegyzés.Ekkor Rep(G) ezen strukturakkal egy neutralis Tannaka kategoria
leszF felett, amiben az egységreprezentacto leszG trividlis hatasaval.

De nici6. LegyenV egyF -reprezentaciojaG-nek. Azt mondjuk, hogyV B-megen-
gedhet®, haB ¢ V trividlis B-reprezentacidjaG-nek.

LegyenV tetsz®lege§ -reprezenetacidjas-nek, ekkorB ¢V szabadB-modulus
lesz, tovabba, ha vesszik rajta a kdvetkeza®hatast: g(  x):= g( ) g(x), akkor
B ¢ V szabadB-reprezentacioja lesz-nek.

Vezessik be a kdvetkez® jeldlést
Dg(V):=(B ¢ V)©:
De nialjuk a kovetkez® leképezést
v:B eDg(V)! B ¢V,
X7 X

ahol 2 B ésx 2 Dg(V). Ekkor  B-linearis lesz.G a kbvezkez®képp hat a
B e Dg(V)-n

o x=9() x
Ekkor g 2 G hatdsa kommutéal  -vel.
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3.1. A kuls® szorzat de niadlasa vektorterekre

A kovetkez®kben bevezetjuk egy vektortér kils® szorzatanak fogalmat, illet-
ve belatunk réla bizonyos dolgokat. Ezt pusztan technikai megfontolasbdl tesszuk,
mivel a fejezet témajahoz nem kapcsolodik, viszont a fejezet f® tételének bizonyita-
saban kulcsszerepet jatszik majd.

A tovabbiakban V egy n-dimenzids vektorteret fog jeldlni egyF test folott.

Tovabba X tetsz®leges véges dimenzids vektortér szintenfolott.

De nici6. Legyenk 2 N tetsz®leges, ekkor vezessiuk be az alabbi jel6lést
vV K=V Y

V k példanyban vett direkt szorzata.

Denici6. Egy :V X! X leképezést multilinearisnak mondunk, ha

( javitavy )=a ( ;vi; )+ a (v )

barmely a;; a, 2 F-re, illetve vq;v, 2 V-re.

Denici6. Egy :V k! X multilinearis leképezést alternalonak mondunk, ha
( sv; sv; )=0

barmelyv 2 V-re.

De nici6. Egy :V X! X multilinearis leképezést ferdén szimmetrikusnak mon-
dunk, ha

( sv sver )= (0 5V v )
barmely vi; v, 2 V-re.

3.1.1. allitds. Tegyuk fel, hogycharF 6 2, ekkor egy :V X! X multilineéaris
leképezés esetén alternalo , ferdén szimmetrikus.

Bizonyitas. EI®szor tegyik fel, hogy ferdén szimmetrikus, ekkor
C sviosvs )= osvso v )
tovabba char(F) 6 2, igy alternald.
Legyen alternald, ekkor

0= ( svitvy vitvy )= (v v )+ (v Ve )t
+ (0 svar 5var )+ (Ve v )
Ebb®I kihasznalva, hogy alternalo, adddik, hogy ferdén szimmetrikus is. ]
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De nici6. Legyenk 2 N, ekkor ak-adik kills® szorzataV-nek F felett egy F-
vektortér (jeldlie " £ V) és egy alternald, multilinearis leképezés

RAVALY V';v;

amely péarra a kbvetkez® tulajdonség teljesuil. Tet56®legesV K1 X F -multilinearis,
alternalé leképezésre egyértelmfen létezik egy £V ! X F -linearis leképezés,
amire "= . Vagyis a kdvetkez® diagram kommutativ.
Vi
F
N

N
N

J
Vv kX

3.1.2. allitds. LétezikV k-adik kuls® szorzatd, : V X! KV,

Bizonyitas. Legyen :V K| N KV ak példanyban vett tenzorszorzataV -nek
F felett. LegyenS azon monom% altal generé]q altér, amiben el®fordul ugyanazon
V-beli elem kétszer. Legye® = £ V=Sésq: £V ! Q ahozza tartozo faktor-
leképezés.

A tovabbiakban a célunk megmutatni, hogyg :V k! Q lesz ak-adik kiils®
szorzataV-nek. Az, hogy(q alternaldé, adddik a konstrukciéb6l. Az univerzalis
tulajdonsag ellen®rzésehez legyen

Vv ok ox

multilinearis, alternalo. Ekkor a terll\Forszorzat univerzalis tulajdonsagabol kbvetke-
zik, hogy egyértelmfen létezik : £V | X F -lineéaris leképezés, ami az alabbi
diagramot kommutativva teszi.

o’
V k—\;x

Abbdl, hogy alternald, kovetkezik, hogy is az, viszont ekkor atvezethet®Q-n
agy, hogy a kdvetkez® diagram kommutativ legyen.

N
EVL/Q
|
\
"
X
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Ennek kovetkezményében az alabbi diagram kommutativ lesz.

A

Vv kX
Tovdbba, ha™ g = , akkor atenzorszorzat univerzalis tL\Iﬁjdonségébél adoddan
T oq= q, viszont q szurjektiv, igy = . Tehat valéban KV = Q és" = q
jO valasztas. n
3.1.3. allitds. ~ £V-t generdlja azfg, ~ 7 g, . i1< <iyg halmaz.

Bizonyitas. Jeldlie S a monomok altal generdlt alteret kV-ben. De nialjuk az
alabbiakat v v
Q:="kv=s q kv Q

ahol g a faktorleképezeés.

. . . \ . .
Vegyik a kovetkez® leképezéseketV k! Qész: kV! Q,aholzésZ is
mindent a nullelembe kuld. Ekkor

Z "=z,

tovabba, mivel"(V ¥) S, igy
q "=z
Vislent ekkor a kiuls® szorzat univerzalis tulajdonsagéabdl adédoégn= Z, tehat
S= kv,
O

3.1.4. allitas. Az " :V kI V';V k-adik kils® szorzat esetébenfg, * " g, :
i < <iyg halmaz bazist alkot és iggimg V';V = E :

Bizonyitas. EI®szor vegylk észre, hoa/yF‘V-t generdljae,” " e,, igy szukségképp
bazis is.

A kovetkez®kben konstrualunk egy :V';V nky VEV bilinearis leképe-
zést, ami a monomok direkt szorzatat abba a monomba kuldi, amit ezek egymasutan
irasaval kapunk. Ehhez vegyiik észre, hogy axak ! "1V leképezés, ami rogzitett
A1 ;an\gsetén(%; cak)-t g™ ;M an-be kildi, multilineéris, igy kapunk egy
egyértelmf KV ! "1V lineéris leképezést. Ezt eljatszva  k-ra is, dsszedirekt-
szorozva a két lineéris leképezéssereget, kapunk egy a feltételeket kielégit® bilineéaris
leképezést.

P .
Most tegyik fel, hogy |, a g =0, ahol az 6sszegzes vegigfut az 6sskeslem
multiindexen, ésl = (iq; ik) eseténg = e, N @,. Tovabba jeldlje e,

\%
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azonn k-as kiuls® szorzat monomot, amit d multiindex altal rEeghatérozott
monom kitorlésével kapunke; ® ~ e,-b®l. EkkorO0= (0;e;)= ( ,a€;6)=
ae” " e, viszont ez ellentmondas, tehat kész vagyunk. O

3.1.5. dllitas. A V F-vektortér k-adik kils® szorzata egyértelmy abban az értelem-
ben, hogy barmely két-adik kiils® szorzatd,; : V K1 W, és",:V X1 W, kozott
egyértelmfen létezik izomor zmus, amirei "y = ",.

Bizonyitas. Tegyuk fel, hogy W;; W, két k-adik kils® szorzataV-nek és";;", a
hozzajuk tartoz6 alternélo, multilinearis leképezés. Ekkor a kuls® szorzat univerza-
lis tulajdonsdga miatt egyértelm{en létezik F -linearis leképezés, ami a kdvetkez®
diagramot kommutativva teszi.

\V/ k

Wy ——/W,

Ez azi igy bazist bazisba képez injektiv mddon, igy tényleg izomor zmust de nial.
0

De nici6. Egy V n-dimenziosF test feletti vektortér esetébendetV := V.

3.2. (F,G)-regularis gyfryk
A kils® szorzat bevezetése utan ratérhetiink a fejezet f®tételének bizonyitaséara.

3.2.1. tétel. Tegyuk fel, hogyB (F; G)-reguléris, ekkor a kovetkez®k teljesiinek.

Ve

dimg V. Tovabba

dimg Dg(V)=dimgV,  izomorfizmus , V B megengedhe®

2. HaV; ésV, B-megengedhet®, akkor

De(V1) eDg(V2) = De(V1 £ V2):

3. HaV B-megengedhet®, akkdf is B-megengedhet® és

Dg(V )= Dg(V):
4.Da(F)=E
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MegjegyzésA B-megengedhet® -reprezentaciokrél a kovetkez®k mondhaték el. Le-
gyenRepE (G) a teljes részkategoriajdRep - (G)-nek, amiben aB -megengedhet® -
reprezentaciok fekszenek. EkkdRep £ (G) egy rész-Tannaka kategoriajiep ¢ (G)-
nek és ennek @ g -re vett megszoritasa egy egzakt, hfiséges tenzor funktor.

Bizonyitas. (1.) LegyenC = FracB. Mivel B (F;G)-regularis, E = C¢ = BS,
Ekkor a kovetkez® diagram kommutativ lesz.

B EDB(V) —/B FV

B e DQc(V)

C egD¢(V)—IC rV

Tehat elég v injektivitasat abban az esetben vizsgalni, amikdB test. Ehhez elegen-
d® azt latni, hogy barmelyx;; ;x, 2 Dg(V) E f6lott linearisan fuggetlen rendszer
B folétt is linearisan fuggetlen. Eztn szerinti indukcidval bizonyitjuk. Az n = 1
eset egyértelm{en igaz, tegyuk fel, hogy 1> O-ra tudjuk. Most tegyuk fel, hogy
B felett linearisan 6sszeflgg®:; ;Xn, ekkor alkalmas ; 2 B-kre [, ix; =0.
Szorozva —n-nel feltehet®, hogy a kidvetkez® egyenl®ség teljesul

X 1
Xn = i X
i=1

Vegyunk tetsz®legeg 2 G elemet, mivelx, 2 Dg(V), g(Xn) = Xn, igy kapjuk, hogy

K 1
(g ) i)x=0:
i=1
Viszont ekkor az indukcios feltevés szerint; 2 E mindeni-re, ami ellentmondas.
Vilagos, hogy abban az esetben, hay izomor zmus, akkor dimg Dg(V) =
dimg V. Tegyik fel, hogydimeg Dg(V) = dimg V. Legyenfvy; ;vqg V egy F
feletti bazisa, ebb®l készitsik éB ¢ V egy B feletti bazisat, fv9; ;vig =
f1 vy ;1 vyg. Tovabba jeloljuk fe; ;egg-vel Dg(V)-ben egy bazist. Ekkor

aholb; 2 B. A b -kb®I készitett matrix determinansa egyB -beli, nem nulla értek
lesz, mivel  injektiv. Jeldljuk ezt az értéketbvel. Hab ! 2 B, akkor a matrix
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invertalhato lesz és igy v izomor zmus lesz. Legyerv := v " vq. De nialjuk a
kdvetkez® leképezést:: G! F |, amiteljesitiag(v) = (g)v egyenletet. Hasonl6an
e:= e " ey Ekkor g(e) = eés kdnnyen meggondolhat6, hogy= bv. Ennek ko-
vetkeztébene = g(b) (g)v,tehatg(b)= 1(g)b. Kihasznalva az(F; G)-regularitast,
b 12 B valéban teljesdl.

A masodik ekvivalencidhoz el®szor tegyuk fel, hogy létezik; ;Xxq bazisa
B Fr V-nek, amirex; 2 Dg(V) minden i-re. Ekkor azfl x;g rendszert y a
bazisba kildi, tovabba tudjuk, hogy injektiv, igy valéban izomor zmus lesz. Vissza-
fele is hasonléan kénnyf meggondolni a bizonyitast. Ha izomor zmus, akkbrs (V)
bazisat sziikségképpen bazisba kuldi, .

(2.) Tekintsuk a kovetkez® diagramot.

B rV) g(B rVo))=——=B ¢ (Vy rV2)

| |

Dg(V1) e Dg(V2) Dg(V1 £ Vo)
Az indukdlt leképezés injektiv lesz, tovabb#; ésV, B-megengedhet®sége miatt
dimg Dg(Vi) e Dg(V2)=dimgB ¢ (Mt fVz2) dimeDg(Mi F Vo):

igy valéban izomor zmus lesz .

(3.) Azt, hogy V B-megengedhet®, dimenzié szerinti indukcioval bizonyitjuk.
Ha dimgV = 1, akkor V = Fv. Tovabba Dg(V) = Eb v alkalmasb 2 B-
re, ami nem nulla, mivelV B-megengedhet® -reprezentacié. EkkorV = Fv és
Dg(V )=Eb ! v.igydimgDg(V )=1,tehatV B-megengedhet®.

Most tegyuk fel, hogydimV 2. Ekkor fenall a kbvetkez® izomor zmus.

4y (detv) =V

Valéban, mert legyen az a megfeleltetés, hogy 2 V‘,i v, f 2 (detV) elemekre a
megfeleltetést a kovetkez® képlet de nialjd: (w” ). Ez valébar\1/v -beli elem lesz,
tovdbba izomor zmus lesz, mivel a dimer\;iék megegy%nek é6d V) (detV) -
beli bazist aV -beli bazisba kiildi. Mivel (" ¢ V) el®all” ¢ Vv hanyadosaként, igy
B -megengedhet® lesz, tovabltim(det V) = 1 miatt (detV) is B-megengedhet®.
A Dg(V ) = (Dg(V)) izomor zmushoz tekintsiik a kévetkez® kommutativ di-

agramot.
B gV —/(B gV)

|

De(V )~ - /(Ds(V))
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A fels® izomor zmust a kdvetkez® leképezés adja meg.
B gV ! (B E V)

b f71((b f):B V! B a vT7!baf(v))

Jeldliefvy;  ;vyeg V bazisat,fv,; ;vyg pedig a dudlis bazist. Ekkor ad 1 vy;
;1 vyg B ¢V bazisaB felett, f1 v;; ;1 v,gB ¢V bazisaB felett.
Azonnal adodik, hogyf (1 v;); ; (1 vy)g bazis lesz(B ¢ V) -ban, igy
bazist bazisba képez.

Legyenb f 2 Dg(V ), ekkorg(b) f(g (v))= b f(v) mindenv 2 V-re.
Tovabbag2 G, a2 B ésv2 V esetén

g (b f)a v)=gdag(f(g *(v)) =(gbhaf(g *(v)) = baf(v):
Ha emelletta v 2 Dg(V), akkor
(b f)a =g (b f)a v)=g( (b f)g'@ v)=d (b f)a V)

Tehat a képE-ben van, igy a diagram val6ban indukél egy : Dg(V )! (Dg(V))
leképezést, ami tovabba izomor zmus is lesz, mivel egyértelmfen injektiv, valamint
dimDg(V )=dim(Dg(V)) V B-megengedhet®sége miatt.

(4.) Ez az izomor zmus magatol értet®d®. O
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4. Az R gyfry konstrukcioja és tulajdonsagai

4.1. R(A) konstrukcioja

De nici6. LegyenA tetsz®legegp-karakterisztikaja kommutativ gyfr{. R(A) :=
IimnZN An, ahol A, = A és az attérési leképezés @ -Frobenius. Ekkorx 2 R(A)-ra
X = (Xn)n2n, Xn 2 A ésxP,; = X,.

Emlékeztet®ul:

De nici6. Ha A egy p-karakterisztikaja kommutativ gy{r{, akkor A tokéletes, ha
a p-Frobenius izomor zmust de nial.

4.1.1. allitds. R(A) tokéletes gyqrv.

Bizonyitas. Vegyunk egyx = (Xn)nz2n 2 R(A) elemet. EKkorx = (Xp41)h,y miatt
adodik a szurjektivitas tovabba az injektivitas abbdl latszik, hogyP = 0 esetén
xP.. = Xn =0 mindenn 2 N-re. O

De niéljuk a kovetkez® leképezést tetsz®lega N-re.
nR(A)!T A

(Xn)nZN 7! Xn

Konnyen lathatd, hogy haA tokéletes, akkor , izomor zmus lesz barmelyn-re.
Ha injektiv A-n, akkor , injektiv lesz.
Ha A topologikus gyfr{, akkorR(A)-n vehetjuk az inverz limesz topologiat.

LegyenA mostantdl teljes ap-adikus értékelésre, ekkoA = Iimn 2NA:p”A.

4.1.2. allitas. Megadhat6 multiplikativ bijekcidR(A=pA) és azS := f (x(M),onjxM 2
A; (x(mD )P = x(MWg halmaz kozott.

Bizonyitas. Vegyunk egyx = (Xn)n2n 2 R(A=pA) elemet és jeldljer, az x, A-ba
valo tetsz®leges felemeltjét. Ekkat, ®P,, mod pA, igy az 1.3.2. lemma miatt
tetsz®leges; m 2 N-re

m+1

m
1A
kg+ m+1 kﬁ+m mod pm+ A:

Ennek kovetkeztébenimp 1 kﬁr:m létezik, mivel A teljes a p-adikus értékelésre.
Tovabba a konstrukciobdl adodik, hogy fliggetlen a felemelt valasztasatol. Ekkor
XM = lim m +1 ®%, .. Magatdl értet®d®, hogy ez valoban felemelt és"*D) )P =
x(M, Ez megad egy

:R(A=pA)! S
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leképezést. Vegylk az
:S1 R(A=pA)

(XM nan 7 (™ + pA)nan

leképezést. Az el®bbi két leképezés egymas inverze lesz. Az, hogy= id, kénnyen
lathat6. A masik iranyhoz elég kihasznalni azt, hogy a felemelt tetsz®legesen valaszt-
hato, igy alkalmas felemeltek valasztasaval konstans sorozat limeszét kapjuk.

Az R(A=pA) ! S leképezés multiplikativitAsa adodik a de nicidbadl. ]

A denidlt R(A=pA) ! S leképezés a kdvetkez®képpen viselkedik az dsszegre
nézve.
(x + y)(n) = lim (X(n+ m) 4 y(n+ m))pm
m! +1

4.2. Ck de nicidja, tulajdonsagai

Ebben a fejezetben &Cx := Ks testet tekintjik és ennek az algebrai zartsa-
gat targyaljuk. Legf®képpen olyan megfontolashdl tessziik ezt, hogy a kés®bbiekben
de nialt R gy{r{ bizonyos tulajdonsagainak belatasahoz sziikségunk lesz erre a tu-
lajdonsagaraCy -nak. Tovabba altalanossagban kitlintetett szerepet tolt be egiK
lokalis testhez rendeltC test.

4.2.1. allitds. (Krasner-lemma) LegyenF teljes, nemarkhimédeszi tesg  F zart
résztest,; 2 F szeparabilisele felett. Tegyik fel, hogy j<ij ° jminden
Okonjugaltjara -nak E felett, amire 6 ° Ekkor 2 E( ).

Bizonyitas. Legyen = ,ekkorE(; )= E(; ),igyazE(; )=E( ) b®vi-
tés szeparabilis lesz. Vehetjik minimalpolinomjanak felbontasi testét és annak a
Galois csoportjat. Ha ez a Galois csoport trividlisan hat-n, akkor készen vagyunk.
Tegyuk fel, hogy létezik ° Galois konjugéltia -nak, ami nem egyezik meg -val.

Ekkor ©= O valami nemtrividlis Galois konjugaltjara -nak. Tudjuk, hogy
i9=17j1] igyj 9 7 j=] j teljesul, mivel az abszolutérték nemarkhi-
médeszi. Viszontj © j = j § és a feltétel szerintj ©  j > j j, tehat
ellentmondasra jutottunk. O

4.2.2. kovetkezmeny. LegyenK teljes test egy nemarkhimédeszi abszolutértékre
nézve. LegyerK * a szeparabilis lezartjaK -nak, K az algebrai lezéartjaK -nak és

Ks K teljesiljon. EkkorKk s = © 6s Cx = Kk s algebrailag zart.

Bizonyitas. EI®sz6r megmutatjuk, hogyp karakterisztika esetén g-Frobenius szir-
jektiv Cx -n. Legyen 2 mg az egyik pozitiv érték] elemOy s-ben. Norméljuk az
ertékelést ugy, hogw( ) = 1. Az eddigiek alapjan ekkor

Oks = fa2 K%v(a) 0g; Oc, =Ilim Ogs= "Oks
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tovabba Ck = OCK [1: ]

Vegyunk egya 2 Cx elemet, ekkor ™a 2 Oc¢, , igy feltehet®, hogya 2 O, .
Legyen (a)n2n 2 OFs olyan sorozat, hogya a, mod ". Vegylk a kovetkez®
polinomsorozatot

Pn(X)= XP "X o an:
Ekkor P)(X) 6 0, igy szeparabilis lesz a polinom, tehat adhat6, 2 Oys gyoke.
Ekkor a kbvetkez® egyenl®ség miatt

p — n+l n
n+l h= n+1 nt a1 @

miatt adédik, hogy v( b, P n. Valéban, hiszena,,; a, O mod ", a
masik két tagbdl is kiemelhet® " agy, hogy mégOx s-ben maradjunk. Ekkor viszont
V( n+1 n) % mivel a karakterisztika p. Tehat ( n)n2n konvergal Oc, -ban és
P=Ilim P=a mvelv(? a=v(" ,+a a n. Tehat a p-Frobenius
valéban szurjektiv.
A kovetkez®kben belatjuk, hog¥k szeparabilisan zart, ebb®I kdvetkezik az el®z®
eredmény segitségével az algebrai zartsag. Tehat vegyunk egy tetsz®leges

P(X)= ag+ aiX + +ag X941+ X92 Cc[X]

szeparabilis polinomot. Feltehet®, hogg 2 O, , mivel a polinom gyotkeit, ha szo-
rozzuk N -nel, akkor a minimalpolinomjanak egytitthat6i a kdvetkez®képp valtoznak
a’= N Dg igy kell®en nagy\N -re mar az egyutthatokOc, -ban fekszenek. Tehat
azt szeretnénk latni, hogyP (X) 2 Oc, [X]-nek van-e gyokeOc, -ban. Jeldlje C2
P(X) felbontasi testét ésr := max v( ; i), ahol ; 6 ; gyokeiP-nek Cg -ban.
Vegyuk a kdvetkez® polinomot

Q(X) =+ bX + +hy  X* T+ X%

aholb 2 K5, v(h &) >rd. Tovabba vegyik észre, hogy abbdl, hogy@Frobenius
szirjektiv, kovetkezik, hogyK  Ck . Val6ban, vegyiink egyp(x) 2 K [X], K felett
irreducibilis polinomot, ezt a polinomotK ® felett tekintve irreducibilis tényez®kre
bomlik. Vegyunk egy ilyen irreducibilis tényez®t, jeldlje(x). Ha q(x) szeparabilis,
kész vagyunk, ha nem, akkog(x) = h(xP"), ahol mar h(x) szeparabilis, igy van
gyokeK s-ben, de ennek a gyoknek p"-edik gydke a bizonyitottak szerintCx -ban
fekszik, igy valobanK  Ck. igy Q(X)-nek vehetjiik egyCx -beli  gyokét. Most
szeretnénk Krasner-lemmat hasznalni. Ha belatnank, hogy alkalmasra v( ) >
v( 9 barmely °6  gyokére P-nek C% -bol, akkor a Krasner-lemma miatt

2 Cx () = Cg, tehat kész lennénk. Vegyik azt az 2 C gyokét P-nek, amire
v( ) maximdlis. Mivel P( )= P( ) Q( ), igy v(P( )) >rd, mivel a b-ket
igy valasztottuk. Tovabba tudjuk, hogy

xd
P()= ( i);

i=1
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igy azt kapjuk, hogy

vd
v( i) >rd;

i=1
tehat v( ) > v( 9. igy valoban készen vagyunk a Krasner-lemma
miatt. gy Cy algebrailag zart lesz. Emelleti? = Kk s kovetkezik a telités univerzalis

tulajdonsagabdl, és abbdl, hogK  Ck. ]
4.3. Az R gyfre

LegyenK p-adikus test.

De nici6. R := R(Ox=pOy) = R(Oc, =P ¢, ), vegyuk azt av értékeléstCy -n,
amire v(p) = 1. Ekkor x = (x(M),on 2 R-re legyenv(x) := v(x©@).

4.3.1. allitas. R teljes értékelésgyr a altal de niélt értékeléssel. Tovabbg-
karakterisztikdju, tokéletes gyfrf. A hanyadosteste teljes lesx altal indukalt ér-
tékelésre nézve és tokéletpskarakterisztikaju lesz.R maradéktestek, ahol k Ok
maradékteste.

Bizonyitas. EI®szor belatjukv-r®l, hogy valéban értékelefRR-en. Az 1.2.3. allitas
ismeretébenv(R) = Q o[f +1g . Tovdbba kdnnyen lathatd, hogy

vix)=+1, x@9=0, x=0

v(xy) = v(x) + v(y):
Az ultrametrikus tulajdonsaghoz vegyiink0 6 x;y 2 R elemeket. Ekkorx(©@;y© &

“ s s

1 ésv(y™) < 1. Tudjuk, hogy
(x+y)™ x4+ y(M  modp;
ebb®| adédik, hogy
v((x+ y)™)  minfy(x™); v(y™); 1g = min fv(x™); v(y™)g;

amib®I kovetkezik, hogw(x + y)  minfv(x):v(y)g.
Tovabba meg gyelhet®, hogy

vix) p", v(x™) 1, x,=0:

Ebb®I azonnal kévetkezik a teljesség, mert barmely Cauchy sorozat esetén az elemek
koordintai alkalmas indext®| kezdve stabilizalédnak.

38



Mivel R-en van értékelés, ezért nullosztdmentes, igy vehetjik a hanyadostestét,
ami a kovetkez® halmaz lesz.

FrR = fx = (xM)nanjx™ 2 Cy; (x(M )P = x(Mg

Mint az eddigiekben, az értékelés kiterjed a hanyadostestre(x) = v(x©), ahol
x 2 FrR. Tehat FrR teljes nemarkhimédeszip-karakterisztikaju tokéletes test lesz,
amibenR az egészek gyfr{je, amiben a maximalis ide@k := fx 2 FrRjv(x) > Og.
Tovabba, ha vesszik ap: R! O =pOy leképezest, miveDyg-nak a maradékteste
k, igy az
RIO =pOr! k

leképezés magjang, tehat R=mg = k.

O

Ekkor FrR maradékteste tokéletes lesz, tovabba lattuk, hogirR teljes, igy
létezik egyértelmfs : k ! R szelése aR ! R=mg faktorleképezésnek. Ezt az
leképezést meg is adjuk képlettel.

Vegylunk egyk | szepardbilis testb®vitést, ekkol = k( ). Jeldlje m (x) a
minimalpolinomjat és legyenM (x) ennekK -ba valé felemeltje. Ekkor Iétezik egy-
értelmfen gyokeM -nek, ami felemeltje. Val6ban, mivel ezt biztositja nekiink a
Hensel-lemma. TovabbaM irreducibilis, igy K ( ) elagazasmentes b®vités ldsma-
radéktesttel. igy aK * :={ Azon L testek unidja, amikreL=K véges elagazasmentes
Galois-b®vités } test maradéktesté. Jelolie K" = W(K).

Az s:k! R leképezést a kovetkez® megadas de niélja

a7l ([& "Dnan;

ahol[aP "] =(a ";0; )2 W(k) a Teichmiiller-reprezentansa® "-nek. Valoban,
hiszen ([a®> "™ ))P = [a "], igy R-beli elem, tovabba o(([a" ")n2n) = [a], amit
valébana-ba kild a faktorleképezés. Az, hogy homomor zmus, az magatol értet®dik,
hiszen hivatkozhatunk koordinatanként a Witt-vektorok mfveleti tulajdonsagaira.

4.3.2. dlliths. FrR algebrailag zart test.

Bizonyitas. Mivel FrR tokéletes, ezért elég azt latni, hogy szeparabilisan zart. Tehéat
vegyunk egy

P(X)=ag+ ayX + +ag X1+ X92R[X]
szeparabilis polinomot. Ekkor létezneki(X ); v(X) 2 FrR[X], amikre
u(X)P(X)+ v(X)PqX)=1
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Tovabba, ha = (p™)n2n, ahol p@ = p, (igy v( ) = 1,) akkor alkalmasm 2 N-re
UX):= Mu(X)2R[X]; V(X):= M™v(X)2R[X]
es
UX)P(X)+ V(X)PYX)= ™:
Figyeljuk meg, hogy tetsz®leges 2 N-re adhatdéx 2 R, hogy v(P(x)) p".

Ahhoz, hogy ezt lassuk, elég olyar 2 R elemet talalni, amire ,(P(x)) =0, hiszen
ker , = fy2 Rjv(y) p"g. Ehhez vegylnk egy

Q(X):== X%+ Iy X411+  +1hy

polinomot, aholh a (&) egy felemeltieOx—-ban. Mivel K algebrai lezart, igy van
u 2 Oy gyoke Q(X)-nek. Ekkor minden olyanx 2 R j0 valasztas, amire ,(X) =
u-+ pOKi
Most szeretnénk egy olyar{X,)n 2m+1 R-ben futé sorozatot konstrualni, amire
V(Xp+s1) V(Xp) n m s P(xp)2 "R:

igy kapunk egy konvergens sorozatot, aminek a hatarértéke gyoke 15X )-nek.

A sorozat létezését indukciéval igazoljuk. EI®szor is = 2m + 1-re az el®bbi
meg gyelés miatt létezik Xom+1 2 R elem, amirev(P (Xom+1)  p?™*L. Most tegyiik
fel, hogyn 2m +1 indexig igaz az allitas. Vegylk észre, hogy

X X o
PX +Y)= P(X)+ YPYX)+ Yi ' axii:
2 i
Most jelblje Xn+1 = X, + Y. Szeretnénk alkalmagy-t talalni, amire X,.+; kielégiti a
feltételeket. Ehhez segitségul hivjuk az el®z® felirast.
X X

: i o
P(Xns1) = P(Xp) + YPYXp) + Y o a(xn)
P2 i J
Ha olyany-t valasztunk, amirev(y) n m, akkor
X o
v(y’ ; axy') 2n m) 2n+1

i
j 2 esetén. igyy-nak elég kielégitenie a kdvetkez® két tulajdonsagot:
viy) n m v(P(xn)+ yPYxs)) n+1
Tudjuk, hogy
V(V(Xn)PO(Xn))= v( ™ UXa)P(xn)) = m;
mert v(U(X,)P(xn)) n > m. igy v(PYx,)) m, ami miatt y =
valasztas lesz.

P (xn)
P9%xn)

jo
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5. Sen-elmélet

Ebben a fejezetben a masodik alfejezetben kimondott Tate-Sen tétel bebizonyi-
tasa a cél, ami fontos eszkdzként szolgal majd a jegyzet utolso fejezetében. Ennek a
bizonyitasahoz az algebrai mddszerek mellett sok helyen a funkcionélanalizis eszko-
zeit hivjuk segitségl.

5.1. Tate-csavarasok

LegyenK test, ésK ® egy rogzitett szeparabilis lezartG := Gal(K $=K). Kapjuk
a kovetkez® egzakt sorozatat multiplikativ csoportoknak

10 (K91 (K3 17 (ks 11

feltéve, hogycharK 6 p, illetve ellenkez® esetbel -rol fel kell tenni, hogy tokéletes.
(Itt L test esetén (L) := fx 2 Ljx*" =10q)

Ha charK 6 p, akkor n(K?®) = Z=p'Z, ellenkez® esetbeny (K®) = f1g.
Vegyuk a kovetkez® leképezést tetsz®lege® N-re

ot (K9 0 (K®)
a7! a’;
Ezen leképezések segitségével de nialjuk a kdvetkez®t

Zy(1) =1lim 5 (K?):

n2N

Ekkor Z,(1) egy szabadZ, modulus lesz a kdvetkez® maddon. LegyerF ("n)n2n 2
Zp(1), ahol"g=1,"161,"F,; =",. Ekkor Z,(1) = Z,t a kdvetkez®Z, hatassal:

t = (”nn)I’IZN;
ahol n mod p"Z,.

De nici6. LegyenE test, H csoport. Ekkor egy linearis reprezentacioja -nak E -
beli egyutthatékkal egyV véges dimenziog vektortér, amin H-nak van egy linearis
hatasa.

Ha van topoldgiaV-n ésH hatasa folytonos erre a topoldgiara nézve, akkor
folytonos, linearis reprezentaciordl beszélink.

Ha H = Gal(K 3=K), akkor Galois-reprezentaciorol beszeélink.
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De nici6. Egy d-dimenzids p-adikus reprezentaciéjaH -nak egy véges dimenzios
Qp-vektortér, rajta H egy folytonos, linearis hatasaval.
Ha H = Gal(K ®*=K), akkor p-adikus Galois-reprezentaciorél beszélink.

Ha V tetsz®leges 1-dimenzigsadikus reprezentacidjas-nek, akkor

V=0Qe dge= (ge

mindeng 2 G-re, ahol :G! Q, egy folytonos homomor zmus. HaZ(1)-r®I van
sz, akkor ezt a homomor zmust a kdrosztasi karakternek nevezzik ésel jeloljuk.

LegyenGy = Gal(K=K), Gk hat Z,(1)-en:
gty= (gt Gk ! Z,:

Jelolje Z,(i) = Zpt' szabad modulust.Zy(i)-t Z, i-edik Tate-csavarasénak ne-
vezzik. Ha tovabbaM egy Z, modulus,i 2 Z, akkor M i-edik Tate-csavarasa
M(i)= M 2z Zy(i). Ekkor

M@)! M; m t'7I'm

egy izomor zmusaZ, modulusoknak. Tovabba, haGx hat M -en, akkor hatM (i)-n
is ezen keresztul:

gm u)= '(ggm u:
5.2. Tate-Sen tétel

A fejezetbenK jeloljon egy p-adikus testet,Gx := Gal(K=K ). Ekkor Gk hatasa
kiterjed folytonosan Cy -ra.

5.2.1. tétel. (Tate-Sen) C* = K tovabba minder06 i 2 Z eseténCy (i)« =0.

El®szor belatjuk azt az esetet, amikor = 0. Ehhez az Ax-Sen lemma lesz a
segitségunkre, igy el®bb azt kell belatnunk.

5.2.2. 4lliths. (Ax-Sen lemma) LegyerK=E algebrai b®vités, ekkor létezik?2 E,
hogy

- Y
v(  a) > minfy( % v(p);
(b 1)
ahol 6 Otetsz®leges Galois-konjugaltja-nak E folott.

Bizonyitéas.
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5.2.3. lemma. Vegylnk egyR 2 E[X] polinomot 1 f®egyutthatoval, aminek foka
d 2, tovdbbaR minden E-beli gyokérev( ) r,ekkorO<m<d esetén létezik
gyokeRM[X ]-nek, amire

1 d
V() ot )
Bizonyités.
Y xd _
R(X)= (X )= hbXF5
i=1 i=0

igyb 2 Z[ 1; ; ¢] homogénd i-ed foku polinom. Tehatv(h) (d i)r. Tovabba

1 m x I i m — d .
SRMeG= - X T= (X ) (X g m):

I=m

Tehat q
bn = m (4my d ms
igy
xKm d d
v(i)=vb) vC ) (domrov( )

i=1
amib®I atosztassal adddik, hogy van olydrindex, amire ; teljesiti a feltételeket. [

=]
Jeloliel(d) alegnagyobb olyari egészet, amirg) ~ désjeldlie”(d) = |9 L~
ertéket.
HaJE( ): Ej = d esetén belatjuk, hogy létezika 2 E, amire
v( &) > minfy( % "(d)v(p):
akkor készen vagyunk, mivel (d) monoton név® fliggveény és

L P .
T 1y

Ezt d szerinti indukcidval latjuk be. Ek®szor isd = 1 esetén az alliths magétdl
ert®dik. Legyend 2 és jeldljeP(X) 2 E[X] minimélpolinomjat. Tovabba

R(X):=P(X+ ) RMX)=P™(X+ ):

Az el®bbiekben bizonyitott lemmat akarjuk majd alkalmazni. Ehhez valasszuk
megr-et a kovetkez®keépp = min fv( 9g. Azért igy valasztunk, mertR gyokei
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az Oelemek. Rogzitsiik azt a -t, amit a lemma ad nekiink. Ekkor = +

jeloléssel
1 d

v( ) T d—mv( m )
a lemma miatt. Tovabba P(M( ) = 0, igy algebrai b®vitésE felett d m
fokkal. Ha 2 E, akkora := , ha =2 E, akkor a 2 E legyen olyan, hogy
v(  a) minfy( 9g (d m)v(p). Az ilyen a létezését az indukcids feltevés
biztositja.

A tovabbiakban belatjuk, hogy ez az j6 valasztas lesz. Ehhez két esetet kiilon-
bdztetlink meg.

1. Tegyuk fel, hogyd = p°n, ahol (p;n) = 1. Legyenm := p°, ekkor v( n‘i'l ) =
v( p;” ) =0, tehat v( ) = V( ) r. Emellett, ha °konjugaltia -nak
és °= O+ O akkor v( 9 = v( O+ 9 r.Tehatv( a)
ro " m)v(p), igy

v @)= v( + a r "(dv(p
miatt kész vagyunk.
2. Tegyuk fel, hogyd = p°p. Legyenm := p®, ekkor v( rf] ) = v( p:: ) = v(p).

Ekkor tulajdonsagat kihasznalva

V(o 9=w(° o+ ° ) pm—lpsv(p);

igy minf ©  g-rais teljesul az egyenl®tlenség. Ekkor

l S+ S " S+ .
v( a) mvm) "t p)v(p) r (Ph)V(p);

tehat v( a) = v( + a) miatt kész vagyunk ezzel az esettel is.
O

Ezen lemma segitségével mar belathatjuk az Ax-Sen-Tate tételt, ami valaszt ad
azi =0 esetre.

5.2.4.tétel. (Ax-Sen-Tate) EgyK L K kozbils® nem feltétleniil véges, algebrai
b®vitésre jeloljg, = Gal(K=L) Galois csoportot. EkkorCEL =P,

Bizonyitas. Legyen 2 Cy, amireg = mindeng 2 G_-re. Ekkor vegyiink egy
( n)n2n 2 K" sorozatot, amirev( | ) n. Vegyuk észre, hogy ilyenkor

V(g n n)=Vv(@n g + n) N
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igy az Ax-Sen lemma miatt létezika, 2 L, hogy

P

WV(@;

V(n &)

amib®I jon, hogy

v(an+1 an) = V(an+1 nt1 el nt n an) (p)

(p 1)2
amit tart végtelenbe, han-nel tartunk végtelenbe. igy(an)non 2 LN Cauchy, tehat

konvergens, hatarértékét jeldljoka-val. Viszont ekkor a hatararértéke megegyezik
(' n)n2n hatarértékével, tehata= . Ebb®I kapjuk, hogyC‘K3L =P, O

Ebb®I valéban adaodik, hog}CEK = K, mivel K teljes. A tovabbiakban azi 6 0
esetet vizsgaljuk. Ekkor ugye tudjuk, hogyCk (i) = Cx ésg 2 Gk esetén jeldlje
gaCg(i)- n vett hatést ekkor ga= ga i(g) ahoI 1Gk ! Z, a k(')'rosztési ka-
igy GKl trivialisan hat Cg (i)-n. Ennek kovetkezmenyeben az Ax-Sen-Tate tetel
felnasznalasaval arra jutunk, hogyCx (i)®« = R, (i) ¥, ahol ¢ = Gal(K; =K).
Tehat a kovetkez®kberR ; (i)-n szeretnénk megérteni a Galois hatast. Az egyik cé-
lunk felirni ﬂl -t X K alakban, aholX ésK ( -invarians K -vektorterek. Ehhez
egy R, -n értelmezett idempotens linearis operatort konstrualunk, aminek a segit-
ségével majd a képtér és a magtér direkt (‘jsszegére bontﬂlg -t. Ezen operétor

V4

De nici6. LegyenL=K egy Galois-b®vités, ekkor az 2 L elemre
X
Triex ()= g
g2Gal(L=K)

legyen nyoma.

5.2.5. allitas. LegyenK L LOtestb®vitések egy sorozata, aHotK ésL%:K
Galois-b®vités. Ekkor 2 L%eseténTriox( )= Tri=x (Triec( )).

Bizonyitas. Tudjuk a Galois-elméleti ismereteink alapjan, hogyd := Gal(L%L)

G := Gal(L*%=K). LegyenekH bal mlgllekc,§ztalya|ng g.H; ;gnH, aholg =1
ésm = jL : Kj. Ekkgr Tri—p ( )= 2, ,agh( ), aholn=jL%: Lj. Viszont
Triew (Trie( )= 206 (o (). }galoban mivel af gj,_g hatasa megegyezik
a Gal(L=K) csoport hatasaval. Tovabba jnzl h;( ) 2 L, mivel igazabdl ez pont
minimalpolinomjaban L felett, jeloljuk ezt m -val, azn 1-edik egyltthat6 egés-
szerese. O
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Most vegylnk tetsz®legeKk L K; kozblls® Galois b®vitést, amind : K j
véges. Ekkor azR, := ﬁTrLzK operator idempotens lesz, merR, ( ) mar K -
beli lesz, igy erre alkalmazvd, -t Snmagat kapjuk, mert a normalas miattkK -n R
identikusan hat. Tehat ekkor azt kapjuk, hogyL = kerR. K ésX_ := ker R,
Galois-invarians, mert  Galois-konjugaltjanak nyoma megegyezik nyomaval a
de niciobdl adéddan. TovabbaR, nem fliggL valasztasatol abban az értelemben,
hogyK L L° K; esetén, aholL=K ésL%K Galois, Rj. = R, . Valéban,
ez pontosan az 5.2.5. allitas miatt teljesul. Tehat értelmezhetjik & : K; ! K
lineéris leképezést, amire ha sikertilne belatni, hogy korlatos, tehat folytonos, akkor
kiterjeszthetnénkli? R, ! K linearis leképezéssé egyertelmy modon. Ehhez a
kdvetkez® lemmara lesz szukségunk.

Egy ideig most feltessziik, hogy pératlan prim, a bizonyitasok utan kitérink a
p=2 esetre is.

5.2.6. lemma. Létezik olyanc;, > 0K L K, -t®I fliggetlen konstans ugy, hogy
JRL( )jp ¢ jp, ahol 2 L tetsz®leges. Tovabba2 K primelem esetére, := Jijp
jO6 vélasztas.

Bizonyitas. Mivel K ( ,)=K veges és a nyom tudja az 5.2.5. allitasban belatott tu-
lajdonsagot, igy feltehet®, hogy, K. Ekkor

k = Gal(K1 =K) ! Gal(Qp( p )=Qp( p)) = (L + pZp) = Zy;

ahol Z,-re mint additiv csoportra tekintink. Itt az utols6 izomor zmus magyarazat-
ra szorul. Ehhez el®szor is jegyezzik meg, hdy pZ=p'**Z) p"-ed rend( ciklikus
lesz. Valdban:p” eleme van és miveb paratlan, ezért mod p"*! van primitiv gyok,
emiatt (Z=p'*1Z) ciklikus és(1 + pZ=p'*1Z) ennek részcsoportja. Tovabba

(1+ pZy) = lim(l+ pz=p*'2Z) :

n2N

igy (1 + pz,) is p" rendf ciklikusak inverz limesze szirjektiv §sszekot® leképe-
zésekkel. Ha megmutatjuk, hogy izomor zmus erejéig egy ilyen van, akkor készen
vagyunk. Vegyik észre, hogyl + pZ=g'*1Z) észZ=p'Z koz6tt (n) izomor zmus
van pontosan, aszerint, hogy a primitiv egységgyokot hova kildjuk. Ekkor szeretnénk
egy olyan(f,),on SoOrozatat izomor zmusoknak, hogyf,.1 f, mod p". Ha ilyet,
talalunk, akkor készen vagyunk, mertimf, : (1 + pZ,) ! Z, izomorzmus lesz.
Ehhez jelolieX, a(1+ pZ=p*1Z) ! Z=pg'Z izomor zmusok halmazat. Készitsiink
egy grafot, amiben egy n+1 2 X,+1-beli és egyf, 2 X, -beli kdz6tt fut iranyitott él,
haf,.; f, mod p". Ekkor kapunk egy végtelen csucsu iranyitott fagrafot. Ekkor
a K®nig-lemma miatt van benne végtelen hosszu iranyitott Ut és pont ezt szerettik
volna.
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Ennek kovetkeztében x = p'Z, alkalmasr  O-ra, mivel ezek az additiv részcso-
portjai Z,-nek. Ekkor 1 K, mert Qp( p+1)-et xalja Gal(Qp( p )=Qp( p))¥ -
Viszont Qp( +2)-t mar nem xalja, igy a primitiv p'*?-edik egységgyokok nem
fekszenekk -ban. Legyen

Kn = K( poera);

ekkor jK,, : Kj = p" és a minimalplinomja ,, p"*"*!-edik primitiv egységgyoknek
xP" 0, ahol ( alkalmasp'*! -edik primitiv egységgyok.

Ezek alapjénTranKf:p "Ok,) = Ok . Valoban, hiszen vegyunk egx 2 Ok,
elemet, ekkorx = ap + f’:l 'a | alakban irhat6. TovabbaTry -« additiv, igy
Tre, =k (p "X) = ap, mert az egységgyokok nyom@, mivel a primitiv p"-edik egy-
séggyokok osszede

Legyen 2 K primelem, ekkor minden 2 K-ra létezikm 2 Z, hogy ™ 2
p "Ok,np " Ok,. Tehat p"j j, < jpi™ j, p". Ebb® mar kovetkezik, hogy

Tri=x () _ M"Tre,=«( ™ )
jLIK] p" o

=p "I "piTr=x( ™ Jip  Pipi Mip < 5 e
p
Ez pont az, amit szerettiink volna.

]

Az 5.2.6. lemma értelméberR : K; ! K Korlatos lesz, igy értelmezhet@® :
R, ! K ésa folytonossag miatt idempotens lesz, igy kapjuk, ho@l =X K,
ahol X := ker R. Mivel R kommutal a x hatassal, igyﬂ? is, igy X  invarians
zart K -altér lesz.

Tovabbra is tegyik fel hogy , K. Ekkor Gal(K; =K)-t topologikusan gene-
ralja egy elem, mivel ¢ izomorfZ, additiv csoport egy nyilt részcsoportjaval.

5.2.7. dllitas. Tegyuk fel, hogy , K, ekkor 1:X I X bijektiv és létezik
c; > 0 K -tol fuggetlen konstans, amirg( 1) *( )ip G jp minden 2 X-re.

Bizonyitas. Tudjuk, hogy ker( 1) = K K y-en, tehat 1 injektiv X \ K,-en
minden n 0 esetén. Tovabbadimy K, véges, igy létezik 1) ' K,\ X-en.
A korlatossaghoz elég azt latni, hogy-t®I fliggetlen konstanssal korlatog 1) *
K,\ X-en.

5.2.8. lemma. Létezikc, > 0 n-t®I ésK -tdl fliggetlen konstans, hogy 2 K,, esetén

i Dxip § xR
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Bizonyitas. EI®szor tekintsik a kdvetkez®t

X1 X1 ,
ipX Trg,., =, (X)ip = JpX PiIxip=] (@ PYXjp=
i=0 i=0
Xl
= @+ P+ o+ POy )X, @ X
i=0

A tovabbiakban n szerinti indukcioval igazolni szeretnénk, hogy

P, -
p =P i Dxjp i x R(X)jp
minden x 2 K, -re. Ekkor ¢, := pP P = T j6 vélasztas lesz. Am = 1 esetet
az el®bbi szamolasbol kapjuk az = 0 valasztassal. Most legyex 2 K., . Vegyuk
észre, hogyTrg,., =k, kommutal R-rel és( 1)-gyel is. igy R(Trk, ., =, (X)) =
Trg... =, (R(X)) = pR(x), mert R(x) 2 K,. Ennek tudataban alkalmazzuk az
indukcios feltevestTry ., =, (X) 2 Kp-re.

JTrKpn =k0 (X)) PR(X)Jp = JT Ik k0 (X)) R(TTk 0 =k, (X)p

i+1 i+

P, . . P n
p =P i DT =, (X)jp=p =P
P r p i+1 pP n p
p i= . : i=1 . .
e Dxj, = ————— 1DX]p:
i i ip( Xip o nin i( Xip
Itt kihasznaljuk az utolsé becslésnél az 5.0.6. lemmat. Tovabba, mivel,=Q, elaga-
zasi indexe legalablp”, emiatt j 5" j pjp=p *, fgy Jijp PP ". Végul 6sszerakva
a két becslés végét és elejét, az ultrametrikus egyenl®tlenség miatt azt kapjuk, hogy

T (O D)),

i+1

i+1

. . an+l . . . n .
ipx  pR(X)jp ma><fr—)p = PO Dxjps i@ P)Xjpg:

Viszontj(1  P)yj, = j(1+ + + D@ xjp j @ )Xjp O

A lemmét alkalmazvax := ( 1) ! -ra kapjuk az allitast, mivel ekkor 2
X\ K, miatt R(x) =0. O

Most mar minden eszkozink megvan az 5.2.1. tétel bizonyitasahoz. Azt szeret-
nénk belatni, hogyﬂl (i) * =0 mindeni 6 0 egész esetén. Az eddig bizonyitottak
miatt feltehet®, hogy , K éscj () 1j, < 1. Valéban, mivel c, fliggetlen
K valasztasatol, igy kicserélhetjilkk -t K ,-re, ekkor kicserél®dik P"-re. Ekkor
lima +1 '(P") =1, mivel ()2 1+pZ, mert 2 ,ami xdlja a p-edik
egységgyokoket.

48



	Köszönetnyilvánítás
	Bevezetés
	Értékelések, értékeléssel ellátott testek
	Értékelések tulajdonságai
	Értékelések kiterjesztése
	Lokális testek

	Witt vektorok
	Witt vektorok konstrukciója
	Teljes diszkrét értékelésgyuruk és a Witt gyuruk kapcsolata

	B-reprezentációk és (F,G)-reguláris gyuruk
	A külso szorzat definiálása vektorterekre
	(F,G)-reguláris gyuruk

	Az R gyuru konstrukciója és tulajdonságai
	R(A) konstrukciója
	CK definíciója, tulajdonságai
	Az R gyuru

	Sen-elmélet
	Tate-csavarások
	Tate-Sen tétel

	A BHT és a BdR testek
	Hodge-Tate reprezentációk
	A p-adikus periódusok teste
	A  homomorfizmus
	A B+dR gyuru
	A t elem



