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Bevezetés

A szakdolgozatban els®sorban bevezetést nyújtunk a lokális testek elméletébe,
azon belül, néhány kitér®t®l eltekintve, a0 karakterisztikájú, úgynevezettp-adikus
testeket vizsgáljuk. Ezen ismeretekkel felruházva az olvasót a dolgozat célja ap-
adikus Hodge-elmélet egy fontos konstrukciójának bemutatása, ap-adikus periódu-
sok testének, vagyis aBdR testnek a megkonstruálása és a Galois-reprezentációk
elméletében való jelent®ségének bemutatása.

A p-adikus periódusok testének fontosságát többek között az Algebrai Számel-
méletben központi szerepet betölt® Fontaine-Mazur sejtés is mutatja, ami a követ-
kez®képp szól:

Sejtés. (Fontaine-Mazur) Egy `-adikus Galois-reprezentáció,%: GQ ! GLn (Q` ) a
geometriából jön akkor és csak akkor, ha a következ® két állítás fennáll:

1. %elágazásmentes (vagyisker(%) �xtestében p nem ágazik el) véges sokp prím
kivételével.

2. %de Rham ap = ` prímre.

Ezen dolgozat a sejtés állítását csak részben segít megérteni. A geometriából
jöv® Galois-reprezentációk megismerésével a jegyzet nem foglalkozik. A szakdolgo-
zat végére viszont tisztázva lesz, mit takar, ha egỳ-adikus Galois-reprezentáció
de Rham. Érdemes megjegyezni, hogy a sejtéssel kapcsolatban több eredmény is is-
mert. A jegyzet szempontjából érdekes és fontos eredmény Gerd Faltings ([6]), német
matematikus nevéhez f¶z®dik, aki belátta, hogy minden geometriából jöv®`-adikus
Galois-reprezentáció de Rham. Továbbá Grothendieck belátta, hogy minden geo-
metriából jöv®`-adikus Galois-reprezentációra teljesül az (1.) feltétel. A visszafele
irány teljes általánosságában egyel®re túlzottan nehéznek bizonyult. Viszontn = 1
esetben ismert az állítás,n = 2-re is lényegében igazolva van.

A dolgozat tartalma az ötödik fejezet kivételével lényegében a [2] jegyzet felépí-
tését követi. Ez alól kivételt képez az els® fejezetben pár tétel, amik a [3] jegyzetb®l
lettek feldolgozva. Emellett néhol ötletet merít a dolgozat az [1] illetve [5] jegyzet-
b®l. A [4] jegyzet pusztán technikai célokat, a küls® szorzat felépítését szolgálta a
dolgozatban. Az ötödik fejezet felépítése a témavezet®mmel való konzultálások alatt
alakult ki.

A szakdolgozat tartalmát tekintve azels® fejezet a téma megfelel® alapjainak
lefektetésére és a lokális testekkel való ismerkedésre szolgál. De�niáljuk a diszkrét
értékelésgy¶r¶ket és tárgyaljuk az ezek vizsgálatához fontos eszközöket. Ilyenek az
adott értékelés szerinti telítés, vagy az értékelés kiterjesztése Galois-b®vítésekre. Az
utolsó alfejezetben de�niáljuk a lokális testeket és megegyez® karakterisztika esetén
klasszi�káljuk ®ket.
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A második fejezet kett®s célt szolgál. Els®sorban a Witt gy¶r¶k konstrukciója
és a vele kapcsolatban igazolt tételek elengedhetetlen eszközei lesznek a dolgozat
kés®bbi fejezeteinek. Továbbá a konstrukción keresztül látjuk majd, hogy mindenp-
adikus testQp véges b®vítése, így a0 karakterisztikájú esetet is sikerül jellemeznünk.

A harmadik fejezet az el®bbiekhez képest kitér®. De�niáljuk az(F; G)-reguláris
gy¶r¶ket és jellemezzük ®ket. Ez majd a a kés®bbiekben segít tulajdonságokkal fel-
ruházni BdR-t, mivel kiderül majd, hogy BdR (Qp; GK )-reguláris lesz, aholGK az
abszolút Galois csoport. Így bizonyítékot adhatunk majdBdR szerepének jelent®sé-
gér®l ap-adikus Galois-reprezentációk elméletében.

A negyedik fejezet ben de�niáljuk a CK testet és bizonyítjuk annak algebrai
zártságát. Eztán de�niáljuk az R gy¶r¶t, amir®l kiderül, hogy teljes, tökéletes érté-
kelésgy¶r¶ leszp karakterisztikával, aminek a maradéktestek. Az R gy¶r¶ konst-
rukcióban betöltött szerepét majd az utolsó fejezet mutatja az olvasó számára.

Az ötödik fejezet ismételten eltér az eddigiekt®l. Egy rendkívül szép bizonyí-
táson keresztül igazoljuk a Tate-Sen tételt, ami aCK i -edik Tate-csavartjainak az
abszolút Galois-hatás által �xen hagyott pontjairól tesz állítást. A Tate-Sen tétel
fontos szerepet tölt majd be az utolsó fejezetben. Többek között aBHT és BdR

gy¶r¶k (Qp; GK )-regularitásának belátásában.
A hatodik fejezet els® felében de�niáljukBHT -t és belátjuk, hogy (Qp; GK )-

reguláris. Ezt követ®en megkonstruáljuk a� leképezést, aminek a segítségével rá-
mutatunk arra, hogy W(R)[ 1

p ]-ben fekszik egy f®ideál, amivel faktorizálvaCK -hoz
jutunk. Ezzel a f®ideállal telítve eljutunk egy teljes diszkrét értékelésgy¶r¶hözCK

maradéktesttel, amit B +
dR-nak nevezünk el. Az ® hányadosteste lesz a dolgozatnak

nevet adó p-adikus periódusok teste. Megkonstruáljuk at elemet, aminek segít-
ségévelGK -ekvivariáns módon beágyazzukZp(i )-t B +

dR-ba, továbbá rámutatunk a
kapcsolatokraBdR ésBHT között. Végezetül az eddig megszerzett ismeretek alapján
már csak konstatálnunk kell, hogyBdR (Qp; GK )-reguláris.



1. Értékelések, értékeléssel ellátott testek

1.1. Értékelések tulajdonságai

De�níció. Legyen A gy¶r¶, v : A ! R [ + 1 leképezés, melyre teljesülnek a
következ®k:

1. v(a) = + 1 akkor és csak akkor, haa = 0

2. v(ab) = v(a) + v(b)

3. v(a + b) � minf v(a); v(b)g

és létezik a 2 A, hogy v(a) =2 f 0; + 1g , akkor v-t A-n értelmezett értékelésnek
nevezzük. Ha továbbáv : A ! R leképezés értékkészlete diszkrét halmazR-ben,
akkor v-t diszkrét értékelésnek nevezzük.

Itt a diszkrét halmaz fogalma még tisztázandó:

De�níció. LegyenX topologikus tér, aD � X halmazt diszkrétnek nevezzük, ha
minden a 2 D elemnek létezikU � X nyílt környezete, hogyU \ D = f;g

1.1.1. észrevétel. Ha A gy¶r¶ egyv értékeléssel ellátva, akkorA nullosztómentes,
hiszen: ab = 0 és b 6= 0 implikálja, hogy v(ab) = + 1 és v(b) < + 1 , viszont
v(ab) = v(a) + v(b), tehát v(a) = + 1 .

Így vehetjük A hányadostestét, és arra kiterjeszthetjük az értékelést a követke-
z®képp:v( a

b) = v(a) � v(b). Ez jól de�niált lesz, mert a
b = c

d , ad = bc, továbbá
v(ab) = v(cd) , v(a) + v(d) = v(b) + v(c) , v(a) � v(c) = v(b) � v(d).

De�níció. LegyenK egy test egy rajta de�niált v értékeléssel. Ekkor az

OK := f a 2 K jv(a) � 0g

halmazt az egészek gy¶r¶jének hívjuk.

1.1.2. észrevétel. Ez valóban részgy¶r¶ az értékelés(2) és (3) tulajdonsága miatt.
Továbbá azmK := f a 2 K jv(a) > 0g halmaz egy ideált alkot benne, amire teljesül,
hogyOK n mK = O�

K . Valóban: Az, hogy ideál, rögtön adódik az értékelés tulajdon-
ságaiból. Hau 2 O �

K , akkor u� 1 2 O K , tehát v(u) = 0 a (2) tulajdonság miatt.
Fordítva, ha v(u) = 0 , akkor v(u� 1) = 0 a (2) miatt.

1.1.3. állítás. OK lokális gy¶r¶, amibenmK a maximális ideál.
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Bizonyítás. Tulajdonképpen az el®z® észrevételb®l azonnal adódik az állítás, hiszen,
ha egy tetsz®legesI ideáljában OK -nak van olyan u elem, ami nemmK -ból való,
akkor u 2 O �

K , így I nem valódi ideál. Tehát minden valódi ideál összes elememK -ból
való, így OK lokális.

De�níció. Legyenk := OK =mK , ekkor k testet OK maradéktestének nevezzük.

1.1.4. állítás. LegyenK egyv diszkrét értékeléssel ellátott test,� 2 K olyan, hogy
v(� ) > 0 és v(K � ) diszkrét halmazban minimálisv(� ). Ekkor minden a 2 K �

egyértelm¶en írhatóa = u� n alakban, aholu 2 O �
K , n 2 Z, továbbáK = OK [ 1

� ].

Bizonyítás. Ilyen � létezik, hiszen különbenv(K � )-ban torlódási pont lenne a nulla,
viszont ez a halmaz a feltevés szerint diszkrét. Vegyünk egya 2 K elemet, ekkor
v(a) = n � v(� ), ahol n 2 Z, hiszen ellenkez® esetben léteznes 2 K , hogy 0 < v (s) <
v(� ). Így v(a� � n ) = 0 , vagyis u := a� � n 2 O �

K ésa = u� n . Így minden elem ilyen
alakban írható. Az egyértelm¶séghez írjuk fela-t az el®bb leírt formában:a = u� n .
Ekkor v(a) = n � v(� ), így u-t már egyértelm¶en kifejezzüka-ból és� -b®l, tehát az
egyertelm¶ség is adódik. Így már azonnal következik az is, hogy mindenK -beli elem
OK [ 1

� ]-beli is, a fordított tartalmazás nyílvánvaló.

Az el®bbi okoskodásból következik, hogyOK UFD illetve még f®ideálgy¶r¶ is,
mivel ha veszünk egyI 6= f 0g ideált OK -ban, akkor a nv(� ) := min f v(a)ja 2 I g
értéket véve világos, hogyI -t generálja � n .

De�níció. Legyen A egy lokális f®ideálgy¶r¶, (olyan f®ideálgy¶r¶, aminek egyet-
len maximális ideálja van,) ekkor azt mondjuk, hogyA diszkrét értékelésgy¶r¶ (az
irodalomban gyakran DVR).

1.1.5. észrevétel. A de�nícióból több sokat mondó tény is adódik diszkrét értéke-
lésgy¶r¶kre

1. Ha A DVR és a maximális ideáljam, akkor m = ( � ) valamilyen � 2 A-ra

2. A � = Anm, hiszen hax 2 Anm nem invertálható, akkor az(x) C A ideált
tartalmazó valódi ideálok rendszere nem üres, részben rendezett halmaz a tar-
talmazásra nézve, így teljesül a Zorn-lemma feltétele, de így kapunk egy másik
maximális ideált

3. a 2 A tetsz®leges elem, ekkora egyértelm¶en felírható a következ® alakban:
a = u� n alkalmas n-re és u 2 A � -ra. Valóban, mivel A f®ideálgy¶r¶, így
egyértelm¶ a prímfaktorizáció is, viszont a prímelemek� egységszeresei.
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Legyenv : A ! N [ + 1 a következ®képp de�niálva:

v(a) :=

(
n ha a = u� n , ahol u 2 A �

+ 1 ha a = 0
(1)

Továbbá, mivel A nullosztómentes,K := F rac(A)-ra kiterjed v a megszokott
módon: v( a

b) = v(a) � v(b). Ekkor v : K � � Z egy diszkrét értékelés lesz.

De�níció. Legyen K test. Egy j � j : K ! R� 0 függvényt nemarkhimédeszi abszo-
lútértéknek nevezünk, ha:

1. jaj = 0 akkor és csak akkor, haa = 0;

2. jabj = jajjbj;

3. ja + bj � maxfj aj; jbjg.

Vegyük észre, hogy a(3) egy er®sebb feltétel, mint a szokványos háromszög-
egyenl®tlenség. Ezt a tulajdonságot szokták az irodalomban ultrametrikus egyenl®t-
lenségnek nevezni.

1.1.6. észrevétel. Ha K egyv : K � ! R értékeléssel ellátott test, akkor ez de�niál
rajta egy nemarkhimédeszi abszolútértéket a következ®képpen:

jaj :=

(
e� v(a) ha a 6= 0

0 különben
(2)

Az exponenciális függvény tulajdonságaiból azonnal adódik, hogy ez valóban nemarkhi-
médeszi abszolútértékK -n.

Így tudunk beszélniK -n értelmezett metrikáról, amit a d(x; y) = jx � yj képlet
határoz meg, aholx; y 2 K , így van értelme egy értékeléssel ellátott test teljességér®l
is beszélni:

De�níció. Legyen K egy v : K � ! R értékeléssel ellátott test, ekkorK -t az
értékelésre nézve teljesnek mondjuk, ha av által de�niált metrikával K teljes, vagyis
minden K -ban haladó Cauchy-sorozat konvergens.

Az elkövetkez®kben egy tetsz®leges(K; j � j ) (nem feltétlenül nemarkhimédeszi)
abszolútértékkel ellátott K testhez megmutatjuk, hogy létezik egy ®t tartalmazócK
test, amire kiterjeszthet® az abszolútérték akképpen, hogyK ebben a testben s¶r¶
az abszolútérték által indukált metrika szerint, éscK teljes a kiterjesztett abszolút-
érték szerint. A bizonyításnak csak a vázát és az alapötleteit fejtem ki, a részletes
bizonyítás megtalálható a [3] jegyzetben.
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R := f (an )n 2 K N : 8" > 0 9N 2 N; melyre jan � am j < " , ha m; n � N g

Ekkor azR elemei pontosan aK -beli elemekb®l képzett Cauchy-sorozatok.R gy¶r¶t
alkot a koordinátánkénti m¶veletekre, hiszen Cauchy sorozatok összege és szorzata
is Cauchy sorozat. EkkorK -t diagonálisan beágyazhatjukR-be mégpedig akképpen,
hogy a 2 K -t elküldjük (a)n konstans sorozatba. Ekkor egyértelm¶en egy gy¶r¶ho-
momor�zmust kapunk, hiszenR-ben a m¶veleteket koordinátánként végezzük.
Jelölje I 0 azon Cauchy-sorozatok halmazát, amiknek véges sok tagja nem nulla. Ek-
kor I 0 /R , hiszen világos, hogy sem azR-belivel való szorzás, sem az ilyenek összege,
különbsége nem vezet kiI 0-ból. Tekintsük R0 := R=I0 gy¶r¶t.
Ekkor R0-ban legyenm a nullához konvergáló sorozatok halmaza, ami könnyen lát-
hatóan ideál, mert ilyenek összege, szorzata ilyen, ésR-belivel való szorzata ism-beli,
mert egy Cauchy sorozat korlátos. EmelletI 0 is része. Továbbá ez egy maximális
ideál R0-ban, hiszen ha veszünk egya =2 m elemet, akkor ezen sorozat bizonyos
indext®l kezdve már sosem nulla, mivel Cauchy és nem nulla sorozat, így létezik
inverzea-nak. Tehát R0 lokális és a maximális ideáljam.
Ekkor legyen cK := R0=m. Ezen faktorizálás során a nem nulla konstans soroza-
tok nem kerülnek egy ekvivalenciaosztályba, ígyK -t meg lehet feleltetni cK egy
résztestének m¶velettartóan. Legyenj � j kiterjesztésecK -ra a következ®:j(an )n j :=
limn! + 1 jan j. Ez értelmes, hiszen a háromszögegyenl®tlenség miatt(an )n Cauchy
tulajdonsága implikálja (jan j)n Cauchy tulajdonságát, mint R-beli sorozat, és tud-
juk, hogy R teljes. Nyilvánvalóan kiterjesztés, és a limesz operátor tulajdonságait
kihasználva adódik, hogy teljesíti az abszolútérték feltételeit.
Csak annyi maradt hátra, hogy belássuk,cK teljes a de�niált abszolútértékre. Ehhez
arra lesz szükségünk, hogy Cauchy-sorozatok ekvivalenciaosztályainak egy Cauchy-
sorozata konvergál a kiterjesztett abszolútérték szerint egy Cauchy-sorozat ekvi-
valenciaosztályához. Legyen(an ) cK -beli Cauchy-sorozat, ahol(anj ) j 2 N legyen egy
reprezentáns sorozataan -nek. Ekkor az (an;n )n2 N átlós sorozat Cauchy lesz, és az
ekvivalenciaosztálya lesz a határérték. Ennek belátása szerepel a [3] jegyzetben. Így
megkaptuk, hogycK teljes.

1.1.7. észrevétel. Fontos megjegyzés, hogy haL egy teljes test, és létezik egy értéke-
léstartó K ,! L testhomor�zmus, akkor ez a testhomomor�zmus egyértelm¶en kiter-
jeszthet® értékeléstartó módoncK -ra is: (an )n 2 cK -ra legyen a kiterjesztett testhomo-
mor�zmus képe(an )n határértéke L-ben. Ez értelmes, mert nem függ a reprezentáns
sorozat választásától, hiszen azok nulla sorozatban különböznek mindössze. Az is vi-
lágos, hogy ez teshomomor�zmus, hiszen a limesz képzés felcserélhet® a m¶veletekkel.
Továbbá, mivel az abszolútérték folytonosan viselkedik, így a kép abszolútértéke meg-
egyezik az(jan j)n R-ben haladó sorozat limeszével csak úgy, mint de�níció szerint
a cK -beli elem abszolútértéke. Ennek speciális esete, amikorK � L s¶r¶. Ekkor a
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megadott leképezés bijekció is lesz, tehát egy távolságtartócK ! L izomor�zmust
kapunk.

De�níció. LegyenK egyv értékeléssel ellátott test, ami teljes az értékelésre nézve,
ekkor K -t teljes nemarkhimédeszi testnek mondjuk.

A következ®kben röviden beszélünk arról, miként lehet másképpen telíteni egy
testet, úgy hogy egy feltételezhet®en könnyebben kezelhet® algebrai struktúrát kap-
junk. Ehhez szükségünk lesz az inverz limesz de�níciójára.

De�níció. LegyenI egy részben rendezett halmaz, amiben minden elemnek létezik
fels® korlátja. Legyen(A i ) i az I elemeivel indexelt halmazok rendszere. Az(A i ) i

halmazok egy inverz rendszert alkotnak, hai � j 2 I esetén adva van egy' ij :
A j ! A i , melyre

1. ' ii = idA i ;

2. i � j � k esetén' ij � ' jk = ' ik ;

Ekkor az A i halmazok inverz limesze a
lim �
i 2 I

A i := f (ai ) i 2 I 2
Y

i 2 I

A i j� ij (aj ) = ai minden i � j 2 I � reg

halmaz.

1.1.8. állítás. LegyenK egyv értékeléssel ellátott test,� 2 K olyan, hogyv(� ) > 0,
a 2 K , ekkor a + � nOK nyílt K -ban.

Bizonyítás.
a + � nOK = f x 2 K jv(a � x) � n � v(� )g

Vegyünk egyb2 a + � nOK elemet, és egyx 2 b+ � nOK -t. Ekkor

v(a � x) � min f v(a � b); v(b� x)g � n � v(� )

Tehát b+ � nOK � a+ � nOK , ésf x 2 K jv(b� x) > n g � b+ � nOK nyílt K -ban.

1.1.9. állítás. LegyenK test egyv : K � ! R értékeléssel ellátva,� 2 K legyen
olyan, hogyv(� ) > 0. Ekkor

dOK
�= lim � OK =� nOK :

Továbbá homeomor�zmuson keresztül izomorfak.
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Bizonyítás. De�niáljuk minden n-re a � n : dOK ! O K =� nOK leképezést a követke-
z®képpen:
legyena 2 dOK , ahol a = [( ai ) i ] Cauchy sorozatok egy ekvivalenciaosztálya. Legyen
(ai ) i egy reprezentáns. Ekkor

� n (a) := lim
i ! + 1

(ai + � nOK )

Els®sorban ez a limesz létezik, mivel(ai ) i Cauchy, így létezik elég nagyN index, hogy
minden m � N eseténv(am � aN ) � n � v(� ), tehát a sorozat egy bizonyos indext®l
konstans. Továbbá értelmes a leképezés olyan szempontból is, hogy reprezentáns-
független, hiszen a reprezentánsok csak nullsorozatban különböznek. Az, hogy� n

homomor�zmus, a leképezés de�níciójából adódik. Meg�gyelhet®, hogym � n ese-
tén pr : OK =� nOK � OK =� mOK -val a természetes projekciót jelölvepr � � n = � m .
Így a � n -eket összef¶zve kapunk egy� : dOK ! lim � OK =� nOK homomor�zmust. �

szürjektív, mert (ai ) i 2 lim � OK =� nOK elemhez jó választás lesz[(ai ) i ] 2 dOK , ahol
ai tetsz®leges felemeltjeai -nek, ekkoram � an mod � m m � n esetén így valóban
(an )n 2 dOK . Az injektívitáshoz tegyük fel, hogy�([( ai ) i ]) = 0 . Ez azt jelenti, hogy
v(a) > n bármilyen nagyn-re. Tehát v(a) = + 1 , ezért szükségképpena = [(0)] .

Megvan, hogy � izomor�zmus, hátra van még, hogy homeomor�zmus is egy-
ben. Ehhez érdemes tisztázni, miképpen néz kilim � OK =� nOK -ban egy nyílt hal-
maz. Mivel ezen a gy¶r¶n a szorzattopológia altértopológiáját vettük, így egyU �
lim � OK =� nOK nyílt csak véges sok koordinátában tesz megszorítást. Így vesszük a
legnagyobb index¶ ilyen koordinátát, és vesszük az összes többi megszorítás teljes
®sképét, és azzal metsszük ezt a halmazt, ekkor a kapott nyílt halmaz teljes ®ské-
pe de�niálja U-t, hiszen minden eleme szükségképpen ebbe a halmazba esik. Tehát
minden U nyílthoz létezik n 2 N, hogy U egy Un 2 O K =� nOK teljes ®sképeként
áll el®. Mivel mindenOK =� nOK -n a diszkrét topológiát vesszük, így elég csak az
a 2 O K =� nOK elemek teljes ®sképére szorítkozni, hiszen minden nyílt el®áll ilyenek
uniójaként. Ennek tudatában el®ször a folytonosságot ellen®rizzük. Ehhez vegyünk
egy U 2 lim � OK =� nOK -t, ami egy a 2 O K =� nOK teljes ®sképeként áll el®. Azt

szeretnénk látni, hogy néz ki egy ilyen nyílt ®se. Tegyük fel, hogy[(ai ) i ] 2 dOK ben-
ne van az ®sképben. Ekkor egy bizonyos indext®l kezdveai � a mod � nOK tehát
[(ai ) i ] 2 a+ � n dOK , továbbá a+ � n dOK tetsz®leges eleme jó is lesz, szóval ez a halmaz
az ®skép, ami nyíltdOK -ban az el®bbi állítás miatt. TovábbádOK -ban aza + � n dOK

alakú elemek bázis nyíltak, így elég ezekre ellen®rizni, hogy az inverz folytonos-e,
viszont erre épp az el®bb láttuk. Tehát� egy homeomor�zmus is.
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1.2. Értékelések kiterjesztése

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogyan terjeszthet® ki b®vebb testre az adott
értékelés. Ehhez szükségünk lesz egy a kés®bbiekben is fontos lemmára:

LegyenK egy j � j abszolútértékkel ellátott, nemarkhimédeszi, teljes test. Legyen
OK [x] mint eddig, az egészek gy¶r¶je,mK a maximális ideál, illetvek a maradéktest.

De�níció. Egy f (x) 2 O K [x] polinomot primitívnek hívunk, ha van olyan együtt-
hatója, ami nincsmK -ban.

1.2.1. tétel. (Hensel-lemma) Legyenf (x) 2 O K [x] primitív polinom és f (x) �
g(x)h(x) mod mK , ahol (g;h) = 1 k[x]-ben. Ekkor f (x) = g(x)h(x) alakban írható,
ahol g; h 2 O K [x], g(x) � g(x) mod mK , h(x) � h(x) mod mK ésdeg(g) = deg(g)

Bizonyítás. Legyendeg(g) = m, deg(f ) = d, ekkor deg(h) � d � m. Válasszunkg
ésh együtthatóihoz OK [x]-beli reprezentánsokat, az így kapott polinomok legyenek
g0(x) ésh0(x). Ekkor

g0h0 � f mod mK :

Mivel (g;h) = 1 , ezért létezneka; b2 O K [x], hogy

ag0 + bh0 = 1 mod mK

Tehát ag0 + bh0 � 1 ésg0h0 � f tetsz®legesc együtthatójára teljesül, hogyjcj < 1.
Válasszuk� -t a maximális abszolútérték¶ együtthatónak. A továbbiakbang-t ésh-t
a következ® alakban keressük

g = g0 + p1� + � � � + pn � n + � � �

h = h0 + q1� + � � � + qn � n + � � �

Ahol pi ; qi 2 O K [x]. Ha ezen polinomok foka korlátos, akkor a két sor konvergens
lesz, hiszen vesszük az együtthatók által alkotott sorokat a változó kitev®je szerint
csoportosítva. Így konvergens sorozatot kapunk, mivelj� j < 1 miatt a sorozatunk
Cauchy tulajdonságú, tehát a teljesség miatt valóban konvergálnakOK [x]-beli po-
linomkhoz. Ezen polinomokat rekurzívan fogjuk megadni. Legyenn � 1 és tegyük
fel, hogy

gn� 1 = g0 + p1� + � � � + pn� 1� n� 1

hn� 1 = h0 + q1� + � � � + qn� 1� n� 1

polinomokra teljesül, hogyf � gn� 1hn� 1 mod � n , deg(gn� 1) = m és deg(hn� 1) �
d � m. Ha tudnánk olyan pn ; qn 2 O K [x] polimokat adni, amikre

g0qn + h0pn �
f � gn� 1hn� 1

� n
mod �
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ésdeg(pn ) < m , deg(qn ) � d � m teljesül, akkor kész lennénk, hiszen legyen ekkor
gn = gn� 1 + � npn illetve hn = hn� 1 + � nqn .

f � gnhn = f � (gn� 1� nqn + � nqnhn� 1 + gn� 1hn� 1 + � 2npnqn ) �

� (f � gn� 1hn� 1) � (gn� 1� nqn + � nqnhn� 1) � 0 mod � n+1

Ha nem vesszük �gyelembe a fokszámra vonatkozó megszorításokat, akkorpn =
bf � gn � 1hn � 1

� n ésqn = a f � gn � 1hn � 1
� n jó választás, mivelagn + bh0 � 1 mod � , hiszen� -t

így választottuk. El®szörpn fokszámát javítjuk ki, hogy megfeleljen a feltételeknek.
Ehhez osszukbf � gn � 1hn � 1

� n -et maradékosang0-lal, ezzel de�niálva az újpn -net:

b
f � gn� 1hn� 1

� n
= lg0 + pn

Ekkor deg(pn ) < m , és a kongruenciánk a következ® alakban írható

h0pn + g0(lh0 + a
f � gn� 1hn� 1

� n
) �

f � gn� 1hn� 1

� n
mod �

Ekkor deg(lh0 + a f � gn � 1hn � 1
� n ) � d� m nem feltétlenül teljesül. Készítsük elqn -net

úgy, hogy elhagyjuk az összes� -vel osztható tagotlh0+ a f � gn � 1hn � 1
� n -ból. Ekkor a foka

megegyezik a mod � redukált fokával. Mivel deg(h0pn ) < d ésdeg(f � gn � 1hn � 1
� n ) � d,

így deg(qn ) � d � deg(g0), mivel mod � teljesül, és nincs benne� -vel osztható
együttható.

Tehát megadtuk pn -net ésqn -net, így a bizonyítás végére értünk.

1.2.2. következmény. Legyen K egy teljes, nemarkhimédeszi test,f (x) = a0 +
a1x + ::: + anxn 2 K [x]. Ekkor jf j := max0� i � n (jai j) = max(ja0j; jan j).

Bizonyítás. Alkalmas konstanssal felszorozva elérhet®, hogyjf j = 1, így f (x) 2
OK [x]. Tegyük fel, hogy0 < j < n a legkisebb index, amirejaj j = 1. Ekkor f (x) �
x j (aj + aj +1 x + :::+ ancn� j ) mod mK . Továbbá x j ésaj + aj +1 x + :::+ anxn� j relatív
prímek mod mK , hiszenaj =2 mK , így a nulla nem gyöke az utóbbinak. Tehát a
Hensel-lemma miattf (x) is felbontható, viszont a feltevésünk szerint irreducibilis.

De�níció. LegyenK egy test,L pedig egy végesn-ed fokú, Galois b®vítés. Legyen
� 2 L tetsz®leges elem. Legyenek� 1(� ); :::; � n (� ) az � Galois-konjugáltjai multipli-

citással. EkkorNL=K (� ) :=
nY

i =1

� i (� ) értéket az� normájának nevezzük.

1.2.3. állítás. LegyenK egy teljes, nemarkhimédeszi test,L=K egy végesn-edfokú,
Galois b®vítés. Ekkor aj � j abszolútérték egyértelm¶en kiterjed egyL-en értelmezett
abszolútértékké, amit a következ® képlet ad meg: ha� 2 L, akkor j� j := n

q
jNL=K (� )j.

TovábbáL teljes a kiterjesztett abszolútértékre nézve.
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Bizonyítás. El®ször is, ez valóban kiterjesztés, hiszen, ha� 2 K , akkor minden kon-
jugáltja � , tehát, így az abszolútérték valóbanj� j lesz. LegyenOK a K -beli egészek
gy¶r¶je, és legyenOL az egész lezártjaL-ben. EkkorOL = f � 2 L jNL=K (� ) 2 O K g.
Valóban, hiszen, ha� 2 O L , akkor a konjugáltjai is benne vannak, ígyNL=K (� ) is
OL -beli, hiszenOL részgy¶r¶, de ígyOK -ban is benne van, mivelNL=K (� ) 2 K .
Fordítva, ha NL=K (� ) 2 O K , akkor vegyük� minimálpolinomját: m� (x) = xd + :::+
a1x + a0. Ekkor, mivel a Galois-konjugáltak ugyanakkora multiplicitással szerepel-
nek, így NL=K (� ) = an=d

0 , tehát az el®z® következmény szerintm� (x) 2 O K [x]. Az,
hogy a kiterjesztertett függvény multiplikatív, illetve, csak a0 helyen veszi fel a0
értéket, az adódikNL=K de�níciójából. Az ultrametrikus egyenl®tlenséghez az kell,
hogy �; � 2 L eseténj� + � j � maxfj � j; j� jg. Viszont ehelyett a nagyobb abszolút-
érték¶vel leosztva, elég csak azt ellen®rizni, hogyj� + 1 j � 1. Viszont ekkor � 2 O L

és mivel ez részgy¶r¶, így teljesül az ultrametrikus egyenl®tlenség is.
Tehát láttuk, hogy a megadott függvény kiterjesztés és nemarkhimédeszi abszo-

lútértéket de�niál. Annak belátásához, hogy teljes erre az abszolútértékre nézveL,
tekintsünk L-re, mint n-dimenziós vektortérreK felett, ekkor funkcionálanalízis-
b®l ismeretes, hogy(L; j � j ) homeomorfK n -nel, ahol K n -nen a maximum normát
tekintjük, amivel teljes, így L teljes a kiterjesztett abszolútértékre nézve.

Az egyértelm¶séghez legyenj � j 0 egy másik kiterjesztés,O0
L az egészek gy¶r¶je,

m0
L a hozzá tartozó maximális ideál. El®ször tegyük fel, hogy� 2 O L , de � =2 O 0

L .
Ekkor � � 1 2 m0

L , így, ham� (x) = xd+ :::+ a1x+ a0 a minimálpolinomja � -nak, akkor
1 = � ad� 1� � 1 + ::: + a0� � d 2 m0

L , ami ellentmondás. TehátOL � O 0
L . Most tegyük

fel, hogy� 2 mL , de � =2 m0
L . Ekkor meg�gyelhet®, hogyja0j; :::; jad� 1j < 1. Valóban:

el®ször isja0j < 1, hiszen ellenkez® esetbena0 = � a1� � :::� ad� 1� d� 1� � d egyenl®ség
miatt ellentmondásra jutunk, mert az együtthatók OL -beliek ésmL ideál OL -ben.
Viszont ekkor az 1.2.2. bizonyításából adódik, hogy a f®együttható abszolútértéke
szigorúan nagyobb a többi együttható abszolútértékénél. Továbbá� =2 m0

L miatt
� � 1 2 O 0

L , így viszont m� (� )-t leosztva � d-vel, és átrendezve, a következ®t kapjuk:
1 � maxfj ai j � j � j0i � dg < 1. Tehát ellentmondásra jutottunk, így � 2 mL ()
� 2 m0

L . Ebb®l következik, hogy a két értékelés ugyanazt a toplógiát indukálja, mert
megegyeznek a konvergens sorozatok a két abszolútértékre nézve. Ismeretes,hogy ez
azt jelenti, létezik s 2 R, hogy jajs = jaj0 bármilyen a 2 L-re, viszont ekkors = 1,
hiszenK -n megegyezik a két abszolútérték.

1.2.4. észrevétel. Vegyük észre, hogy ekkor bármelyL=K véges, szeparábilis b®ví-
tésre is igaz marad a tétel, hiszen egy véges, szeparáblis b®vítés egy alkalmas� 2 L
elemmel való b®vítés. Ekkor vesszük� minimálpolinomjának felbontási testét, az Ga-
lois b®vítés lesz.
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1.3. Lokális testek

De�níció. K -t lokális testnek nevezzük, ha teljes egy diszkrét értékelésre nézve és
a maradékteste egyp > 0 karakterisztikájú véges test. Speciálisan a maradékteste
tökéletes.

A következ®kben legyenK egy lokális test, � prímelemmel és� -re normalizált
értékeléssel, tehátv(� ) = 1 . LegyenOK az egészek gy¶r¶je,mK a maximális ideál
ésk a maradéktest.

1.3.1. állítás. LegyenS a k maradéktest reprezentánsainak egy halmazaOK -ban.
Ekkor minden a 2 O K elem egyértelm¶en írható a következ® alakban

a =
X

i � 0

si � i ;

ahol si 2 S minden i -re. Továbbá mindena 2 K elem a következ® alakban írható
egyértelm¶en

a =
X

i �� n

si � i ;

ahol si 2 S minden i -re ésn 2 N alkalmas természetes szám.

Bizonyítás. Legyen a 2 O K , ekkor vegyük aza + � OK maradékosztályhoz tarto-
zó s0 2 S reprezentánst. Ekkora � s0 2 � OK . Ezt osszuk le� -vel és a kapott
elemre ismételjük el a folyamatot. Így kapunk egy(si ) i 2 SN sorozatot, amelyre
a a =

P
i � 0 si � i sor konvergens, mivel Cauchy és a határártékea, mert ha kivo-

nom a-ból a részletösszegeket, akkor egy nulla sorozatot kapunk(si ) i de�níciójából
adódóan. Az egyértelm¶séghez azt kell meggondolni, hogy ha az els®k + 1 tag
megegyezik, akkor kivonva azokat, és lefaktorizálva� k-val, visszakapjuk a maradék-
osztályt, amihez a reprezentáns tartozik. MivelOK diszkrét értékelésgy¶r¶, minden
a 2 K egyértelm¶en írhatóu� k alakban, aholu egység,k 2 Z. Így a második állítást
visszavezettük az els®re.

1.3.2. lemma. Legyen p a karakterisztikája a maradéktestnek, ekkora; b 2 O K

esetén
a � b mod mK =) apn

� bpn
mod mn+1

K ;

ahol n � 0.

Bizonyítás. Mivel a karakterisztika p, így p 2 mK . Így

apn
� bpn

= ( a � b)(apn � 1 + apn � 2b+ � � � + bpn � 1) � (a � b)(pnapn � 1) � 0 mod mn+1
K :
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1.3.3. állítás. Az OK ! k természetes leképezésnek egyértelm¶en létezik egyk !
OK szelése, ami multiplikatív.

Bizonyítás. Legyena 2 k. Mivel k tökéletes, de�niálhatjuk an -net n 2 N esetén a
következ®képpen:ap

n+1 = an ésapn

n = a. Ekkor ban jelölje an OK -ba való tetsz®leges
felemeltjét.

De�niáljuk az r : k ! O K függvényt: r (a) := lim n!1 bapn

n . Ez a limesz az 1.3.2.
miatt létezik, hiszen K teljes. Valóban, mivel bap

n+1 � ban mod mK -ból következik,
hogy bapn +1

n+1 � bapn

n mod mn+1
K . Továbbá független a felemeltek választásátólr (a),

hiszenba0 � ba mod mK -ból következik az 1.3.2. miatt, hogyba0pn
� bapn

mod mn+1
K .

Mivel apn

n = a, így valóban szelés lesz. Ahhoz, hogyr (ab) = r (a)r (b), elég meg-
jegyezni annyit, hogybabb is egy felemeléseab-nek.

Az egyértelm¶séghez legyent egy másik szelés, ekkor megengedhet® azban = t(an )
választás. Ekkor

r (a) = lim
n!1

t(an )pn
= t(a):

Így adódik az egyértelm¶ség is.

Megjegyzés.Az irodalombanr (a)-t gyakran aza elem Teichmüller-reprezentánsának
is nevezik.

1.3.4. állítás. LegyenK lokális test p > 0 karakterisztikával. EkkorOK
�= k[[� ]],

il letve K �= k(( � )) .

Bizonyítás. Vegyük észre, hogyp > 0 karakterisztika esetén azr : k ! O K

Teichmüller-reprezentáns additív is, ígyOK -nak létezik k-val izomorf részteste. Ek-
kor az 1.3.1. állítás következtébenOK

�= k[[� ]], illetve K �= k(( � ))

Megjegyzés.Megjegyzend®, hogy itt a bizonyításban lényegesK karakterisztikája.
Ha char(K ) = 0 , akkor a Teichmüller-reprezentáns nem de�niál homomor�zmust,
így ebben az esetben nem ilyen egyszer¶ a helyzet. Az ilyen tulajdonságú, vagyis0
karakterisztikájú lokális testeket hívjuk p-adikus testeknek.
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2. Witt vektorok

2.1. Witt vektorok konstrukciója

Ebben a fejezetben megkonstruáljuk a Witt vektorok gy¶r¶jét, illetve ezen konst-
rukció segítségével választ adunk arra, miképpen is néz ki egy tökéletes maradék-
testhez tartozó0 karakterisztikájú diszkrét értékelésgy¶r¶.

El®ljáróban egy technikai lemmát tárgyalunk, ami lényegi szerepet tölt majd be
a Witt vektorok konstrukciójánál.

Legyen p prím, A kommutatív gy¶r¶ és X i ; Yi változók minden i 2 N esetén.
Jelöljük A[X ; Y]-nal a következ® polinomgy¶r¶t:A[X 0; X 1; � � � ; Y0; Y1; � � � ]

2.1.1. lemma. Legyen� 2 Z[X; Y ], ekkor egyértelm¶en létezik egy olyanf � ngn2 N

sorozat, amire� n 2 Z[X 0; X 1; � � � ; X n ; Y0; Y1; � � � ; Yn ] és

�( X pn

0 + pX pn � 1

1 + � � � + pnX n ; Y pn

0 + pYpn � 1

1 + � � � + pnYn ) =

= (� 0(X ; Y))pn
+ p(� 1(X ; Y))pn � 1

+ � � � + pn � n (X ; Y)

minden n 2 N-re.

Bizonyítás. Ha megfeledkezünk arról a kikötésr®l, hogy� n 2 Z[X ; Y], akkor termé-
szetes gondolat a következ®képp de�niálni� n -net:

� 0(X ; Y) := �( X 0; Y0), továbbá indukcióval

� n (X ; Y) :=
1
pn

 

�(
nX

i =0

pi X pn � i

i ;
nX

i =0

pi Y pn � i

i ) �
n� 1X

i =0

pi (� i (X ; Y))pn � i

!

Ekkor � n 2 Z[1
p ][X ; Y]. Továbbá, mivel csak a

�( X pn

0 + pX pn � 1

1 + � � � + pnX n ; Y pn

0 + pYpn � 1

1 + � � � + pnYn ) =

= (� 0(X ; Y))pn
+ p(� 1(X ; Y))pn � 1

+ � � � + pn � n (X ; Y)

egyenleten végeztünk ekvivalens átalakításokat, ígyn szerinti indukcióval adódik az
egyértelm¶ség.

Tehát az egyedüli kérdéses pont innent®l, hogy� n 2 Z[X ; Y] (, ekkor benne
van Z[X 0; X 1; � � � ; X n ; Y0; Y1; � � � ; Yn ]-ben is, mivel indukcióval de�niáltuk � n -net).
Ezt n-re történ® indukcióval igazoljuk. El®ször isn = 0-ra egyértelm¶en teljesül az
állítás. Legyenn � 1 és tegyük fel, hogyi < n -re igaz az állítás. Igazolandó

�( X pn

0 + pX pn � 1

1 + � � � + pnX n ; Y pn

0 + pYpn � 1

1 + � � � + pnYn ) �
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� (� 0(X ; Y))pn
+ � � � + pn� 1(� n� 1(X ; Y))p mod pn

ekkor kész vagyunk, mivel ez pontosan azt jelenti, hogy� n együtthatói is Z-beliek.

�( X pn

0 + ��� + pnX n ; Y pn

0 + ��� + pnYn ) � �( X pn

0 + ��� + pn� 1X p
n� 1; Y pn

0 + ��� + pn� 1Y p
n� 1) �

� (� 0(X p; Y p))pn � 1
+ � � � + pn� 1(� n� 1(X p; Y p)) mod pn

Továbbá, mivel � i 2 Z[X ; Y], emiatt � i (X p; Y p) � (� i (X ; Y))p mod p. Tehát a
következ® kongruenciát kapjuk

(� 0(X p; Y p))pn � 1
+ � � � + pn� 1(� n� 1(X p; Y p)) �

� (� 0(X ; Y))pn
+ � � � + pn� 1(� n� 1(X ; Y))p mod pn

Így, ha összehasonlítjuk az elejét és a végét az egyenleteknek, akkor az igazolandó
állításhoz érkeztünk.

Legyen n � 1, ekkor Wn (A) egyezzék megAn -nel, mint halmaz. Továbbá de-
�niáljunk Wn (A)-n összeadást, és szorzást a lemma segítségével. A� = X + Y
választásraSi := � i , illetve a � = XY választásraPi := � i , ahol � i a lemmában
konstruált függvény. Haa; b2 Wn (A), a = ( a0; a1; � � � ; an� 1) ésb= ( b0; b1; � � � ; bn� 1),
akkor

a + b := ( S0(a; b); S1(a; b); � � � ; Sn� 1(a; b))

ab:= ( P0(a; b); P1(a; b); � � � ; Pn� 1(a; b))

De�niáljuk a következ® leképezést

%: Wn (A) ! An

(a0; a1; � � � ; an� 1) 7! (w0(a); w1(a); � � � ; wn� 1(a)

, ahol wi (a) := api

0 + papi � 1

1 + � � � + pi ai .
Ekkor a lemma miatt wi (a + b) = wi (a) + wi (b) éswi (ab) = wi (a)wi (b).

Megjegyzés.LegyenWn :=
P n

i =0 pi X pn � i

i , ahol X i -k ismeretleneki = 0; 1; � � � ; n-re.
Ekkor könnyen látható, hogyX n 2 A[1

p ][W0; W1; � � � ; Wn ]. Valóban, n = 0-ra magától
ért®d®,n � 1-re n szerinti indukcióval következik az állítás.

A megjegyzés következtében, hap� 1 2 A, akkor %bijektív lesz, így Wn (A) izo-
morf lesz%-n keresztülAn -nel. Tehát Wn (A) gy¶r¶t fog alkotni.

Most tegyük fel, hogy p nem nullosztóA-ban. Ekkor A[1
p ] gy¶r¶ lesz, amiben

A benne fekszik, mint részgy¶r¶. Ez a tartalmazás indukál egyWn (A) � Wn (A[1
p ])

tartalmazást. Ekkor Wn (A[1
p ])-ben p invertálható, így gy¶r¶t alkot az (1; 0; � � � ; 0)

egységelemmel, továbbá a lemmát a� = X � Y függvényre alkalmazva. Azt kapjuk,
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hogy Wn (A) részgy¶r¶ az(1; 0; � � � ; 0) egységelemmel. Tehát mindenA kommutatív
gy¶r¶re, amibenp nem nullosztó,Wn (A) gy¶r¶t alkot.

Most vegyünk egy tetsz®legesA kommutatív gy¶r¶t. Minden a 2 A-ra de-
�niáljunk egy X a változót és vegyük aZ[X a]a2 A polinomgy¶r¶t. Vegyük az f :
Z[X a]a2 A � A természetes szürjekciót. EkkorA �= Z[X a]a2 A =ker f . Mivel Z[X a]a2 A

ésker f nullosztómentesek, ígyWn (Z[X a]a2 A ) ésWn (ker f ) gy¶r¶t alkotnak. Vegyük
észre, hogy abban az esetben, haR kommutatív gy¶r¶, I ideál, ésWn (R) gy¶r¶t
alkot, akkor Wn (R=I ) �= Wn (R)=Wn (I ). Valóban, hiszen vegyük a következ® m¶ve-
lettartó leképezést

Wn (R) � Wn (R=I )

(a0; � � � ; an� 1) 7! (a0 + I; � � � ; an� 1 + I )

Az, hogy ez m¶velettartó, következik abból, hogy a m¶veletek rögzítettZ együtt-
hatós polinomokkal adhatóak meg. Így adódik az izomor�zmus, hiszen a leképezés
magja éppenWn (I ). Alkalmazva ezt a meg�gyelést a következ® izomor�zmust kap-
juk: Wn (A) �= Wn (Z[X a]a2 A )=Wn (ker f ). Tehát kiderült, hogy tetsz®legesA kom-
mutatív gy¶r¶re Wn (A) gy¶r¶t alkot.

Vegyük a Wn (A) gy¶r¶k sorozatát és tekintsük a következ® szürjektív gy¶r¶ho-
momor�zmusokat

Wn+1 (A) ! Wn (A)

(a0; a1; � � � ; an ) 7! (a0; a1; � � � ; an� 1)

Ezen leképezések segítségével

W(A) := lim �
n2 N�

Wn (A)

W(A)-t elláthatjuk az inverz limesz topológiával, ahol minden koordinátán a
diszkrét topológiát hívjuk meg. Ennek segítségévelW(A)-ra tekinthetünk topologi-
kus gy¶r¶ként.

De�níció. A Wn (A) gy¶r¶t az n hosszú Witt vektorok gy¶r¶jének, elemeit azn
hosszú Witt vektoroknak nevezzük.

A W(A) gy¶r¶t a Witt vektorok gy¶r¶jének, elemeit Witt vektoroknak nevezzük.

W(A) de�níciójából adódóan tekinthetünk az elemeireAN-beli vektorokként. Te-
hát, mint halmaz W(A) megegyezikAN-nel.

Legyen a = ( a0; � � � ; an ; � � �) és b = ( b0; � � � ; bn ; � � �) két Witt vektor, ekkor az
összegüket és szorzatukat a következ® függvények adják meg,

a + b= ( S0(a; b); � � � ; Sn (a; b); � � �)
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ab= ( P0(a; b); � � � ; Pn (a; b); � � �)

ahol azSi , Pi leképezések a feljebb már de�niált függvények.
A fentebb de�niált %leképezés is kiterjedW(A)-ra:

%: W(A) ! AN

(a0; � � � ; an ; � � �) 7! (w0(a); � � � ; wn (a); � � �)

Ekkor %valóban gy¶r¶ homomor�zmus lesz két kommutatív gy¶r¶ között, hiszen,
minden n � re a Wn (A) ! An megszorítás homomor�zmus. Továbbá, hap� 1 2 A,
akkor %-n keresztülW(A) �= AN.

Mivel Wn -en a m¶veletek egész együtthatós polinomokkal adhatóak meg,Wn

funktoriális lesz mindenn � 0-ra:
Vegyünk egyh : A ! B gy¶r¶ homomor�zmust két kommutatív gy¶r¶ között.

Ekkor
Wn (h) : Wn (A) ! Wn (B )

(a0; � � � ; an ; � � �) 7! (h(a0); � � � ; h(an ); � � �)

gy¶r¶ homomor�zmus lesz mindenn-re.
Így W(h) : W(A) ! W(B) is gy¶r¶ homomor�zmus lesz.

Érdemes megjegyezni három, a kés®bbiekben fontos leképezést a Witt vektorok
gy¶r¶jével kapcsolatban:

1. � eltolás leképezés
� : W(A) ! W(A)

(a0; � � � ; an ; � � �) 7! (0; a0; � � � ; an� 1; � � �)

� additív lesz a következ®k miatt. El®ször tegyük fel, hogyp� 1 2 A. Ekkor
%: W(A) ! AN izomor�zmus és

%((a0; � � � ; an ; � � �)) = ( w0(a); � � � ; wn (a); � � �)

%((0; a0; � � � ; an� 1; � � �)) = (0 ; pw0(a); � � � ; pwn� 1(a); � � �)

Mivel %izomor�zmus, elég a%általi képre ellen®rizni az additivitást, ami
egyértelm¶en teljesül.

Ha olyanA-t veszünk, amibenp nem nullosztó, akkorW(A) részgy¶r¶W(A[1
p ])-

ben, így ebben az esetben is teljesül az additívitás.

Továbbá már láttuk, hogy tetsz®legesA kommutatív gy¶r¶re igaz, hogyA �=
R=I , ahol R-ben p nem nullosztó. Így W(A) �= W(R)=W(I ), és W(R)-en
additív a shift leképezés, ígyW(A)-n is.
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2. A Teichmüller leképezés
r : A ! W(A)

x 7! [x] := ( x; 0; � � � ; 0; � � �)

Ekkor r multiplikatív lesz. A shift leképezésnél elmondott érvelés miatt itt is
elég csak abban az esetben vizsgálódni, amikorp� 1 2 A. Könnyen látható,
hogy %([x]) = ( x; xp; � � � ; xpn

; � � �), továbbá %izomor�zmus, így elég a%általi
képre ellen®rizni a multiplikativitást, ami magától ért®d®en teljesül.

3. A Frobenius leképezés

Legyen k kommutatív gy¶r¶, amire char(k) = p. Vegyük k-n a szokásosp-
Frobenius leképezést

k ! k

x 7! xp

Ez indukál W(k)-n egy gy¶r¶ homomor�zmust:

� : W(k) ! W(k)

(a0; � � � ; an ; � � �) 7! (ap
0; � � � ; ap

n ; � � �)

Ezt hívjuk a Witt gy¶r¶ Frobenius leképezésének. Az, hogy ez gy¶r¶ homo-
mor�zmus, következik abból, hogyW funktoriális.

2.2. Teljes diszkrét értékelésgy¶r¶k és a Witt gy¶r¶k kap-
csolata

Ebben a fejezetben a Witt gy¶r¶k segítségével fogunk választ adni arra, mikép-
pen néz ki egy0 karakterisztikájú teljes diszkrét értékelésgy¶r¶.

De�níció. Egy p > 0 karakterisztikájú gy¶r¶t akkor mondunk tökéletesnek, ha az
x 7! xp leképezés automor�zmusa lesz a gy¶r¶nek. Ismeretes, hogyp > 0 karakte-
risztikájú test esetén ez a de�níció ekvivalens a tökéletes test de�níciójával, vagyis,
hogy minden irreducibilis, a test feletti polinomnak minden gyöke egyszeres.

De�níció. Ha A egy kommutatív, topologikus gy¶r¶, amely Haussdor� és teljes egy
csökken®a1 � a2 � ��� ideálsorozatra nézve, amelyreaman � am+ n tetsz®legesm; n 2
N-re, továbbá a k := A=a1 maradékgy¶r¶je A-nak p karakterisztikájú tökéletes
gy¶r¶, akkor A-t p-gy¶r¶nek hívjuk. Ha emellett a �ltrálás a p-adikus f pnAgn2 N

�ltrálás és p nem nullosztóA-ban, akkor azt mondjuk, hogyA szigorúp-gy¶r¶.
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2.2.1. állítás. LegyenA p-gy¶r¶, ekkor:
(1) Létezik egy egyértelm¶f : k ! A reprezentánsrendszer, amiref (� p) =

(f (� ))p.
(2) Ha a 2 A, akkor a 2 f (k) () a-nak mindenn-re létezikpn -edik gyöke.
(3) f multiplikatív, tehát f (�� ) = f (� )f (� ) minden �; � 2 k-ra.
(4) Ha char(A) = p, akkor f additív, vagyis f (� + � ) = f (� ) + f (� ) minden

�; � 2 k-ra.

Bizonyítás. Legyen � 2 k, vegyük � � pn
®sképét apr : A � k projekció sze-

rint, nevezzük ezt Hn (� )-nak. Legyen továbbáUn (� ) := f xpn
jx 2 Hn (� )g. Ekkor

U1(� ) � U2(� ) � � � � halmazok egy csökken® sorozata. Vegyük észre, hogy ha
x; y 2 Un , akkor x � y mod an . Els®sorbanp 2 a1-b®l következik, hogypan � an+1 .
Továbbá, ha x = apn

, y = bpn
és a � b mod a1, akkor az 1:3:2: lemma bizonyítá-

sának elismétlésével azt kapjuk, hogyapn
� bpn

mod an . Ennek következtében az
f (� ) := lim Un (� ) megadás értelmes, hiszen azUn (� ) halmazok sorozata Cauchy a
csökken® ideálsorozat szerint.

Továbbá az(Un (� ))p := f xpjx 2 Un (� )g halmaz megegyezik azUn+1 (� p) halmaz-
zal, így ha limeszt veszünk, azt kapjuk, hogy(f (� ))p = f (� p). Tehát f kommutál
a p-edik hatványra emeléssel ésf (k) bármely elemének, mindenn-re létezikpn -edik
gyöke. Most vegyünk egya 2 A-t, aminek mindenn-re létezikpn -edik gyöke. Ekkor
a 2 Un (pr(a)) minden n-re, ígya = f (pr(a)). Ebb®l adódik az egyértelm¶ség, illetve
a (2) állítás "( " iránya is.

A multiplikativitáshoz azt kell észrevenni, hogy, hax ésy pn -edik gyök minden
n-re, akkor xy is. Az additivitáshoz ezen felül még annyit kell megjegyezni, hogy
char(A) = p esetén(a + b)pn

= apn
+ bpn

.

A következ® pár oldalban technikai állításokon keresztül bebizonyítjuk a feje-
zet ambíciójaként kit¶zött kapcsolatot a Witt gy¶r¶k és a teljes diszkrét értékelés
gy¶r¶k között.

LegyenX � ismeretlenek egy tetsz®leges családja. Vegyük aZ[X p�1

� ] :=
S

n� 0
Z[X p� n

� ]

p�1 polinomok gy¶r¶jét. Tekintsük Z[X p�1

� ]-n a p-adikus �ltrálást, és telítsünk

eszerint, így kapunk egy szigorúp-gy¶r¶t \Z[X p�1

� ], aminek \Z[X p�1

� ]=p \Z[X p�1

� ] =
Fp[X p�1

� ] :=
S

n� 0
Fp[X p� n

� ] tökéletesp karakterisztikájú gy¶r¶ a maradékgy¶r¶je. Ek-

kor X � minden elemének létezikpn -edik gyöke tetsz®legesn 2 N esetén, ígyX � lesz a

multiplikatív reprezentánsrendszer. Emiatt mindenx 2 \Z[X p�1

� ] elem egyértelm¶en
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írható a következ® alakban

x =
+ 1X

i =0

X i pi ;

ahol X i 2 X � minden i 2 N-re. Valóban, hiszen szigorúp-gy¶r¶ esetén, mivel léte-
zik egyértelm¶ multiplikatív reprezentánsrendszer, így az 1.3.1. állítás bizonyítása
elismételhet®.

2.2.2. állítás. LegyenA egyp-gy¶r¶ k maradékgy¶r¶vel ésf : k ! A multiplikatív
reprezentánsrendszerrel. Továbbá vegyünk(� n )n2 N és (� n )n2 N kN-beli sorozatokat.
Ekkor

+ 1X

i =0

f (� i )pi �
+ 1X

i =0

f (� i )pi =
+ 1X

i =0

f (
 i )pi

, ahol � jelöli a (+ ; � ; � ) m¶veletek valamelyikét,
 i = Q�
i (� 0; � 1; � � � ; � 0; � 1; � � �)

alkalmasQ�
i 2 Fp[X p�1

i ; Y p�1

i ]-re.

Bizonyítás. El®ször vegyünkf X i gi 2 N, f Yi gi 2 N változókat és vegyük a \Z[X p�1

i ; Y p�1

i ]

gy¶r¶t. Legyen x; y 2 \Z[X p�1

i ; Y p�1

i ] a következ® alakú:x =
P + 1

i =0 X i pi , y =
P + 1

i =0 Yi pi . Ekkor

x � y =
+ 1X

i =0

f (Q�
i )pi

valamilyen Q�
i 2 Fp[X p�1

i ; Y p�1

i ] elemekre.

Most tekintsük a következ® homomor�zmust:� : Z[X p�1

i ; Y p�1

i ] ! A, amely-

re � (X i ) = f (� i ). Ezt folytonosan terjesszük ki \Z[X p�1

i ; Y p�1

i ]-ra, jelöljük ezt is
� -val. (Ez a kiterjesztés értelmes és egyértelm¶, mivel a telítettjében egy gy¶r¶
s¶r¶ halmazt alkot az adott értékelés szerint.) Így� (x) =

P + 1
i =0 f (� i )pi , illetve

� (y) =
P + 1

i =0 f (� i )pi . Ekkor � indukál egy ~� : Fp[X p�1

i ; Y p�1

i ] ! k leképezést a
maradékgy¶r¶k között, amire~� (X i ) = � i , ~� (Yi ) = � i úgy, hogy f (~� ) = � (f ). Ennek
következményeként

+ 1X

i =0

f (� i )pi �
+ 1X

i =0

f (� i )pi = � (x) � � (y) = � (x � y) =
+ 1X

i =0

� (f (Q�
i ))pi =

+ 1X

i =0

f (~� (Q�
i ))pi

és ezzel kész vagyunk, hiszen~� (Q�
i ) alkalmas
 i -nek.

2.2.3. állítás. LegyenA ésA0két p-gy¶r¶, k ésk0a hozzájuk tartozó maradékgy¶r¶k.
Továbbá legyeng : k ! k0 gy¶r¶ homomor�zmus. Ha A szigorú p-gy¶r¶, akkor
egyértelm¶en létezik egyh : A ! A0 gy¶r¶ homomor�zmus, amelyre a következ®
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diagram kommutatív.

A

��

h //A0

��
k

g //k0

Bizonyítás. Legyenf : k ! A az A-hoz tartozó reprezentánsrendszer,f 0 : k0 ! A0

az A0-höz tartozó reprezentánsrendszer. Vegyünk egya 2 A elemet, ekkor a =
P + 1

i =0 f (� i )pi . Ekkor

h(a) =
+ 1X

i =0

h(f (� i ))pi =
+ 1X

i =0

f 0(g(� i ))pi

egyenl®ségnek szükségképpen teljesülnie kell a kommutatívitás miatt. Így adódik az
egyértelm¶ség. Viszont ez a megadás homomor�zmus lesz a 2.2.2. állítás miatt.

2.2.4. állítás. Legyen k tökéletes gy¶r¶p karakterisztikával. Ekkor egyértelm¶en
létezik H szigorúp-gy¶r¶, aminek k a maradékgy¶r¶je. TovábbáH = W(k).

Bizonyítás. Az egyértelm¶ség adódik a 2.2.3. állításból. Valóban, hiszen ak0 = k
választással, ha van két szigorúp-gy¶r¶nk, amiknek k a maradékgy¶r¶je, akkor van
oda-vissza egy-egy homomor�zmusunk, legyenek ezekh : A ! A0 és h0 : A0 ! A.
Továbbá a diagram kommutatívitása miatt h � h0 = id ésh0 � h = id teljesülni fog.
Így kaptuk, hogy ez a két homomor�zmus egymás inverze, tehátA �= A0.

A létezéshez tegyük fel, hogyk = Fp[X p�1

� ], ekkor H = Z[X p�1

� ] megfele-
l® választás. Továbbá tudjuk, hogy tetsz®legesp karakterisztikájú tökéletes gy¶-
r¶ Fp[X p�1

� ] típusú gy¶r¶ faktorgy¶r¶jeként áll el®. Valóban, hiszen tetsz®legesA
tökéletes, p karakterisztikájú, kommutatív gy¶r¶ esetén, mindena 2 A eleméhez
készítsünk egyX a változót, és készítsük el azFp[X p�1

a ] gy¶r¶t, illetve azt a ho-
momor�zmust, ami mindegyik változót a hozzá tartozó elembe küldi. Tehát elég
azt belátni, ha van egyh : k ! k0 szürjektív homomor�zmusunk és létezikH
szigorú p-gy¶r¶, aminek k a maradékgy¶r¶je, akkor létezikH 0, aminek k0 a ma-
radékgy¶r¶je. Vegyük azt aH -ból induló leképezést, amit aza 2 H esetén az
a =

P + 1
i =0 f (� i )pi 7!

P + 1
i =0 f (� i + ker h)pi képlet de�niál. Ekkor a 2:2:2: állítás miatt

ez homomor�zmus lesz. Továbbá a
P + 1

i =0 f (� i + ker h)pi alakú elemek jól de�niál-
tak. Valóban, de�niáljuk a következ® megfeleltetést:a; b 2 H eseténa � b, ha a
hatványsoros felírásukban megegyeznek az együtthatók. Ez egy ekvivalenciareláció
lesz, és pont az olyan alakú elemeket de�niálja, amiket tárgyalunk. Tehát ennek a
leképezésnek a képe legyenH 0. A maradékgy¶r¶je valóbank0, hiszenk0 �= k=kerh,
így valójában mindena 2 H 0 elem a következ® alakban írhatóa =

P + 1
i =0 f (� 0

i )p
i ,

ahol � 0
i 2 k0. Itt � 0

i -re úgy tekintünk, mint � i + ker h ekvivalenciaosztály, és arra
alkalmazzuk f -fet. Ennek következtébenH 0=pH0 = f f (� 0

i )j�
0
i 2 k0g, mint halmaz.

20



Viszont ekkor f izomor�zmus lesz, mivelp karakterisztika eseténf additív. Tehát
H 0=pH0 �= k0. Mivel minden elem az említett hatványsor alakban írható, így minden,
a f pnH 0g �ltrálás szerinti Cauchy sorozatban, alkalmas index után stabilizálódik a
pi -hez tartozó kitev® mindeni 2 N-re. Így adódik a teljesség is, tehátH 0 szigorú
p-gy¶r¶ lesz.

Végül az állítás utolsó részéhez legyenH szigorúp-gy¶r¶ k maradékgy¶r¶vel és
f : k ! H multiplikatív reprezentánssal. De�náljunk a következ® leképezést

� : W(k) ! H

(a0; a1; � � � ; an ; � � �) 7!
+ 1X

i =0

f (ap� i

i )pi

Ez a leképezés bijekció lesz. Tekintsük azt az esetet, amikorH = \Z[X p�1

� ], ekkor
legyena = ( X 0; X 1; � � �), b = ( Y0; Y1; � � �). Ha ebben az esetben izomor�zmus lesz
� , akkor relációkkal is teljesülni fog, így elég ezt az esetet vizsgálni. Vegyük észre a
következ®ket

nX

i =0

f (X p� i

i )pi +
nX

i =0

f (Y p� i

i )pi = Wn (X p� n
) + Wn (Y p� n

) =

= Wn (S0(X p� n
; X p� n

); S1(X p� n
; Y p� n

); � � �);

Si (X p� n
; Y p� n

) � f (Si (X p� n
; Y p� n

)) mod p;
nX

i =0

f (Si (a; b)p� i
)pi = Wn (f (Si (a; b)p� n

)) = Wn (f (Si (X p� n
; Y p� n

))) :

Tehát � (a) + � (b) � � (a+ b) mod pn+1 , így � tartja az összeadást. A bizonyítás
teljes egészében átvihet® a szorzásra is. Megkaptuk, hogy� izomor�zmus.

Megjegyzés.Egyszer¶ következmény, hogy ha veszünk két tökéletes, p karakteriszti-
kájú gy¶r¶t, jelöljük ezeket k-val ésk0-vel. Ekkor Hom(k; k0) = Hom( W(k); W(k0)) .
Valóban, hiszenW(k) ésW(k0) a k ésk0 gy¶r¶khöz tartozó szigorúp-gy¶r¶k, így a
2.2.3. állítás miatt valóban megegyezik a két halmaz.

De�níció. Legyen A egy teljes diszkrét értékelésgy¶r¶k maradéktesttel. Tegyük
fel, hogy char(A) = 0 és char(k) = p > 0. Ekkor A abszolút elágazási indexének
az e := v(p) egész értéket nevezzük. Azt mondjuk,A teljesen elágazásmentes, ha
v(p) = 1 .

Mostmár elegend® tudásunk van ahhoz, hogy a fejezet f® tételét kimondhassuk,
illetve belássuk.
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2.2.5. tétel. (1) Minden k tökéletes testre, aholchar(k) = p > 0, W(k) az egyértel-
m¶ teljes diszkrét értékelésgy¶r¶0 karakterisztikával, amely teljesen elágazásmentes
és k a maradékteste.

(2) Legyen A teljes diszkrét értékelésgy¶r¶0 karakterisztikával ésk tökéletes
p > 0 karakterisztikájú maradéktesttel. Jelöljee az abszolút elágazási indexétA-
nak. Ekkor létezik egy egyértelm¶ : W(k) ! A injektív homomor�zmus, amire a
következ® diagram kommutatív.

W(k)

��

 //A

��
k id //k

TovábbáA egye rangú szabadW(k) modulus lesz.

Bizonyítás. Az (1) állítás egyenesen adódik a 2.2.4. állításból. Valóban, mivelW(k)
szigorú p-gy¶r¶ k maradéktesttel, akkorW(k) egy teljes diszkrét értékelésgy¶r¶ a
p-adikus értékeléssel, így teljesen elágazásmentes is.

A (2) állításhoz vegyük észre, hogy a 2.2.3. állításból következik létezése, illetve
egyértelm¶sége. Tegyük fel, hogy nem injektív, ekkor létezik0 6= a 2 W(k), hogy
 (a) = 0 . Ekkor a = pku alkalmas u egységre ésk 2 N-re. Viszont ekkor, mivel
char(A) = 0 , így  (u) = 0 , ami ellentmondás a diagram kommutatívitása miatt.
Legyen� prímelemA-ban. Ekkor már beláttuk, hogya 2 A eseténa =

P + 1
i =0 f (� i )� i ,

ahol � i 2 k. Mivel v(p) = e, p a következ® alakban írhatóp = � eu, ahol u alkalmas
egység. Ennek következményeként

a =
+ 1X

i =0

e� 1X

j =0

f (� i;j )� j pi

, tehát valóban szabadW(k)-modulus leszA az f 1; �; � 2; � � � � e� 1g bázissal.

Megjegyzés.Ekkor a  leképezés a 2.2.4. állítás bizonyításából adódik, hogy miként
néz ki. Ha [a] jelöli az a 2 k-hoz tartozó Teichmüller-reprezentánst, akkor

 ((a0; a1; � � � ; an ; � � �)) =
+ 1X

i =0

f ([ap� i

i ])pi :

Továbbá, haA = W(k), akkor kapunk egy újabb felírásátW(k)-nak

(a0; a1; � � � ; an ; � � �) =
+ 1X

i =0

[ap� i

i ]pi :

2.2.6. tétel. LegyenK egyp-adikus test, ekkorK Qp-nek véges b®vítése.
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Bizonyítás. Mivel K lokális test ígyk véges, tehátjk : Fpj véges, ígyk = Fp(� ), mert
k tökéletes. EkkorW(k) = W(Fp)(( �; 0; � � �)) , mivel az el®z® megjegyzés miatt felír-
hatjuk a fenti alakban W(Fp) elemeit, így tetsz®leges koordinátában bármelyFp(� )
elem el®áll. ViszontW(k)-nak e rangú szabad modulusaOK , ahol e az elágazási
indexeK -nak, így kapjuk, hogyK véges b®vítéseQp-nek.
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3. B-reprezentációk és (F; G)-reguláris gy¶r¶k

LegyenG topologikus csoport,B kommutatív, topologikus gy¶r¶ és legyen adva
G-nek egy folytonos hatásaB-n, ami teljesíti a következ® tulajdonságokat. Hag 2 G,
b1; b2 2 B, akkor

g(b1 + b2) = g(b1) + g(b2) g(b1b2) = g(b1)g(b2):

Megjegyzés.A Galois-elméleti ismeretek alapján kézenfekv® példa, amikorB = L
egy véges Galois b®vítése valamiK testnek ésG = Gal(L=K ), továbbá L-en, illetve
G-n a diszkrét topológiát vesszük.

De�níció. Egy X végesen generáltB -modulust G egy B-reprezentációjának mon-
dunk, ha G folytonosan hat X -en szemilineáris módon, ami a következ®t jelenti.
Minden g 2 G, � 2 B ésx; x1; x2 2 X elemekre

g(x1 + x2) = g(x1) + g(x2) g(�x ) = g(� )g(x):

Megjegyzés.Ha G triviálisan hat B-n, akkor lineáris reprezentációt kapunk. HaB =
Fp a diszkrét topológiával ellátva, akkor mod p reprezentációként hivatkozunk rá,
illetve B = Qp eseténp-adikus reprezentációnak nevezzük.

De�níció. Egy X B -reprezentációjátG-nek szabadnak nevezzük, haX szabadB-
modulus.

De�níció. Egy X szabadB-reprezentációjaG-nek triviális, ha a következ® feltételek
közül valamelyik teljesül.

1. Létezik X -nek bázisa, amiX G-ben fekszik.

2. X �= B d ésG természetesen hatX -en.

LegyenE = B G és tegyük fel, hogyE test. Legyen továbbáF � E egy topolo-
gikusan zárt résztest.

Ha B nullosztómentes, akkorC = Frac(B) kiterjeszhet®G hatása a következ®-
képp:

g

 
b1

b2

!

:=
g(b1)
g(b2)

minden g 2 G ésb1; b2 2 B esetén.
Az, hogy ez reprezentánsfüggetlen, adódik a hatás multiplikativitásábólB-n.

De�níció. B -t (F; G)-regulárisnak mondjuk, ha a következ®k teljesülnek:

1. B nullosztómentes.
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2. B G = CG.

3. Minden olyan b 2 B, b 6= 0, amire bármelyg 2 G esetén létezik� 2 F , hogy
g(b) = �b , akkor b� 1 2 B.

A következ®kben megjegyzésként a kimondott de�níciókat, illetve állításokat ka-
tegóriaelméleti irányból is jellemezzük, viszont ezeket de�níciók és ellen®rzések nél-
kül tesszük. Ennek oka, hogy ezen de�níciók kimondása nem szükséges a számunkra
és sok esetben túlzottan körülményes ahhoz, hogy a jegyzet foglalkozzon vele.
Megjegyzés.Jelölje Rep F (G) G folytonos F -reprezentációinak kategóriáját. Ekkor
Rep F (G) Abel kategória lesz.

Az F -reprezentációitG-nek ellátjuk a következ® tulajdonságokkal.
Ha V1; V2 F -reprezentációiG-nek, akkorF felett tenzorszorozva ®ket továbbra is

F vektorteret kapunk: V1 
 F V2. Ezt lássuk el a következ®G hatással:g(v1 
 v2) :=
g(v1) 
 g(v2). Ezzel aG hatássalV1 
 F V2 is F -reprezentációja leszG-nek.

Ha V F-reprezentációjaG-nek, jelölje V � = f V ! F lineáris leképezések} hal-
mazt. Ekkor V � -ot V duális reprezentációjának nevezzük, aminG a következ®képpen
hat: (gf )(v) := f (g� 1(v)) , ahol g 2 G, f 2 V � ésv 2 V.

Általánosan, ha van egyG-hatásom X -en ésY-on, akkor egyf 2 Hom(X; Y )
elemre és tetsz®legesx 2 X -re, (gf )(x) := g(f (g� 1(x)) .
Megjegyzés.Ekkor Rep F (G) ezen struktúrákkal egy neutrális Tannaka kategória
leszF felett, amiben az egységreprezentációF leszG triviális hatásával.

De�níció. LegyenV egyF -reprezentációjaG-nek. Azt mondjuk, hogyV B-megen-
gedhet®, haB 
 F V triviális B-reprezentációjaG-nek.

LegyenV tetsz®legesF -reprezenetációjaG-nek, ekkorB 
 F V szabadB-modulus
lesz, továbbá, ha vesszük rajta a következ®G hatást: g(� 
 x) := g(� ) 
 g(x), akkor
B 
 F V szabadB-reprezentációja leszG-nek.

Vezessük be a következ® jelölést

D B (V) := ( B 
 F V)G:

De�niáljuk a következ® leképezést

� V : B 
 E D B (V) ! B 
 F V;

� 
 x 7! �x

ahol � 2 B és x 2 D B (V). Ekkor � V B-lineáris lesz.G a kövezkez®képp hat a
B 
 E D B (V)-n

g(� 
 x) = g(� ) 
 x:

Ekkor g 2 G hatása kommutál � V -vel.
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3.1. A küls® szorzat de�niálása vektorterekre

A következ®kben bevezetjük egyV vektortér küls® szorzatának fogalmát, illet-
ve belátunk róla bizonyos dolgokat. Ezt pusztán technikai megfontolásból tesszük,
mivel a fejezet témájához nem kapcsolódik, viszont a fejezet f® tételének bizonyítá-
sában kulcsszerepet játszik majd.

A továbbiakban V egy n-dimenziós vektorteret fog jelölni egyF test fölött.
Továbbá X tetsz®leges véges dimenziós vektortér szinténF fölött.

De�níció. Legyenk 2 N tetsz®leges, ekkor vezessük be az alábbi jelölést

V � k := V � � � � � V

V k példányban vett direkt szorzata.

De�níció. Egy � : V � k ! X leképezést multilineárisnak mondunk, ha

� (� � � ; a1v1 + a2v2; � � �) = a1� (� � � ; v1; � � �) + a2� (� � � ; v2; � � �)

bármely a1; a2 2 F -re, illetve v1; v2 2 V-re.

De�níció. Egy � : V � k ! X multilineáris leképezést alternálónak mondunk, ha

� (� � � ; v; � � � ; v; � � �) = 0

bármely v 2 V-re.

De�níció. Egy � : V � k ! X multilineáris leképezést ferdén szimmetrikusnak mon-
dunk, ha

� (� � � ; v1; � � � ; v2; � � �) = � � (� � � ; v2; � � � ; v1; � � �)

bármely v1; v2 2 V-re.

3.1.1. állítás. Tegyük fel, hogycharF 6= 2, ekkor egy� : V � k ! X multilineáris
leképezés esetén� alternáló , � ferdén szimmetrikus.

Bizonyítás. El®ször tegyük fel, hogy� ferdén szimmetrikus, ekkor

� (� � � ; v; � � � ; v; � � �) = � � (� � � ; v; � � � ; v; � � �);

továbbá char(F ) 6= 2, így � alternáló.
Legyen� alternáló, ekkor

0 = � (� � � ; v1 + v2; � � � ; v1 + v2; � � �) = � (� � � ; v1; � � � ; v1; � � �) + � (� � � ; v2; � � � ; v2; � � �)+

+ � (� � � ; v1; � � � ; v2; � � �) + � (� � � ; v2; � � � ; v1; � � �):

Ebb®l kihasználva, hogy� alternáló, adódik, hogy ferdén szimmetrikus is.
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De�níció. Legyen k 2 N, ekkor a k-adik küls® szorzataV-nek F felett egy F -
vektortér (jelölje

V k
F V) és egy alternáló, multilineáris leképezés

" : V � k !
V k

F V;

amely párra a következ® tulajdonság teljesül. Tetsz®leges� : V � k ! X F -multilineáris,
alternáló leképezésre egyértelm¶en létezik egy� :

V k
F V ! X F -lineáris leképezés,

amire � � " = � . Vagyis a következ® diagram kommutatív.

V k
F V

�

!!
V � k

"

OO

� //X

3.1.2. állítás. Létezik V k-adik küls® szorzata," : V � k !
V k

F V.

Bizonyítás. Legyen � : V � k !
N k

F V a k példányban vett tenzorszorzataV-nek
F felett. LegyenS azon monomok által generált altér, amiben el®fordul ugyanazon
V-beli elem kétszer. LegyenQ =

N k
F V=Sésq :

N k
F V ! Q a hozzá tartozó faktor-

leképezés.
A továbbiakban a célunk megmutatni, hogyq � � : V � k ! Q lesz ak-adik küls®

szorzataV-nek. Az, hogy q � � alternáló, adódik a konstrukcióból. Az univerzális
tulajdonság ellen®rzéséhez legyen

� : V � k ! X

multilineáris, alternáló. Ekkor a tenzorszorzat univerzális tulajdonságából követke-
zik, hogy egyértelm¶en létezik :

N k
F V ! X F -lineáris leképezés, ami az alábbi

diagramot kommutatívvá teszi.

N k
F V

 

""
V � k

�

OO

� //X

Abból, hogy � alternáló, következik, hogy is az, viszont ekkor átvezethet®Q-n
úgy, hogy a következ® diagram kommutatív legyen.

N k
F V

 

""

q //Q

�
��

X
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Ennek következményében az alábbi diagram kommutatív lesz.

Q

�
��

V � k � //

q� �
==

X

Továbbá, ha ~� � q� � = � , akkor a tenzorszorzat univerzális tulajdonságából adódóan
~� � q = � � q, viszont q szürjektív, így ~� = � . Tehát valóban

V k
F V = Q és" = q� �

jó választás.

3.1.3. állítás.
V k

F V-t generálja azf ei 1 ^ � � � ^ ei k : i 1 < � � � < i kg halmaz.

Bizonyítás. Jelölje S a monomok által generált alteret
V k

F V-ben. De�niáljuk az
alábbiakat

Q :=
V k

F V=S q:
V k

F V ! Q;

ahol q a faktorleképezés.
Vegyük a következ® leképezéseketz : V � k ! Q ésZ :

V k
F V ! Q, ahol z ésZ is

mindent a nullelembe küld. Ekkor

Z � " = z;

továbbá, mivel "(V � k) � S, így
q � " = z:

Viszont ekkor a küls® szorzat univerzális tulajdonságából adódóanq = Z , tehát
S =

V k
F V.

3.1.4. állítás. Az " : V � k !
V k

F V k-adik küls® szorzat esetében af ei 1 ^ � � � ^ ei k :
i 1 < � � � < i kg halmaz bázist alkot és ígydimF

V k
F V =

�
n
k

�
.

Bizonyítás. El®ször vegyük észre, hogy
V n

F V-t generáljae1^���^ en , így szükségképp
bázis is.

A következ®kben konstruálunk egy� :
V k

F V �
V n� k

F V !
V n

F V bilineáris leképe-
zést, ami a monomok direkt szorzatát abba a monomba küldi, amit ezek egymásután
írásával kapunk. Ehhez vegyük észre, hogy az aV � k !

V n
F V leképezés, ami rögzített

ak+1 ; � � � ; an esetén(a1; � � � ; ak)-t a1 ^ � � � ; ^ an -be küldi, multilineáris, így kapunk egy
egyértelm¶

V k
F V !

V n
F V lineáris leképezést. Ezt eljátszvan � k-ra is, összedirekt-

szorozva a két lineáris leképezéssereget, kapunk egy a feltételeket kielégít® bilineáris
leképezést.

Most tegyük fel, hogy
P

I aI eI = 0, ahol az összegzés végigfut az összesk elem¶
multiindexen, és I = ( i 1; � � � ; i k) eseténeI = ei 1 ^ � � � ^ ei k . Továbbá jelölje �eJ
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azon n � k-as küls® szorzat monomot, amit aJ multiindex által meghatározott
monom kitörlésével kapunke1 ^ � � � ^ en -b®l. Ekkor0 = � (0; �eJ ) = � (

P
I aI eI ; �eJ ) =

� aJ e1 ^ � � � ^ en , viszont ez ellentmondás, tehát kész vagyunk.

3.1.5. állítás. A V F-vektortér k-adik küls® szorzata egyértelm¶ abban az értelem-
ben, hogy bármely kétk-adik küls® szorzata,"1 : V � k ! W1 és"2 : V � k ! W2 között
egyértelm¶en léteziki izomor�zmus, amire i � "1 = "2.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy W1; W2 két k-adik küls® szorzataV-nek és"1; "2 a
hozzájuk tartozó alternáló, multilineáris leképezés. Ekkor a küls® szorzat univerzá-
lis tulajdonsága miatt egyértelm¶en léteziki F -lineáris leképezés, ami a következ®
diagramot kommutatívvá teszi.

V � k

" 1

��

" 2

""
W1

i //W2

Ez az i így bázist bázisba képez injektív módon, így tényleg izomor�zmust de�niál.

De�níció. Egy V n-dimenziósF test feletti vektortér esetébendetV :=
V n

F V.

3.2. (F,G)-reguláris gy¶r¶k

A küls® szorzat bevezetése után rátérhetünk a fejezet f®tételének bizonyítására.

3.2.1. tétel. Tegyük fel, hogyB (F; G)-reguláris, ekkor a következ®k teljesülnek.

1. Minden V F-reprezentációjáraG-nek az� V leképezés injektív,dimE D B (V) �
dimF V. Továbbá

dimE D B (V) = dim F V , � V izomorf izmus , V B � megengedhet®:

2. Ha V1 és V2 B-megengedhet®, akkor

D B (V1) 
 E D B (V2) �= D B (V1 
 F V2):

3. Ha V B-megengedhet®, akkorV � is B -megengedhet® és

D B (V � ) �= D B (V)� :

4. D B (F ) �= E
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Megjegyzés.A B-megengedhet®F -reprezentációkról a következ®k mondhatók el. Le-
gyenRep B

F (G) a teljes részkategóriájaRep F (G)-nek, amiben aB-megengedhet®F -
reprezentációk fekszenek. EkkorRep B

F (G) egy rész-Tannaka kategóriájaRep F (G)-
nek és ennek aD B -re vett megszorítása egy egzakt, h¶séges tenzor funktor.

Bizonyítás. (1.) Legyen C = FracB . Mivel B (F; G)-reguláris, E = CG = B G.
Ekkor a következ® diagram kommutatív lesz.

B 
 E D B (V)•_

��

//B 
 F V•_

��

B 
 E D C (V)•_

��
C 
 E D C (V) //C 
 F V

Tehát elég� V injektívitását abban az esetben vizsgálni, amikorB test. Ehhez elegen-
d® azt látni, hogy bármelyx1; � � � ; xn 2 D B (V) E fölött lineárisan független rendszer
B fölött is lineárisan független. Eztn szerinti indukcióval bizonyítjuk. Az n = 1
eset egyértelm¶en igaz, tegyük fel, hogyn � 1 > 0-ra tudjuk. Most tegyük fel, hogy
B felett lineárisan összefügg®x1; � � � ; xn , ekkor alkalmas� i 2 B-kre

P n
i =1 � i x i = 0.

Szorozva� 1
� n

-nel feltehet®, hogy a következ® egyenl®ség teljesül

xn =
n� 1X

i =1

� i x i :

Vegyünk tetsz®legesg 2 G elemet, mivelxn 2 D B (V), g(xn ) = xn , így kapjuk, hogy

n� 1X

i =1

(g(� i ) � � i )x i = 0:

Viszont ekkor az indukciós feltevés szerint� i 2 E minden i -re, ami ellentmondás.
Világos, hogy abban az esetben, ha� V izomor�zmus, akkor dimE D B (V) =

dimF V. Tegyük fel, hogy dimE D B (V) = dim F V. Legyen f v1; � � � ; vdg V egy F
feletti bázisa, ebb®l készítsük elB 
 F V egy B feletti bázisát, f v0

1; � � � ; v0
dg :=

f 1 
 v1; � � � ; 1 
 vdg. Továbbá jelöljük f e1; � � � ; edg-vel D B (V)-ben egy bázist. Ekkor

ei =
nX

j =1

bij v0
j ;

ahol bij 2 B. A bij -kb®l készített mátrix determinánsa egyB-beli, nem nulla érték
lesz, mivel � V injektív. Jelöljük ezt az értéket b-vel. Ha b� 1 2 B, akkor a mátrix
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invertálható lesz és így� V izomor�zmus lesz. Legyenv := v1 ^ � � � ^ vd. De�niáljuk a
következ® leképezést:� : G ! F � , ami teljesíti a g(v) = � (g)v egyenletet. Hasonlóan
e := e1 ^ � � � ^ ed. Ekkor g(e) = e és könnyen meggondolható, hogye = bv. Ennek kö-
vetkeztébene = g(b)� (g)v, tehát g(b) = � � 1(g)b. Kihasználva az(F; G)-regularitást,
b� 1 2 B valóban teljesül.

A második ekvivalenciához el®ször tegyük fel, hogy létezikx1; � � � ; xd bázisa
B 
 F V-nek, amire x i 2 D B (V) minden i -re. Ekkor az f 1 
 x i g rendszert � V a
bázisba küldi, továbbá tudjuk, hogy injektív, így valóban izomor�zmus lesz. Vissza-
fele is hasonlóan könny¶ meggondolni a bizonyítást. Ha izomor�zmus, akkorD B (V)
bázisát szükségképpen bázisba küldi� V .

(2.) Tekintsük a következ® diagramot.

(B 
 F V1) 
 B (B 
 F V2) B 
 F (V1 
 F V2)

D B (V1) 
 E D B (V2)
?�

OO

� //D B (V1 
 F V2)
?�

OO

Az indukált � leképezés injektív lesz, továbbáV1 ésV2 B-megengedhet®sége miatt

dimE D B (V1) 
 E D B (V2) = dim B B 
 F (V1 
 F V2) � dimE D B (V1 
 F V2):

Így valóban izomor�zmus lesz� .
(3.) Azt, hogy V � B-megengedhet®, dimenzió szerinti indukcióval bizonyítjuk.

Ha dimF V = 1, akkor V = Fv. Továbbá D B (V) = Eb 
 v alkalmas b 2 B-
re, ami nem nulla, mivelV B-megengedhet®F -reprezentáció. EkkorV � = Fv� és
D B (V � ) = Eb� 1 
 v� . Így dimE D B (V � ) = 1 , tehát V � B-megengedhet®.

Most tegyük fel, hogydim V � 2. Ekkor fenáll a következ® izomor�zmus.

(
V d� 1

F V) 
 (det V)� �= V �

Valóban, mert legyen az a megfeleltetés, hogyw 2
V d� 1

F V, f 2 (det V)� elemekre a
megfeleltetést a következ® képlet de�niálja:f (w ^ � ). Ez valóbanV � -beli elem lesz,
továbbá izomor�zmus lesz, mivel a dimenziók megegyeznek és a(

V d� 1
F V) 
 (det V)� -

beli bázist aV � -beli bázisba küldi. Mivel (
V d� 1

F V) el®áll
N d� 1

F V hányadosaként, így
B-megengedhet® lesz, továbbádim(det V) = 1 miatt (det V)� is B -megengedhet®.

A D B (V � ) �= (D B (V)) � izomor�zmushoz tekintsük a következ® kommutatív di-
agramot.

B 
 F V � �= //(B 
 F V)�

D B (V � )
?�

OO

� //(D B (V)) �

OO
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A fels® izomor�zmust a következ® leképezés adja meg.

� : B 
 F V � ! (B 
 F V)�

b
 f 7! (� (b
 f ) : B 
 F V ! B a 
 v 7! baf (v))

Jelölje f v1; � � � ; vdg V bázisát, f v�
1; � � � ; v�

dg pedig a duális bázist. Ekkor azf 1 
 v1; � �
�; 1 
 vdg B 
 F V bázisaB felett, f 1 
 v�

1; � � � ; 1 
 v�
dg B 
 F V � bázisaB felett.

Azonnal adódik, hogyf � (1 
 v�
1); � � � ; � (1 
 v�

d)g bázis lesz(B 
 F V)� -ban, így �
bázist bázisba képez.

Legyenb 
 f 2 D B (V � ), ekkor g(b) 
 f (g� 1(v)) = b 
 f (v) minden v 2 V-re.
Továbbá g 2 G, a 2 B ésv 2 V esetén

g� (b
 f )(a 
 v) = g(b)ag(f (g� 1(v))) = ( gb)af (g� 1(v)) = baf (v):

Ha emellett a 
 v 2 D B (V), akkor

� (b
 f )(a 
 v) = g� (b
 f )(a 
 v) = g(� (b
 f )(g� 1(a 
 v))) = g[� (b
 f )(a 
 v)]

Tehát a képE-ben van, így a diagram valóban indukál egy� : D B (V � ) ! (D B (V)) �

leképezést, ami továbbá izomor�zmus is lesz, mivel egyértelm¶en injektív, valamint
dim D B (V � ) = dim( D B (V)) � V B-megengedhet®sége miatt.

(4.) Ez az izomor�zmus magától értet®d®.
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4. Az R gy¶r¶ konstrukciója és tulajdonságai

4.1. R(A) konstrukciója

De�níció. Legyen A tetsz®legesp-karakterisztikájú kommutatív gy¶r¶. R(A) :=
lim � n2 N

An , ahol An = A és az áttérési leképezés a� p -Frobenius. Ekkorx 2 R(A)-ra
x = ( xn )n2 N, xn 2 A ésxp

n+1 = xn .

Emlékeztet®ül:

De�níció. Ha A egy p-karakterisztikájú kommutatív gy¶r¶, akkor A tökéletes, ha
a p-Frobenius izomor�zmust de�niál.

4.1.1. állítás. R(A) tökéletes gy¶r¶.

Bizonyítás. Vegyünk egyx = ( xn )n2 N 2 R(A) elemet. Ekkor x = ( xn+1 )p
n2 N miatt

adódik a szürjektívitás továbbá az injektívitás abból látszik, hogyxp = 0 esetén
xp

n+1 = xn = 0 minden n 2 N-re.

De�niáljuk a következ® leképezést tetsz®legesn 2 N-re.

� n : R(A) ! A

(xn )n2 N 7! xn

Könnyen látható, hogy haA tökéletes, akkor� n izomor�zmus lesz bármelyn-re.
Ha � injektív A-n, akkor � n injektív lesz.

Ha A topologikus gy¶r¶, akkorR(A)-n vehetjük az inverz limesz topológiát.
LegyenA mostantól teljes ap-adikus értékelésre, ekkorA �= lim � n2 N

A=pnA.

4.1.2. állítás. Megadható multiplikatív bijekcióR(A=pA) és azS := f (x(n))n2 Njx(n) 2
A; (x(n+1) )p = x(n)g halmaz között.

Bizonyítás. Vegyünk egyx = ( xn )n2 N 2 R(A=pA) elemet és jelöljex̂n az xn A-ba
való tetsz®leges felemeltjét. Ekkor̂xn � x̂p

n+1 mod pA, így az 1.3.2. lemma miatt
tetsz®legesn; m 2 N-re

x̂pm +1

n+ m+1 � x̂pm

n+ m mod pm+1 A:

Ennek következtébenlimm! + 1 x̂pm

n+ m létezik, mivel A teljes a p-adikus értékelésre.
Továbbá a konstrukcióból adódik, hogy független a felemelt választásától. Ekkor
x(n) := lim m! + 1 x̂pm

n+ m . Magától értet®d®, hogy ez valóban felemelt és(x(n+1) )p =
x(n) . Ez megad egy

� : R(A=pA) ! S
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leképezést. Vegyük az
� : S ! R(A=pA)

(x(n))n2 N 7! (x(n) + pA)n2 N

leképezést. Az el®bbi két leképezés egymás inverze lesz. Az, hogy� � � = id, könnyen
látható. A másik irányhoz elég kihasználni azt, hogy a felemelt tetsz®legesen választ-
ható, így alkalmas felemeltek választásával konstans sorozat limeszét kapjuk.

Az R(A=pA) ! S leképezés multiplikatívitása adódik a de�nícióból.

A de�niált R(A=pA) ! S leképezés a következ®képpen viselkedik az összegre
nézve.

(x + y)(n) = lim
m! + 1

(x(n+ m) + y(n+ m))pm

4.2. CK de�níciója, tulajdonságai

Ebben a fejezetben aCK := cK s testet tekintjük és ennek az algebrai zártsá-
gát tárgyaljuk. Legf®képpen olyan megfontolásból tesszük ezt, hogy a kés®bbiekben
de�niált R gy¶r¶ bizonyos tulajdonságainak belátásához szükségünk lesz erre a tu-
lajdonságáraCK -nak. Továbbá általánosságban kitüntetett szerepet tölt be egyK
lokális testhez rendeltCK test.

4.2.1. állítás. (Krasner-lemma) LegyenF teljes, nemarkhimédeszi test,E � F zárt
résztest,�; � 2 F szeparábilisekE felett. Tegyük fel, hogyj� � � j < j� 0� � j minden
� 0 konjugáltjára � -nak E felett, amire � 6= � 0. Ekkor � 2 E(� ).

Bizonyítás. Legyen
 = � � � , ekkor E(�; 
 ) = E(�; � ), így azE(�; 
 )=E(� ) b®ví-
tés szeparábilis lesz. Vehetjük
 minimálpolinomjának felbontási testét és annak a
Galois csoportját. Ha ez a Galois csoport triviálisan hat
 -n, akkor készen vagyunk.
Tegyük fel, hogy létezik
 0 Galois konjugáltja 
 -nak, ami nem egyezik meg
 -val.
Ekkor 
 0 = � � � 0 valami nemtriviális Galois konjugáltjára � -nak. Tudjuk, hogy
j
 0j = j
 j, így j
 � 
 0j � j 
 j = j� � � j teljesül, mivel az abszolútérték nemarkhi-
médeszi. Viszontj
 0 � 
 j = j� � � 0j és a feltétel szerintj� 0 � � j > j� � � j, tehát
ellentmondásra jutottunk.

4.2.2. következmény. Legyen K teljes test egy nemarkhimédeszi abszolútértékre
nézve. LegyenK s a szeparábilis lezártjaK -nak, K az algebrai lezártjaK -nak és

K s � K teljesüljön. Ekkor cK s = bK és CK = cK s algebrailag zárt.

Bizonyítás. El®ször megmutatjuk, hogyp karakterisztika esetén ap-Frobenius szür-
jektív CK -n. Legyen� 2 mK az egyik pozitív érték¶ elemOK s -ben. Normáljuk az
értékelést úgy, hogyv(� ) = 1 . Az eddigiek alapján ekkor

OK s = f a 2 K sjv(a) � 0g; OCK = lim � OK s =� nOK s
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továbbá CK = OCK [1=� ].
Vegyünk egya 2 CK elemet, ekkor� mpa 2 O CK , így feltehet®, hogya 2 O CK .

Legyen (an )n2 N 2 O N
K s olyan sorozat, hogya � an mod � n . Vegyük a következ®

polinomsorozatot
Pn (X ) = X p � � nX � an :

Ekkor P0
n (X ) 6= 0, így szeparábilis lesz a polinom, tehát adható� n 2 O K s gyöke.

Ekkor a következ® egyenl®ség miatt

� p
n+1 � � p

n = � n+1 � n+1 � � n � n + an+1 � an

miatt adódik, hogy v(� p
n+1 � � p

n ) � n. Valóban, hiszenan+1 � an � 0 mod � n , a
másik két tagból is kiemelhet®� n úgy, hogy mégOK s -ben maradjunk. Ekkor viszont
v(� n+1 � � n ) � n

p , mivel a karakterisztika p. Tehát (� n )n2 N konvergál OCK -ban és
� p = lim � p

n = a, mivel v(� p
n � a) = v(� n � n + an � a) � n. Tehát a p-Frobenius

valóban szürjektív.
A következ®kben belátjuk, hogyCK szeparábilisan zárt, ebb®l következik az el®z®

eredmény segítségével az algebrai zártság. Tehát vegyünk egy tetsz®leges

P(X ) = a0 + a1X + � � � + ad� 1X d� 1 + X d 2 CK [X ]

szeparábilis polinomot. Feltehet®, hogyai 2 O CK , mivel a polinom gyökeit, ha szo-
rozzuk� N -nel, akkor a minimálpolinomjának együtthatói a következ®képp változnak
a0

i = � N (n� i )ai , így kell®en nagyN -re már az együtthatókOCK -ban fekszenek. Tehát
azt szeretnénk látni, hogyP(X ) 2 O CK [X ]-nek van-e gyökeOCK -ban. Jelölje C0

K
P(X ) felbontási testét ésr := max v(� i � � j ), ahol � i 6= � j gyökei P-nek C0

K -ban.
Vegyük a következ® polinomot

Q(X ) := b0 + b1X + � � � + bd� 1X d� 1 + X d;

ahol bi 2 K s, v(bi � ai ) > rd . Továbbá vegyük észre, hogy abból, hogy ap-Frobenius
szürjektív, következik, hogyK � CK . Valóban, vegyünk egyp(x) 2 K [X ], K felett
irreducibilis polinomot, ezt a polinomot K s felett tekintve irreducibilis tényez®kre
bomlik. Vegyünk egy ilyen irreducibilis tényez®t, jelöljeq(x). Ha q(x) szeparábilis,
kész vagyunk, ha nem, akkorq(x) = h(xpn

), ahol már h(x) szeparábilis, így van
gyökeK s-ben, de ennek a gyöknek apn -edik gyöke a bizonyítottak szerintCK -ban
fekszik, így valóbanK � CK . Így Q(X )-nek vehetjük egyCK -beli � gyökét. Most
szeretnénk Krasner-lemmát használni. Ha belátnánk, hogy alkalmas� -ra v(� � � ) >
v(� � � 0) bármely � 0 6= � gyökére P-nek C0

K -ból, akkor a Krasner-lemma miatt
� 2 CK (� ) = CK , tehát kész lennénk. Vegyük azt az� 2 C0

K gyökét P-nek, amire
v(� � � ) maximális. Mivel P(� ) = P(� ) � Q(� ), így v(P(� )) > rd , mivel a bi -ket
így választottuk. Továbbá tudjuk, hogy

P(� ) =
dX

i =1

(� � � i );
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így azt kapjuk, hogy
dY

i =1

v(� � � i ) > rd;

tehát v(� � � ) > r � v(� � � 0). Így valóban készen vagyunk a Krasner-lemma

miatt. Így CK algebrailag zárt lesz. EmellettbK = cK s következik a telítés univerzális
tulajdonságából, és abból, hogyK � CK .

4.3. Az R gy¶r¶

LegyenK p-adikus test.

De�níció. R := R(OK =pOK ) = R(OCK =pOCK ), vegyük azt a v értékeléstCK -n,
amire v(p) = 1 . Ekkor x = ( x(n))n2 N 2 R-re legyenv(x) := v(x(0) ).

4.3.1. állítás. R teljes értékelésgy¶r¶ av által de�niált értékeléssel. Továbbáp-
karakterisztikájú, tökéletes gy¶r¶. A hányadosteste teljes lesz av által indukált ér-
tékelésre nézve és tökéletesp-karakterisztikájú lesz.R maradéktestek, ahol k OK

maradékteste.

Bizonyítás. El®ször belátjukv-r®l, hogy valóban értékelésR-en. Az 1.2.3. állítás
ismeretébenv(R) = Q� 0 [ f + 1g . Továbbá könnyen látható, hogy

v(x) = + 1 , x(0) = 0 , x = 0

v(xy) = v(x) + v(y):

Az ultrametrikus tulajdonsághoz vegyünk0 6= x; y 2 R elemeket. Ekkorx(0) ; y(0) 6=
0, továbbá R de�níciójából adódóanv(x(0) ) = pnv(x(n)), így elég nagyn-re v(x(n)) <
1 ésv(y(n)) < 1. Tudjuk, hogy

(x + y)(n) � x(n) + y(n) mod p;

ebb®l adódik, hogy

v((x + y)(n)) � minf v(x(n)); v(y(n)); 1g = min f v(x(n)); v(y(n))g;

amib®l következik, hogyv(x + y) � minf v(x):v(y)g.
Továbbá meg�gyelhet®, hogy

v(x) � pn , v(x(n)) � 1 , xn = 0:

Ebb®l azonnal következik a teljesség, mert bármely Cauchy sorozat esetén az elemek
koordintái alkalmas indext®l kezdve stabilizálódnak.
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Mivel R-en van értékelés, ezért nullosztómentes, így vehetjük a hányadostestét,
ami a következ® halmaz lesz.

F rR = f x = ( x(n))n2 Njx(n) 2 CK ; (x(n+1) )p = x(n)g

Mint az eddigiekben, az értékelés kiterjed a hányadostestre:v(x) = v(x(0) ), ahol
x 2 F rR . Tehát F rR teljes nemarkhimédeszi,p-karakterisztikájú tökéletes test lesz,
amibenR az egészek gy¶r¶je, amiben a maximális ideálmR := f x 2 F rR jv(x) > 0g.
Továbbá, ha vesszük a� 0 : R ! O K =pOK leképezést, mivelOK -nak a maradékteste
k, így az

R � 0�! O K =pOK ! k

leképezés magjamR , tehát R=mR
�= k.

Ekkor F rR maradékteste tökéletes lesz, továbbá láttuk, hogyF rR teljes, így
létezik egyértelm¶s : k ! R szelése azR ! R=mR faktorleképezésnek. Ezt azs
leképezést meg is adjuk képlettel.

Vegyünk egy k � l szeparábilis testb®vítést, ekkorl = k(� ). Jelölje m� (x) a
minimálpolinomját és legyenM (x) ennekK -ba való felemeltje. Ekkor létezik egy-
értelm¶en � gyökeM -nek, ami � felemeltje. Valóban, mivel ezt biztosítja nekünk a
Hensel-lemma. TovábbáM irreducibilis, így K (� ) elágazásmentes b®vítés leszl ma-
radéktesttel. Így aK ur := { Azon L testek uniója, amikreL=K véges elágazásmentes
Galois-b®vítés } test maradéktestek. Jelölje K ur

0 = W(k).
Az s : k ! R leképezést a következ® megadás de�niálja

a 7! ([ap� n
])n2 N;

ahol [ap� n
] = ( ap� n

; 0; � � �) 2 W(k) a Teichmüller-reprezentánsaap� n
-nek. Valóban,

hiszen ([ap� ( n +1)
])p = [ ap� n

], így R-beli elem, továbbá� 0(([ap� n
])n2 N) = [ a], amit

valóbana-ba küld a faktorleképezés. Az, hogy homomor�zmus, az magától értet®dik,
hiszen hivatkozhatunk koordinátánként a Witt-vektorok m¶veleti tulajdonságaira.

4.3.2. állítás. F rR algebrailag zárt test.

Bizonyítás. Mivel F rR tökéletes, ezért elég azt látni, hogy szeparábilisan zárt. Tehát
vegyünk egy

P(X ) = a0 + a1X + � � � + ad� 1X d� 1 + X d 2 R[X ]

szeparábilis polinomot. Ekkor létezneku(X ); v(X ) 2 F rR [X ], amikre

u(X )P(X ) + v(X )P0(X ) = 1
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Továbbá, ha � := ( p(n))n2 N, ahol p(0) = p, (így v(� ) = 1 ,) akkor alkalmasm 2 N-re

U(X ) := � mu(X ) 2 R[X ]; V(X ) := � mv(X ) 2 R[X ]

és
U(X )P(X ) + V(X )P0(X ) = � m :

Figyeljük meg, hogy tetsz®legesn 2 N-re adható x 2 R, hogy v(P(x)) � pn .
Ahhoz, hogy ezt lássuk, elég olyanx 2 R elemet találni, amire� n (P(x)) = 0 , hiszen
ker � n = f y 2 Rjv(y) � png. Ehhez vegyünk egy

Q(X ) := X d + bd� 1X d� 1 + � � � + b0

polinomot, ahol bi a � n (ai ) egy felemeltjeOK -ban. Mivel K algebrai lezárt, így van
u 2 O K gyöke Q(X )-nek. Ekkor minden olyanx 2 R jó választás, amire� n (x) =
u + pOK .

Most szeretnénk egy olyan(xn )n� 2m+1 R-ben futó sorozatot konstruálni, amire

v(xn+1 ) � v(xn ) � n � m s P(xn ) 2 � nR:

Így kapunk egy konvergens sorozatot, aminek a határértéke gyöke leszP(X )-nek.
A sorozat létezését indukcióval igazoljuk. El®ször isn = 2m + 1-re az el®bbi

meg�gyelés miatt létezik x2m+1 2 R elem, amirev(P(x2m+1 ) � p2m+1 . Most tegyük
fel, hogy n � 2m + 1 indexig igaz az állítás. Vegyük észre, hogy

P(X + Y) = P(X ) + Y P0(X ) +
X

j � 2

Y j
X

i � j

�
i
j

�
ai X i � j :

Most jelölje xn+1 = xn + y. Szeretnénk alkalmasy-t találni, amire xn+1 kielégíti a
feltételeket. Ehhez segítségül hívjuk az el®z® felírást.

P(xn+1 ) = P(xn ) + yP0(xn ) +
X

j � 2

yj
X

i � j

�
i
j

�
ai (xn ) i � j :

Ha olyan y-t választunk, amire v(y) � n � m, akkor

v(yj
X

i � j

�
i
j

�
ai x i � j

n ) � 2(n � m) � 2n + 1

j � 2 esetén. Ígyy-nak elég kielégítenie a következ® két tulajdonságot:

v(y) � n � m v(P(xn ) + yP0(xn )) � n + 1

Tudjuk, hogy
v(V(xn )P0(xn )) = v(� m � U(xn )P(xn )) = m;

mert v(U(xn )P(xn )) � n > m . Így v(P0(xn )) � m, ami miatt y = � P (xn )
P 0(xn ) jó

választás lesz.
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5. Sen-elmélet

Ebben a fejezetben a második alfejezetben kimondott Tate-Sen tétel bebizonyí-
tása a cél, ami fontos eszközként szolgál majd a jegyzet utolsó fejezetében. Ennek a
bizonyításához az algebrai módszerek mellett sok helyen a funkcionálanalízis eszkö-
zeit hívjuk segítségül.

5.1. Tate-csavarások

LegyenK test, ésK s egy rögzített szeparábilis lezárt,G := Gal(K s=K ). Kapjuk
a következ® egzakt sorozatát multiplikatív csoportoknak

1 ! � pn (K s) ! (K s)� a7! apn

����! (K s)� ! 1

feltéve, hogycharK 6= p, illetve ellenkez® esetbenK -ról fel kell tenni, hogy tökéletes.
(Itt L test esetén� pn (L) := f x 2 Ljxpn

= 1g)
Ha charK 6= p, akkor � pn (K s) �= Z=pnZ, ellenkez® esetben� pn (K s) �= f 1g.

Vegyük a következ® leképezést tetsz®legesn 2 N-re

� pn +1 (K s) ! � pn (K s)

a 7! ap:

Ezen leképezések segítségével de�niáljuk a következ®t

Zp(1) := lim �
n2 N

� pn (K s):

Ekkor Zp(1) egy szabadZp modulus lesz a következ® módon. Legyent := ( "n )n2 N 2
Zp(1), ahol "0 = 1, "1 6= 1, "p

n+1 = "n . Ekkor Zp(1) = Zpt a következ®Zp hatással:

�t = ( " � n
n )n2 N;

ahol � � � n mod pnZp.

De�níció. LegyenE test, H csoport. Ekkor egy lineáris reprezentációjaH -nak E-
beli együtthatókkal egyV véges dimenziósE vektortér, amin H -nak van egy lineáris
hatása.

Ha van topológia V-n és H hatása folytonos erre a topológiára nézve, akkor
folytonos, lineáris reprezentációról beszélünk.

Ha H = Gal(K s=K ), akkor Galois-reprezentációról beszélünk.
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De�níció. Egy d-dimenziósp-adikus reprezentációjaH -nak egy véges dimenziós
Qp-vektortér, rajta H egy folytonos, lineáris hatásával.

Ha H = Gal(K s=K ), akkor p-adikus Galois-reprezentációról beszélünk.

Jelöje Qp(1) = Qp 
 Zp Zp(1).
Ha V tetsz®leges 1-dimenziósp-adikus reprezentációjaG-nek, akkor

V = Qpe g(e) = � (g)e

minden g 2 G-re, ahol � : G ! Q�
p egy folytonos homomor�zmus. HaZp(1)-r®l van

szó, akkor ezt a homomor�zmust a körosztási karakternek nevezzük és� -vel jelöljük.
LegyenGK := Gal(K=K ), GK hat Zp(1)-en:

g(t) = � (g)t � : GK ! Z �
p :

Jelölje Zp(i ) = Zpt i szabad modulust.Zp(i )-t Zp i -edik Tate-csavarásának ne-
vezzük. Ha továbbáM egy Zp modulus, i 2 Z, akkor M i -edik Tate-csavarása
M (i ) = M 
 Zp Zp(i ). Ekkor

M (i ) ! M; m 
 t i 7! m

egy izomor�zmusaZp modulusoknak. Továbbá, haGK hat M -en, akkor hatM (i )-n
is ezen keresztül:

g(m 
 u) = � i (g)gm 
 u:

5.2. Tate-Sen tétel

A fejezetbenK jelöljön egyp-adikus testet,GK := Gal(K=K ). Ekkor GK hatása
kiterjed folytonosan CK -ra.

5.2.1. tétel. (Tate-Sen) CGK
K = K továbbá minden0 6= i 2 Z eseténCK (i )GK = 0.

El®ször belátjuk azt az esetet, amikori = 0. Ehhez az Ax-Sen lemma lesz a
segítségünkre, így el®bb azt kell belátnunk.

5.2.2. állítás. (Ax-Sen lemma) LegyenK=E algebrai b®vítés, ekkor létezika 2 E,
hogy

v(� � a) > minf v(� � � 0g �
p

(p � 1)2
v(p);

ahol � 6= � 0 tetsz®leges Galois-konjugáltja� -nak E fölött.

Bizonyítás.
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5.2.3. lemma. Vegyünk egyR 2 E[X ] polinomot 1 f®együtthatóval, aminek foka
d � 2, továbbáR minden E-beli � gyökérev(� ) � r , ekkor 0 < m < d esetén létezik
� gyökeR(m) [X ]-nek, amire

v(� ) � r �
1

d � m
v(

�
d
m

�
):

Bizonyítás.

R(X ) =
dY

i =1

(X � � i ) =
dX

i =0

bi X i ;

így bi 2 Z[� 1; � � � ; � d] homogénd� i -ed fokú polinom. Tehátv(bi ) � (d� i )r . Továbbá

1
m!

R(m)(X ) =
dX

i = m

�
i
m

�
bi X i � m =

�
d
m

�
(X � � 1) � � � (X � � d� m ):

Tehát

bm =
�

d
m

�
(� 1)d� m � 1 � � � � d� m ;

így
d� mX

i =1

v(� i ) = v(bm ) � v(
�

d
m

�
) � (d � m)r � v(

�
d
m

�
);

amib®l átosztással adódik, hogy van olyani index, amire� i teljesíti a feltételeket.

Jelöljel(d) a legnagyobb olyanl egészet, amirepl � d és jelölje"(d) :=
P l (d)

i =1
1

pi � pi � 1

értéket.
Ha jE(� ) : E j = d esetén belátjuk, hogy létezika 2 E, amire

v(� � a) > minf v(� � � 0)g � " (d)v(p);

akkor készen vagyunk, mivel"(d) monoton növ® függvény és

lim
d! + 1

=
p

(p � 1)2
:

Ezt d szerinti indukcióval látjuk be. Ek®ször isd = 1 esetén az állítás magától
ért®dik. Legyend � 2 és jelöljeP(X ) 2 E[X ] � minimálpolinomját. Továbbá

R(X ) := P(X + � ) R(m)(X ) = P (m)(X + � ):

Az el®bbiekben bizonyított lemmát akarjuk majd alkalmazni. Ehhez válasszuk
megr -et a következ®képpr := min f v(� � � 0)g. Azért így választunk, mertR gyökei
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az � � � 0 elemek. Rögzítsük azt a� -t, amit a lemma ad nekünk. Ekkor� := � + �
jelöléssel

v(� � � ) � r �
1

d � m
v(

�
d
m

�
)

a lemma miatt. Továbbá P (m)(� ) = 0 , így � algebrai b®vítésE felett � d � m
fokkal. Ha � 2 E, akkor a := � , ha � =2 E, akkor a 2 E legyen olyan, hogy
v(� � a) � minf v(� � � 0)g � (d � m)v(p). Az ilyen a létezését az indukciós feltevés
biztosítja.

A továbbiakban belátjuk, hogy ez aza jó választás lesz. Ehhez két esetet külön-
böztetünk meg.

1. Tegyük fel, hogyd = psn, ahol (p; n) = 1 . Legyenm := ps, ekkor v(
� d

m

�
) =

v(
� ps n

ps

�
) = 0 , tehát v(� ) = v(� � � ) � r . Emellett, ha � 0 konjugáltja � -nak

és � 0 = � 0+ � 0, akkor v(� � � 0) = v(� � � 0+ � � � 0) � r . Tehát v(� � a) �
r � " (d � m)v(p), így

v(� � a) = v(� � � + � � a) � r � " (d)v(p)

miatt kész vagyunk.

2. Tegyük fel, hogyd = psp. Legyenm := ps, ekkor v(
� d

m

�
) = v(

� ps+1

ps

�
) = v(p).

Ekkor � tulajdonságát kihasználva

v(� � � 0) = v(� 0 � � + � 0 � � ) � r �
1

ps+1 � ps
v(p);

így minf � 0 � � g-ra is teljesül az egyenl®tlenség. Ekkor

v(� � a) � r �
1

ps+1 � ps
v(p) � " (ps+1 � ps)v(p) � r � " (ps+1 )v(p);

tehát v(� � a) = v(� � � + � � a) miatt kész vagyunk ezzel az esettel is.

Ezen lemma segítségével már beláthatjuk az Ax-Sen-Tate tételt, ami választ ad
az i = 0 esetre.

5.2.4. tétel. (Ax-Sen-Tate) EgyK � L � K közbüls® nem feltétlenül véges, algebrai
b®vítésre jelöljeGL := Gal(K=L ) Galois csoportot. EkkorCGL

K = bL.

Bizonyítás. Legyen� 2 CK , amire g� = � minden g 2 GL -re. Ekkor vegyünk egy
(� n )n2 N 2 K

N
sorozatot, amirev(� n � � ) � n. Vegyük észre, hogy ilyenkor

v(g� n � � n ) = v(g� n � g� + � � � n ) � n;
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így az Ax-Sen lemma miatt létezikan 2 L, hogy

v(� n � an ) � n �
p

(p + 1) 2
v(p);

amib®l jön, hogy

v(an+1 � an ) = v(an+1 � � n+1 + � n+1 � � n + � n � an ) � n �
p

(p � 1)2
v(p);

amit tart végtelenbe, han-nel tartunk végtelenbe. Így(an )n2 N 2 LN Cauchy, tehát
konvergens, határértékét jelöljöka-val. Viszont ekkor a határárértéke megegyezik
(� n )n2 N határértékével, teháta = � . Ebb®l kapjuk, hogyCGL

K = bL.

Ebb®l valóban adódik, hogyCGK
K = K , mivel K teljes. A továbbiakban azi 6= 0

esetet vizsgáljuk. Ekkor ugye tudjuk, hogyCK (i ) �= CK és g 2 GK esetén jelölje
~g a CK (i )-n vett hatást, ekkor ~ga = ga� i (g), ahol � : GK ! Z �

p a körosztási ka-
rakter. A körosztási karakter dei�níciójából adódóanGal(K 1 =K )-n keresztül hat,
így GK 1 triviálisan hat CK (i )-n. Ennek következményében az Ax-Sen-Tate tétel
felhasználásával arra jutunk, hogyCK (i )GK = dK 1 (i )� K , ahol � K := Gal(K 1 =K ).
Tehát a következ®kbendK 1 (i )-n szeretnénk megérteni a Galois hatást. Az egyik cé-
lunk felírni dK 1 -t X � K alakban, aholX ésK � K -invariáns K -vektorterek. Ehhez
egy dK 1 -n értelmezett idempotens lineáris operátort konstruálunk, aminek a segít-
ségével majd a képtér és a magtér direkt összegére bontjukdK 1 -t. Ezen operátor
megkonstruálásához szükségünk lesz a nyom operátor de�níciójára.

De�níció. LegyenL=K egy Galois-b®vítés, ekkor az� 2 L elemre

T rL=K (� ) :=
X

g2 Gal (L=K )

g�

legyen� nyoma.

5.2.5. állítás. LegyenK � L � L0 testb®vítések egy sorozata, aholL=K és L0=K
Galois-b®vítés. Ekkor� 2 L0 eseténT rL 0=K (� ) = T rL=K (T rL 0=L (� )) .

Bizonyítás. Tudjuk a Galois-elméleti ismereteink alapján, hogyH := Gal(L0=L) �
G := Gal(L0=K ). LegyenekH bal mellékosztályaig1H; g2H; � � �; gmH , ahol g1 = 1
ésm = jL : K j. Ekkor T rL=K (� ) =

P m
i =1

P n
j =1 gi hj (� ), ahol n = jL0 : L j. Viszont

T rL=K (T rL 0=L (� )) =
P m

i =1 gi
P n

j =1 hj (� ). Valóban, mivel af gi jL g hatása megegyezik
a Gal(L=K ) csoport hatásával. Továbbá

P n
j =1 hj (� ) 2 L, mivel igazából ez pont�

minimálpolinomjában L felett, jelöljük ezt m� -val, az n � 1-edik együttható egés-
szerese.
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Most vegyünk tetsz®legesK � L � K 1 közbüls® Galois b®vítést, amirejL : K j
véges. Ekkor azRL := 1

jL :K j TrL=K operátor idempotens lesz, mertRL (� ) már K -
beli lesz, így erre alkalmazvaRL -t önmagát kapjuk, mert a normálás miattK -n RL

identikusan hat. Tehát ekkor azt kapjuk, hogyL = ker RL � K és X L := ker RL

Galois-invariáns, mert � Galois-konjugáltjának nyoma megegyezik� nyomával a
de�nícióból adódóan. TovábbáRL nem függL választásától abban az értelemben,
hogy K � L � L0 � K 1 esetén, aholL=K ésL0=K Galois, R0

L jL = RL . Valóban,
ez pontosan az 5.2.5. állítás miatt teljesül. Tehát értelmezhetjük azR : K 1 ! K
lineáris leképezést, amire ha sikerülne belátni, hogy korlátos, tehát folytonos, akkor
kiterjeszthetnénk bR : dK 1 ! K lineáris leképezéssé egyértelm¶ módon. Ehhez a
következ® lemmára lesz szükségünk.

Egy ideig most feltesszük, hogyp páratlan prím, a bizonyítások után kitérünk a
p = 2 esetre is.

5.2.6. lemma. Létezik olyanc1 > 0 K � L � K 1 -t®l független konstans úgy, hogy
jRL (� )jp � c1j� jp, ahol � 2 L tetsz®leges. Továbbá� 2 K prímelem eseténc1 := 1

j� jp
jó választás.

Bizonyítás. Mivel K (� p)=K véges és a nyom tudja az 5.2.5. állításban belátott tu-
lajdonságot, így feltehet®, hogy� p � K . Ekkor

� K = Gal(K 1 =K ) ,! Gal(Qp(� p1 )=Qp(� p)) �= (1 + pZp)� �= Zp;

ahol Zp-re mint additív csoportra tekintünk. Itt az utolsó izomor�zmus magyarázat-
ra szorul. Ehhez el®ször is jegyezzük meg, hogy(1+ pZ=pn+1 Z)� pn -ed rend¶ ciklikus
lesz. Valóban:pn eleme van és mivelp páratlan, ezért mod pn+1 van primitív gyök,
emiatt (Z=pn+1 Z)� ciklikus és(1 + pZ=pn+1 Z)� ennek részcsoportja. Továbbá

(1 + pZp)� �= lim �
n2 N

(1 + pZ=pn+1 Z)� :

Így (1 + pZp)� is pn rend¶ ciklikusak inverz limesze szürjektív összeköt® leképe-
zésekkel. Ha megmutatjuk, hogy izomor�zmus erejéig egy ilyen van, akkor készen
vagyunk. Vegyük észre, hogy(1 + pZ=pn+1 Z)� ésZ=pnZ között � (n) izomor�zmus
van pontosan, aszerint, hogy a primitív egységgyököt hova küldjük. Ekkor szeretnénk
egy olyan(f n )n2 N sorozatát izomor�zmusoknak, hogyf n+1 � f n mod pn . Ha ilyet,
találunk, akkor készen vagyunk, mertlim � f n : (1 + pZp)� ! Zp izomor�zmus lesz.
Ehhez jelöljeX n a (1+ pZ=pn+1 Z)� ! Z=pnZ izomor�zmusok halmazát. Készítsünk
egy gráfot, amiben egyf n+1 2 X n+1 -beli és egyf n 2 X n -beli között fut irányított él,
ha f n+1 � f n mod pn . Ekkor kapunk egy végtelen csúcsú irányított fagráfot. Ekkor
a K®nig-lemma miatt van benne végtelen hosszú irányított út és pont ezt szerettük
volna.
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Ennek következtében� K
�= pr Zp alkalmasr � 0-ra, mivel ezek az additív részcso-

portjai Zp-nek. Ekkor � pr +1 � K , mert Qp(� pr +1 )-et �xálja Gal(Qp(� p1 )=Qp(� p))pr
.

Viszont Qp(� pr +2 )-t már nem �xálja, így a primitív pr +2 -edik egységgyökök nem
fekszenekK -ban. Legyen

K n := K (� pn + r +1 );

ekkor jK n : K j = pn és a minimálplinomja � n pr + n+1 -edik primitív egységgyöknek
xpn

� � 0, ahol � 0 alkalmaspr +1 -edik primitív egységgyök.
Ezek alapján T rK n =K (p� nOK n ) = OK . Valóban, hiszen vegyünk egyx 2 O K n

elemet, ekkorx = a0 +
P pn � 1

i =1 ai � i
n alakban írható. Továbbá TrK n =K additív, így

T rK n =K (p� nx) = a0, mert az egységgyökök nyoma0, mivel a primitív pn -edik egy-
séggyökök összege0.

Legyen � 2 K prímelem, ekkor minden� 2 K -ra létezik m 2 Z, hogy � m � 2
p� nOK n n p� n � OK n . Tehát pn j� jp < jpim � jp � pn . Ebb®l már következik, hogy

�
�
�
�
T rL=K (� )
jL : K j

�
�
�
�
p

=

�
�
�
�
� � mTrK n =K (� m � )

pn

�
�
�
�
p

=

= p� n j� � m jpjT rK n =K (� m � )jp � pn jpi� m jp <
1

j� jp
j� jp:

Ez pont az, amit szerettünk volna.

Az 5.2.6. lemma értelmébenR : K 1 ! K korlátos lesz, így értelmezhet®bR :
dK 1 ! K és a folytonosság miatt idempotens lesz, így kapjuk, hogydK 1 = X � K ,
ahol X := ker bR. Mivel R kommutál a � K hatással, így bR is, így X � K invariáns
zárt K -altér lesz.

Továbbra is tegyük fel hogy� p � K . Ekkor Gal(K 1 =K )-t topologikusan gene-
rálja egy 
 elem, mivel� K izomorf Zp additív csoport egy nyílt részcsoportjával.

5.2.7. állítás. Tegyük fel, hogy� p � K , ekkor 
 � 1 : X ! X bijektív és létezik
c2 > 0 K -tól független konstans, amirej(
 � 1)� 1(� )jp � c2j� jp minden � 2 X -re.

Bizonyítás. Tudjuk, hogy ker(
 � 1) = K K n -en, tehát 
 � 1 injektív X \ K n -en
minden n � 0 esetén. TovábbádimK K n véges, így létezik(
 � 1)� 1 K n \ X -en.
A korlátossághoz elég azt látni, hogyn-t®l független konstanssal korlátos(
 � 1)� 1

K n \ X -en.

5.2.8. lemma. Létezikc2 > 0 n-t®l ésK -tól független konstans, hogyx 2 K n esetén

c2j(
 � 1)xjp � j x � R(x)jp:
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Bizonyítás. El®ször tekintsük a következ®t

jpx � T rK n +1 =K n (x)jp = jpx �
p� 1X

i =0


 pn i xjp = j
p� 1X

i =0

(1 � 
 pn i )xjp =

=
p� 1X

i =0

(1 + 
 pn
+ � � � + 
 pn (i � 1))(1 � 
 pn

)xjp � j (1 � 
 pn
)xjp:

A továbbiakban n szerinti indukcióval igazolni szeretnénk, hogy

p
P n

i =1 p� i +1
j(
 � 1)xjp � j x � R(x)jp

minden x 2 K n -re. Ekkor c2 := p
P 1

i =1 p� i +1
= p

p
p� 1 jó választás lesz. Azn = 1 esetet

az el®bbi számolásból kapjuk azn = 0 választással. Most legyenx 2 K n+1 . Vegyük
észre, hogyT rK n +1 =K n kommutál R-rel és (
 � 1)-gyel is. Így R(T rK n +1 =K n (x)) =
T rK n +1 =K n (R(x)) = pR(x), mert R(x) 2 K n . Ennek tudatában alkalmazzuk az
indukciós feltevéstT rK n +1 =K n (x) 2 K n -re.

jT rK n +1 =K n (x) � pR(x)jp = jT rK n +1 =K n (x) � R(T rK n +1 =K n (x)) jp �

� p
P n

i =1 p� i +1
j(
 � 1)T rK n +1 =K n (x)jp = p

P n
i =1 p� i +1

jT rK n +1 =K n (( 
 � 1)x)jp �

�
p

P n
i =1 p� i +1

j� n jp
jp(
 � 1)xjp =

p
P n

i =1 p� i +1

pj� n jp
j(
 � 1)xjp:

Itt kihasználjuk az utolsó becslésnél az 5.0.6. lemmát. Továbbá, mivelK n=Qp elága-
zási indexe legalábbpn , emiatt j� jp

n

p � j pjp = p� 1, így 1
j� jp

� pp� n
. Végül összerakva

a két becslés végét és elejét, az ultrametrikus egyenl®tlenség miatt azt kapjuk, hogy

jpx � pR(x)jp � maxf
1
p

p
P n +1

i =1 p� i +1
j(
 � 1)xjp; j(1 � 
 pn

)xjpg:

Viszont j(1 � 
 pn
)yjp = j(1 + 
 + � � � + 
 pn � 1)(1 � 
 )xjp � j (1 � 
 )xjp.

A lemmát alkalmazva x := ( 
 � 1)� 1� -ra kapjuk az állítást, mivel ekkor � 2
X \ K n miatt R(x) = 0 .

Most már minden eszközünk megvan az 5.2.1. tétel bizonyításához. Azt szeret-
nénk belátni, hogydK 1 (i )� K = 0 minden i 6= 0 egész esetén. Az eddig bizonyítottak
miatt feltehet®, hogy� p � K és c2j� � i (
 ) � 1jp < 1. Valóban, mivel c2 független
K választásától, így kicserélhetjükK -t K n -re, ekkor 
 kicserél®dik
 pn

-re. Ekkor
limn! + 1 � � i (
 pn

) = 1 , mivel � (
 ) 2 1 + pZp, mert 
 2 � K , ami �xálja a p-edik
egységgyököket.
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