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1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatom témaéaja a grafok szinezése. Matematikai eszkozként leggyakrabban
megkiilonboztets szereppel ruhazzuk fel a szineket.

Példaul, dbrazolni szeretnénk két halmazt, akkor a kozos résziiknek eltérs szint adunk.
Ha tiikroziink egy alakzatot és a tiikrozottet az eredetivel egyiitt tiintetjiik fel, akkor ezek
més-mas szint kapnak.

A szinekkel szemben a grafok csak sokkal késébb jelentek meg. Euler volt az els6
matematikus, aki grafok segitségével oldott meg egy valds problémét.

Ez a kérdéses feladat az alabbi volt: Konigsberg varosa a Pregel folyo két partjan teriil
el és a varos két részét Osszesen 7 darab hid koti Ossze.

Lehetséges-e ugy végigsétalni az 6sszes hidon, hogy mindegyiken pontosan egyszer
keliink 4t és visszaériink a kiindulasi pontba?

A német matematikus 1736-ban adott erre valaszt, amikor egy addig nem létezs
fogalommal a graffal sikeriilt abszolvalnia a problémat. A megoldashoz elGszor is nézziik
meg az eredeti probléma vazlatos rajzat:

A kénigsbergi hidak.



Euler felismerte, hogy az egy partszakaszon vagy szigeten elhelyezkeds hidak szama a
probléma és nem pedig ezeknek az egymashoz viszonyitott helyzete. Ennek a felismerésnek
koszonhetGen konstrualta meg az elsé grafot a kdvetkezdk szerint: a két partot, valamint a
szigeteket pontokként és a hidakat pedig a pontokat 6sszekots gorbe vonalakként abréazolta.

Euler dltal elkészitett grdfos reprezentdcio.

A grafelméletben a pontokat cstucsoknak és az Gket Osszekotd gorbe vonalakat pedig
éleknek nevezziik. Azt, hogy egy csticsban hany él talalkozik a cstics fokszamanak nevezziik.

Akkor és csak akkor létezik olyan séta mely minden hidon és minden partszakaszon
pontosan egyszer megy at, ha minden cstcs fokszama paros. Tehéat ahol bemegyek, onnan
ki is kell tudnom jonni.

Azonban a Konigsberg hidainak esetében a cstcsok fokszamai 3,3,3 és 5. Mivel talalhato
a fokszamok kozott paratlan szam, igy a keresett séta nem létezik.

A szinek és a grafok els osszekapcsolodasa joval késébb, csak a XIX. szazad végén
tortént. Az volt a sejtés, hogy minden térkép kiszinezhetd 4 szinnel gy, hogy semelyik
két szomszédos orszag nem lesz azonos szind (itt a tengert vagy o6ceant is szomszédos
orszagként kell értelmezni). Ezt az allitast Alfred Kempe fogalmazta at tgy, hogy minden
sikba rajzolhato graf cstucsa kiszinezhetd 4 szinnel gy, hogy semelyik két szomszédos cstcs
sem kaphat azonos szint. Erdekesség, hogy a bizonyitésa hibés volt és csak joval késébb
sikeriilt belatni.

Ez az volt els6 olyan matematikai bizonyitas, melynek soran szamitogép segitségét
vették igénybe.
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Egy 9 csucsi grdf 4 szinnel valo szinezése

Mint ahogyan azt a Konigsbergi hidak és a térképek 4 szinnel val6 szinezhetGsége is
mutatja, a grafok szorosan kapcsolédnak a vald életbeli probléméakhoz és segitségiikkel
gyakran sokkal konnyebben valaszt kapunk a kérdésekre.



2. fejezet

Grafok és grafok szinezésének alapjai

ElGszor sziikségiink lesz a legfontosabb grafelméletben hasznalt kifejezések definicidira
és a hozzajuk kapcsolodo tételekre.

2.1. Grafelméleti alapfogalmak

2.1.1. Definicid. Szokdsosan a grifot egy rendezett parként értelmezzik, G = (V, E)
jelolést haszndlva, ahol V' egy nem tires halmaz, E pedig a beldle képezhetd parok halmaza.
V(G) elemei a csicsok vagy pontok és elemeinek szama v(G), E(G) az élek halmaza,
melynek szamossdaga e(G).

2.1.2. Definicio. Az e € E megfelel a {vy,ve} pdrnak, ekkor azt mondjuk, hogy vy €s vo
az e €l két végpontja.

V1 = vy esetén hurokélrdl beszélink.

Ha két csiucs kozott eqgynél tobb él megy, akkor ezeket tébbszords vagy pdrhuzamos
éleknek nevezziik.

2.1.3. Definicidé. Azokat a grdfokat, melyekben nincsen hurok és tobbszoros €l eqyszeri
grdfoknak nevezzik.

2.1.4. Definicid. Azt mondjuk, hogy e, f € E szomszédos élek, hogyha végpontjaik {vy, vq}
valamint {vs,vs4} €s igaz, hogy {vi,va} N {vs, v4} # 0.

2.1.5. Definici6. vy, vy € V csucsokat szomszédosak, ha {vy, vy} € E.

2.1.6. Definicid. Legyenv € V ése € E. v illeszkedik e-re, ha e-nek valamelyik végpontja
v. Ha pedig nem létezik olyan e, melyre v illeszkedik, akkor v izoldlt pont.

2.1.7. Definicié. Egy csucsra illeszkedd élek szama alatt a csics fokszamat értjik. A
v €V csics fokszamdt d(v)-vel jeloljik. A mazximalis fokszam jele: 5. A minimdlis fokszam
jele: o.

2.1.8. Definicié. Egy grdf reqularis, ha minden csicsdnak fokszama azonos. k-requldris,
ha minden csiucsanak fokszdma k.



2.1.9. Definicié. G n csicsu teljes grdaf, ha barmely két csicsa szomszédos eqgymdssal és
ekkor K, -el jelolyik.

2.1.10. Definici6. A G = (V,E) és G' = (V', E') grifok izomorfak, ha létezik V és V'

kézott egy olyan bijekcio, hogy ha G-ben két csics kézott van k db él, akkor ennek a két
csticsnak a G'-beli pdrjdaban is pontosan k db él van.

—@ *«—©o o—

A fenti dbran 3 darab 3 csiucsu graf lathato, melyekbdl az elsd és az utolsé eqymdssal
izomorf.

2.1.11. Definicio. A G = (V, E)-nek a G' = (V', E') grdf részgrafja pontosan akkor, ha
G' C G és B C E, valamint ha egqy pont és eqy €l illeszkedik eqgymdsra G'-ben, akkor ezek
illeszkednek G-ben is.
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A 2-vel jelélt grafnak a részgrifja az 1-el jeldlt.

2.1.12. Definicio. Egy G' = (V',E') grdf akkor és csak akkor feszitd részgrifja eqy
G = (V, E) grifnak, ha G' részgrafja G-nek, valamint V- =V, azaz a részgrif tartalmazza
az eredetinek minden csiucsdat.



2.1.13. Definici6. G’ feszitett részgrdafja G-nek, ha akkor és csak akkor megy v;,v; €
V(G")-beli csicsok kizitt él, ha v;,v; € V(G)-ben is dsszevannak kitve.

2.1.14. Definicié. Egy (vo,e€1,v1, ...,V 1, €k, V) Sorozatot élsorozatnak nevezink, ha
1gaz Yi-re, hogy e; a v;_1-et és v;-t 6sszekdtd él.

Ha vy = v, akkor zdrt élsorozatrol beszéliink.

Ut, ha a csucsok mind kiilonboznek.

A kér eqy olyan élsorozat, hogy a kiinduldsi pont megegyezik a végponttal és minden
pont €s €l pontosan eqyszer szerepel.

2.1.15. Megjegyzés. Pdros korrél akkor beszélhetiink, ha a kor hossza pdros szamu
csucsbol dall. A pdratlan kor hasonlo maodon értendd.

2.1.16. Definicié. Osszefiggonek neveziink eqy grifot, ha élek mentén minden csicsd-

bol eljuthatunk bdrmely mdsikba. A nem d0sszefiiggd grdafok részgrdafjait komponenseknek
nevezzik.

2.1.17. Definicié. A G = (V, E) graf komplementerén azt a G' = (V, E') grdfot értjik
melynek minden csicsdra igaz, hogy ha vi,v9 € E <> v1,v9 ¢ F'.

Eqgy 5 csiucsiu graf és komplementere

2.1.18. Definici6. Siulyozott grafrol beszéliink, ha minden élhez hozzdrendeliink egy értéket,
mely az adott él siulya lesz.



3. fejezet

Grafszinezés és a Brooks tétel

3.1. Szinezéssel kapcsolatos alapfogalmak

A grafok szinezése alatt azt értjiik, hogy csiicsokhoz fogunk szineket hozzarendelni.
Akkor jo egy szinezés, ha két szomszédos cstcsot kiillonb6z6 szinnel szineztiink ki. FEzen
kiviil szinezhetjiik még a grafnak a tartoményait, vagy az éleit is.

Szokas még szinek helyett szamokkal is dolgozni, tehat egy cstucsra azt is mondhatjuk,
hogy az 1-es szint kapta, ahelyett hogy kékre szineztiik.

3.1.1. Definicidé. Egy hurokélmentes G grif k szinnel szinezhetd, ha bdrmely két szom-
szédos csicsa kiilonbozd szind. A G grdf kromatikus szdma k, ha k szinnel szinezhetd, de
k — 1-el mdr nem lehet. A kromatikus szdm jelolése: x(G).

3.1.2. Definicié. Az azonos szint kapott pontok halmazdt szinosztdilynak nevezzik.
3.1.3. Tétel. Legyen G egy egyszeri grif, ekkor igaz, hogy x(G) < 0(G) + 1.

Bizonyitas. A cstucspontok szama szerinti teljes indukcioval bizonyitunk. Két csticspont
esetén, ha van koztiik él, akkor 2 < 2, valamint ha nincs koztiik él, akkor 1 <1 .

Tegyiik fel, hogy az allitdst n csticspont esetén mar belattuk, ezért nézziik n 4+ 1 cstcs
esetén. A maximalis fokszam 0(G) és az n + 1-edik csucs legfeljebb ennyi cstcesal lehet
osszekotve, igy szinezziik a szomszédjaitol kiilonbozs §(G) + 1-edik szinnel. [

3.1.4. Megjegyzés. Erdemes megfigyelni, hogy bizonyos esetekben ez a becslés a lehetd
legélesebb, hiszen egy n csucsu teljes graf mazximdlis fokszdma n — 1 és minden csiucsnak a
fokszdma is n — 1, igy a kromatikus szama n lesz.

n csicsu csillag grafndl (A csillag egy specidlis graf, melynek n—1 csicsa van dsszekiotve
csak az n.-el és eqymdssal nem.) a maximdlis fokszam szintén n — 1, viszont elég két szint
felhaszndlnunk, hogy jo szinezést kapjunk!

A Brooks tétellel élesebb felsd becslést is adhatunk x-re.

3.2. Brooks tétel és kapcsol6do definicidk

3.2.1. Tétel (Gyenge-Brooks). Ha G dsszefiiggé és nem reguldris, akkor x(G) < §(G).
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Bizonyitas. Teljes indukcioval bizonyitjuk a tételt, igy 1,2 illetve 3 csticst grafok esetén
nem nehéz meggondolni az allitas helyességét. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz az n — 1
csucsu grafokra, igy vizsgaljuk G-t, aminek n cstcsa van.

Mivel G nem regularis, igy van egy olyan v csticsa melynek fokszama kisebb, mint
d(G). Hagyjuk el a grafbol v-t és vizsgaljuk a maradék G — v grafot. A maradék grafrol
elképzelhets, hogy méar nem Osszefliggs és szétesett tobb komponensre. Legyen K egy
Osszefiiggd komponense a G — v grafnak. K lehet reguléaris, mert G-rél tettiik fel, hogy
nem lehet.

Ezaltal két esetet kiilonboztethetiink meg;:

l.eset: Amikor K regularis graf. Mivel K-nak legalabb egy csticsa Gssze volt kétve
G-ben a v csuccesal, ezért §(K) < §(G) — 1. Ebbdl adodik, hogy x(G) < 0(K) + 1 < 4(G).
Tehat tudunk egy jo szinezést mutatni K-ra §(G) szinnel.

2.eset: Amikor K nem regularis graf. Mivel §(K) < §(G), igy itt alkalmazhatjuk
az indukcios feltevést. Azaz ismét tudunk egy jo szinezést K-ra. Minden 6sszefliggs
komponensét szinezziink ki jol legfeljebb §(G) szinnel, hiszen megallapitottuk, hogy ezt
megtehetjiik. Tekintsiik Gijra az eredeti G grafot, melyben a v csticson kiviil mar minden
csucsot kiszineztiink. Mivel v-nek kevesebb szomszédja van, mint §(G), igy 6t is kitudjuk
szinezni a szomszédjaitol kiilonb6z6 szinre. [

(forras: Toth Géza Kombinatorika és Grafelmélet I1. egyetemi jegyzet)

3.2.2. Definicid. FElvigo pontnak neveziink eqy olyan csicsot eqy osszefliggd grafban,
melynek elhagydsdval a graf mdr nem lesz dsszefiiggd.

Elvdgo ponthalmaz csicsok eqy halmaza, melyek elhagydsa esetén az eredeti grdf nem
lesz 0sszefiiggd.

3.2.3. Definici6é. Fua grdfnak, vagy fanak hivjuk az dsszefiiggd és kdrmentes grdfokat.

3.2.4. Definicid. A feszitéfa olyan fagraf, mely az eredeti grafnak minden pontjdt tartal-
mazza.

3.2.5. Tétel (Brooks). Ha G dsszefiiggd, nem teljes grdf és nem pdratlan hosszi kor,
akkor igaz, hogy x(G) < 0(G).

Bizonyitas. A cstcsok szamara vonatkozd indukcioval bizonyitunk. 1, 2, illetve 3 csticsi
grafokra a tétel igaz. Tegyiik fel, hogy G grafra teljesiilnek a tétel feltételei.

Ha 0(G) = 1, akkor ez csak a két cstcst teljes graf lehet, viszont feltettiik, hogy G
nem lehet teljes graf, tehat erre az éllitas igaz. Ha §(G) = 2 akkor ez vagy egy tut, vagy
egy paros kor, vagy pedig egy paratlan kor, az els§ ketténél x(G) = 2, mig a harmadikat
feltettiik, hogy nem lehet, tehét ezt az esetet is igazoltuk, ezért legyen 6(G) >= 3.

Tegyiik fel, hogy v elvagé pontja a G grafnak, amely két Gsszefliggd részgrafra bontja
G-t. A két 4j részgréafot jeloljiik Gi-el és Ga-vel, melyeknek egyetlen kozos pontja v. Gy
és G-t is kitudjuk jol szinezni 6(G) szinnel, mivel a v cstcs foka G1-ben, valamint Go-ben
is kisebb mint §(G).

Ha G, vagy G5 paratlan kor lenne, akkor ki tudjuk szinezni legalabb 3 és legfeljebb
0(G) szinnel, ha pedig teljes graf, akkor legfeljebb §(G) csticsa van és szintén kiszinezhetd,
a tobbi esetre pedig az indukcios feltétel miatt szintén tudunk jo szinezést konstruélni.
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A szinek megfeleld cseréjével azt is el tudjuk érni, hogy v szine GGy -ben és Ga-ben is
azonos legyen, igy Ossze tudjuk illeszteni. Ezzel megadhatunk egy jo szinezést G-re. Ezért
innentdl tegyiik fel, hogy G az egy 2-6sszefliggd graf.

Legyen v,, egy ¢ fokszami csiics G-ben. Most tegyiik fel, hogy v,, minden szomszédjanak
a fokszama is 6. Ekkor G-ben ez egy ¢ + 1 cstcsu teljes grafot fog kifesziteni, viszont
mivel ebbdl a graftbol mér tovabbi élek nem mennek ki és G Osszefiiggs, ezért G az egy
0 + 1 cstiesbol 4llo teljes graf lenne, ami ellentmondés. Ezért v,-ek biztosan van két olyan
szomszédja, melyek egymassal nem szomszédosak, jeloljiik most ezeket a csticsok vy, vo-vel.

A tovabbiakban két eset lehetséges:

leset: G — {v1,v9} Osszefiiggs. Keressiik meg a G — {vy,v5}-nek egy F feszitofajat.
F-nek vegyiik egy v,-t6] kiilonboz6 levelét, legyen ez v3, majd vegyiik F' — vz egy v,-
t6] kiilonbozos levelét. Ezt folytassuk egészen addig, mig mar csak v, nem marad. Igy
megkaptuk a csticsoknak egy sorrendjét G-ben: vy, v9,vs, ..., vy_1,v,. Most szinezziik ki
a csucsokat 0 szinnel ebben a sorrendben.

Mivel v; és vy nem szomszédosak, igy az egy jo szinezés, ha ezek a csicsok azonos szint
kapnak. Az i.(2 < i < n) lépésben a v; cstcsnak még van egy v; szomszédja (j > 7), hiszen
a vy, Vig1, . . ., Uy cstcsok tovabbra is egy Gsszefiiggd grafot feszitenek. Igy igaz minden i-re,
hogy v;-nek legfeljebb § — 1 szomszédja van, amit mar szineztiink, ezért v;-nek is tudunk
jo szint adni. Az utolsé csiicsnak v,-nek méar minden szomszédja ki lesz szinezve, viszont
van két szomszédja vy és v, melyek azonos szint kaptak, igy v,-nek megint tudunk jo szint
adni.

2.eset: G — {v1,v9} nem Osszefiiggs. G 2-Osszefiiggs, ezért felbonthatjuk két dsszefiiggs
részgrafra, melyeket jeloljiik G, Go-vel. Gy és Ga-nek csak a vy és vy csticsok a kozos
részeik. Legyen G a G;Uvjvg él és hasonld modon G pedig a GoUwv vy él. Ekkor kénnyen
lathato, hogy és 6(G) < 6(G) és §(Gy) < 6(G).

Az indukcids feltevés szerint mindkét komponense G-nek szinezhetd o szinnel, hogyha
feltettiik, hogy egyik sem d + 1 csiicsu teljes graf. vy és vy azonos szint kaptak, hiszen
megy koztiik él, viszont a szinek megfelel6 permutaciojaval ismét elérhetjiik, hogy Gi-ben
és (Go-ben is azonos szint kapjon vy és vy, igy Ossze tudjuk illeszteni a két komponensét
G-nek. Mivel mindkettd részt ki tudtuk szinezni jol, igy G-t is.

Menet kozben feltettiik, hogy G| és G nem lehetnek § + 1 csticsu teljes grafok. Most
vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor valamelyik, mondjuk G 6 + 1 cstcsu teljes graf.
Ekkor (G; kiszinezhetd 0 szinnel. Viszont v; és vy csucsoknak a foka Ga-ben 1 lesz, ezért
hizzuk 6ket Gssze egy 1j cstcesé, amit jeloljiink o'-vel és az igy Ga-bdl kapott 0j graf pedig
GY. Ezek utan tudjuk alkalmazni az indukcios feltevéstinket az 0j G4 gréfra, hiszen v’
foka 1 vagy 2 lehet, igy G5-t ki tudjuk szinezni § szinnel. Ebbél pedig megkapjuk G5 egy
megfelel§ szinezését, ahol vy és vy egyforma szintiek. A szinek megfelel6 permutacidjaval
ismét eltudjuk érni, hogy G1-et és GG2-6t egymaésba illessziik és igy G-t is kitudjuk szinezni
0 szinnel.

O

(forras: Toth Géza Kombinatorika és Grafelmélet 11. egyetemi jegyzet)

3.2.6. Megjegyzés. Gondoljuk meg, hogy mi torténik abban az esetben, amikor teljes
grafrol, vagy pdratlan hossziu kérrél van szo.
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Az dbra alapjdn jol lathato, hogy teljes grifra és pdratlan kérre nem igaz.

3.3. Klikkszam és Mycielski-féle konstrukci6

3.3.1. Klikkszam

3.3.1. Definicid. Klikknek nevezziik a G grdf olyan részgrdafjdt, mely teljes. Klikkszdm a
G grdf legtobb pontbol dallo klikkjének szamossdga és w(G)-vel jeloljiik.

3.3.2. Tétel. Minden G grifra igaz, hogy x(G) > w(G), azaz a kromatikus szdm mindig
legaldbb akkora, mint a klikkszam.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan G graf melyben a w > x. Ekkor ebben
a grafban van egy feszitett teljes részgraf, mely éppen a legnagyobb méret klikk, jeloljiik
G1-el. Mivel Gi-ben minden cstcs 0ssze van kétve minden csticesal, igy pontosan annyi
szin kell a kiszinezéséhez, ahany csicsa van a grafnak, ami éppen a klikkszam. Ezzel pedig
ellentmondésra jutottunk, tehat az allitast belattuk. [J

3.3.2. Mycielski grafok

3.3.3. Tétel (Mycielski konstrukci6ja). Minden k > 2-re igaz, hogy van olyan, Gy,
grdf, hogy w(Gyr) =2 és x(Gy) = k.

3.3.4. Megjegyzés. Azilyen grdfokat Mycielski-grdafoknak nevezziik. Eldszor konstrudljuk
meg a grdafot. A Gy-nek nem nehéz meggondolni, hogy az 1 élet és 2 csicsot tartalmazo
grdf fog megfelelni. A tovabbiakban tegyiik fel, hogy G-t mdr megkonstrudltuk és ennek
segitségével szeretnénk eldallitant Giy1-t.

3.3.5. Konstrukcioé. Gy, elddllitdisa:
Gri1 konstrukcigjahoz tegyiik fel, hogy Gi-nak n darab csicsa van, melyeket jeloljink

a sz0kdsos vy, Ve, ... ,v,-€el. A kévetkezd lépésben fel fogunk venni n + 1 darab j csiucsot,
melyeket wy,ws, ..., w, u-val fogunk jelolni. Minden w; csicsot dsszekdtink v;-n kivil
minden Gp-beli csiucesal €s az u csucsot pedig dsszekotjik wy, ws, . .., w, csicsokkal.
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A Grotzsch grdf, mely eqy Mycielski grdf.

3.3.6. Allitas. A fentiek szerint elddllitott Gy, kielégiti a feltételeket.

Bizonyitas.

Els6 1épésben mutassuk meg azt, hogy nincs haromszog G 1-ben, ezért indirekt tegyiik
fel, hogy Gj..1-ben van haromszog, de Gi-ban nem volt.

1. eset: A haromszog egyik cstcsa legyen u, de mivel v csak az tjjonnan hozzé vett
Wi, Ws, . . ., wy-ekkel van Osszekotve, amik egymassal nincsenek ezért © nem lehet csicsa a
héromszognek.

2. eset: A haromszog egyik cstcsa w;, aminek mésik két cstcsa legyen vy, és v;, hiszen u
nem lehetett a haromszog csiicsa és wy, wo, W;_1, Wiy . . ., Wyp-€el w; nincs 6sszekotve. Ekkor
viszont v;, vy, v; is haromszoget alkotna, hiszen w; és v; ugyanazokkal a cstcsokkal vannak
Ossze kotve.

Igy belattuk, hogy nincs haromszog Gj1-ben.

Masodik lépésben mutassuk meg, hogy Gjyi-et k£ + 1 szinnel tudjuk szinezni, de k-val
mar nem. Szinezziink ki minden v;-t ugyanolyanra, amilyen Gg-ban is volt. Adjunk
olyan szint minden w;-nek, mint v;-nek, hiszen egymassal nincsenek Gsszekotve. Eddig
felhasznaltunk k darab szint, a maradék k + l-edik szinnel pedig szinezziik ki u-t. Igy
adtunk egy jo szinezést és igazoltuk, hogy x(Gry1) < k + 1.

Most tegyiik fel indirekt, hogy Gj.1-et nem lehet szinezni £ darab szin felhasznalasaval,
ennél kevesebbel pedig mar nem tudjuk, hiszen G-t k-val megoldottuk és Gy, tartalmazza
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részgrafként Gp-t. Egy z csics szinét jeloljik c(x)-vel és a k darab szint 1-t6l k-ig a
szamokkal.

Tegyiik fel, hogy a k-adik szint éppen u kapta, ekkor mivel u 6ssze van kétve minden w
csucesal, igy wy, wo, ..., w, csucsok az 1,2, ...k — 1 szineket kaptak. A G altal feszitett
részgrafon egy v csucs szinét jeldljiik ¢ (v)-vel.

Ha létezik olyan i cstcs, hogy c(v;) = k, akkor szinezziik at a parja szinére, vagyis
d(v;) = e(w;), egyébként ' (v;) = e(v;).

Azt kell belatnunk, hogy a ¢ altal megadott szinezés egy k — 1 szinnel torténd jo
szinezése lenne Gp-nak, ami ellentmondés. Azoknal a cstcsoknal, melyeknek a szinét
nem valtoztattuk meg, nem lehet probléma, ezért nézziik azokat a v; cstcsokat ahol
valtoztattunk. c(v;) = k szin volt a c-beli szinezése v;-nek, melynek nincsen olyan v,
szomszédja, melyre igaz lenne, hogy c(v;) = k, hiszen c egy jo szinezés volt. A v; cstcs
minden v; szomszédjara igaz lesz, hogy ¢'(v;) = ¢(v;) és probléma akkor lehet, hogyha
c(u;) = d(v;) = ¢ (vj) = ¢(v;). Azonban ez nem teljesiilhet, hiszen ha v; és v; szomszédosak,
akkor u; és v; is szomszédosak és c egy jo szinezés. Tehat a Gy-beli csicsok szinezhetéek
k — 1 szinnel, ez viszont ellentmond annak, hogy G}, k-kromatikus lenne. Tehat belattuk,
hogy x(Gys1) =k+1. O

3.3.7. Megjegyzés. Mycielski konstrukcidojaval beldttuk, hogy a kromatikus szdmra nincs
felsd korldt a klikkszam segitségével, csak also. Felsd korldtot pedig a legnagyobb fokszam
segitségével tudtunk adna.

Ha van eqy grdf, aminek kromatikus szdma tobbszordse a klikkszamnak, akkor eqy
kelloen nagy klikknek eqy €éllel valo hozzdcsatoldsdval el tudndnk érni, hogy a két mennyiség
megeqyezzen, tehdt a graf szerkezetérdl, felépitésérél nem lenne hasznos informdcionk.

Ezért megkdveteljiik, hogy az Osszes feszitett részgrdfjdara is fenndlljon, hogy klikk-
szam=kormatikus szam és az ilyeneket Perfekt Grdfoknak fogjuk nevezni.

3.4. Moho algoritmus és szinezés

A kovetkezGkben egy algoritmus segitségével fogunk felsé korlatot adni a sziikséges
szinek szdmara, illetve pontosan meg is fogjuk tudni mondani, hogy mely csticsnak milyen
szint kell adnunk.

Moh¢ algoritmusnak neveziink egy algoritmust akkor, ha mindig az éppen aktuélisan
legjobbnak ting véalasztas mellett dontiink a végrehajtodasa folyaman és nem foglalkozunk
azzal, hogy valamelyik 1épésnél esetleg egy akkor nem olyan jonak tiing dontéssel a
végeredményiink jobb lett volna.

3.4.1. Algoritmus (Moho szinezés). 0.lépés: A szinek eqy elére meghatdrozott sor-
rendben dllnak a rendelkezéstinkre.

1.lépés: Készitsiik el a csucsoknak eqy p sorrendjét

2.1épés: Minden csiucshoz szint fogqunk rendelni a kovetkezdk szerint. Az 1. lépésben a
v; csucshoz rendelyiink a szinek sorrendjében az elsd olyan szint, mely v; szomszédjaitol
kiilonboza.
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3.4.2. Megjegyzés. Az algoritmus nagy elénye, hogy a csicsok sorba dllitdsdval definidlja
a mohd algoritmus dltal eldallitott szinezésnek a kromatikus szamdt, melyet x,(G)-vel
jelolink. Ez egy felsd becslése a grdaf kromatikus szamdnak.

3.4.3. Tétel. G eqy tetszdleges grif, melyben vessziik a csiucsoknak eqy p sorrendjét, ekkor
Xp(G) <0+ 1.

Bizonyitas. Vesziink egy tetszdleges cstucsot, amit nem szinezhetiink olyan szintire, mint
amilyen szint kaptak a szomszédjai méar, viszont ez a szadm nem lehet tobb az aktualis
cstcs fokszamanal és ezt lehet feliilrgl becstilni a legnagyobb fokszammal, vagyis 6(G)-vel.
Azaz amikor szinezek egy cstcsot legfeljebb 6(G) tiltott szin van, amit nem hasznalhatok
fel, ezért 0(G) + 1 mar elég egy jo szinezéshez. [

3.4.4. Megjegyzés. A csicsok eqy rossz sorrendje esetén sokkal tobb szint kell felhasz-
ndalnunk, mint amennyivel optimdlisan ki lehetne szinezni. Ugyanakkor egqy j0 sorrenddel
akdr a grdaf kromatikus szdmaval eqyenld szinnel is jo szinezést kaphatunk.

3.4.5. Példa (Cstucsok rossz sorrendje). Vegyiink egy 2n csiucsi G = (V, E) pdros
grafot, ahol V.= Vi UV, A grdf eqyik osztdlydban szerepeld csicsok legyenek Vi =
{v1,v9,...,0,}, mig a mdsik osztdlyban szerepldek legyenek Vo = {wy,wa, ..., w,}, vala-
mint tudjuk v; és w; kozétt akkor megy €él, ha i # j, valamint minden 1, j-re igaz, hogy
{vivj}, {wiw;} € E.

Készitsiik el a csicsok eqy p sorrendjét a kovetkezdk szerint: p = {vy, wy, v, Wa, . .., Vp, Wy}
A 2k. lépésben wy-hoz rendel eqy a szomszédjaitol kiilonbozd szint, de mivel kordbban mdr
k — 1 szint elhaszndltunk, igy wy-hoz mdr a k. kiilonbézd szint fogja hozzdrendelni.

Igy a G grdfot 2n szinnel szinezte ki az algormus, holott 2 szinnel is szinezhettiik volna,
ha a Vi csiucsosztdalyban levdk kapjak az egyik, mig a Va-ben levdk a mdsik szint. Tehdt
lathattuk, hogy ebben a példdban az algoritmus rossz eredményt ad vissza.

3.4.6. Példa (Cstcsok jo sorrendje). Legyen G egy n + 1 csucsi csillag grif, ahol
az eqyik csucsnak a fokszama n, ezt jeléljik w-vel, mig a tobbinek 1, ezeket jeldlyiik
{v1,v9,...,v,}-el. Legyen a p sorrendiink a kévetkezd: w,{vi,vq,...,v5}. A k-adik
lépésben a vy csiucs kovetkezik, melyhez a szomszédjatol kiilonbozd szint rendeliink, mivel
eqyetlen szomszédja van éspedig w, igy ettdl kilonbozét. Igy sikerilt kiszinezniink a csillag
grafot 2 szinnel. Ettdl kevesebbel nem tudndnk szinezni, hiszen részgrafként tartalmazza a
két csucsu teljes grafot, amit legkevesebb 2 szinnel kell szinezniink. A Mohd szinezéssel
optimalis megolddst kaptunk.

15



Egy csillag graf két szinnel valo szinezése.
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4. fejezet

Paros grafok és 6rarendkészités

4.1. Paros grafok

ElGszor sziikségiink lesz a paros grafok fogalméra, melyet a kovetkezé példan keresztiil
vezetiink be:

4.1.1. Példa. Egy bdlban vannak férfiak és ndk, ahol a két nem képuiseldi kélcséndsen
szeretnének tancolni eqymdssal az est folyamdn. Tételezzik fel, hogy csak ellentétes nemiek
tancolhatnak eqymdssal. Mdsnap megkérink minden egyes a bdalban résztvevd személyt,
hogy nevezze meg kikkel tdncolt az este. A férfiakat és ndket csiucsokként értelmezziik, ha
pedig tancolt eqy nd eqy férfival, akkor a két csicsra eqy €élt illesztink. Igy egy pdros grdfot
kapunk, amiben a csiucsok két részre vannak osztva, ahol eqy részen belil nem mennek élek,
csak a két rész kozott.

4.1.2. Definici6. Pdros grifnak nevezink eqy G = (V, E) grdfot, ha csicsai két részhal-
mazba: A-ba és B-be oszthatoak 1igy, hogy G minden élére igaz, hogy eqyik végpontja A-ban,
a mdsik B-ben van és G = (A, B)-vel jeldljiik.

Egy 8 csucsi pdros grdaf

Azon feliil, hogy kiilénb6z6 szinekkel jelolhetjiik egy paros grafban a kiillonb6zdé osz-
talyokban elhelyezked6 pontokat, gondolhatunk akar tgy is ra, hogy a szinek maguk az
osztalyok.
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4.1.3. Definicio. Teljes pdaros grifnak nevezziik az olyan pdros grifot, ahol minden A-beli
és B-beli pont dssze van kotve eqymdssal, valamint jeloljik az osztdlyok szamossdgat |A| = a
és |B| = b-vel. A két osztydlyt egyiittesen K, ,—val.

4.1.4. Definicié. Pdrositasnak vagy részleges pdarositasnak nevezziik az élek eqy M rész-
halmazdt, melyre igaz, hogy a benne szerepld éleknek nincs kozds csiucsa. Az M-ben szerepld
éleket fiiggetlen éleknek nevezziik, valamint azt mondjuk az M dltal kifeszitett részgrdaf
csucsairol, hogy az M-beli élek lefedik ket.

4.1.5. Definicié. Egy G grdfban eqy M pdrositdst teljes pdarositisnak neveziink, ha az M
daltal feszitett részgrdaf minden G-beli csicsot lefed.

4.1.6. Tétel (Hall). Egy G = (A, B) pdros grafban akkor és csak akkor van A-t fedd pdro-
sitas, ha minden X részhalmazdra igaz, hogy az X -ben szerepld ponthalmaz szomszédjainak
a halmazdnak a mérete legaldbb akkora, mint az X -ben levd csicsok halmaza.

4.1.7. Megjegyzés. Szokds Hall-feltételnek is hivni az elobbi tételt.

4.2. Paros grafok szinezése, kétszinezé algoritmus

4.2.1. Tétel. Eqgy legaldbb eqy élet tartalmazo G graf akkor és csak akkor pdros, ha
X(G) = 2.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy a csticsokat mar kiszineztiik jol két szinnel, pirossal és
zolddel.

Osszuk V(G)-t a graf csiucsainak halmazat két nem tres, diszjunkt részhalmazra
Vi(G) U Vo(G)-re, tgy hogy minden élre igaz, hogy végpontjai nem lehetnek csak az egyik
halmazban. Vi(G)-be tettiik a pirossal szinezett csticsokat és V,(G)-be a zolddel szinezett
cstcsokat. A létezd él miatt pedig x(G) > 2. O

4.2.2. Definicié. Dinamikus halmaznak nevezziik az olyan halmazt, mint absztrakt adat-
tipust, mely az 6t felhaszndld algoritmus sordn vdltozik.

4.2.3. Definicié. Sornak nevezziik az olyan dinamikus halmazt, melybdl csak a legrégebben
beérkezett elemet vehetyik ku.

4.2.4. Definicié. UJSOR(S,n) alatt azt az algoritmust értjik, hogy létrehozunk eqy n
méretd S nevd sort. S-rdl feltettiik, hogy nem tres. S-ben végezhetd miveletek:

o S < u, u-t berakjuk az S végére

o v <= S5, v-t kivessziik az S elejérdl

4.2.5. Definicié. Veremnek nevezzik az olyan dinamikus halmazt, melybdl csak a lequtol-
jara betett elemet vehetjiik ki.

4.2.6. Definicié. UJVEREM(S,n) alatt azt értjik, hogy létrehozunk eqy S nevi és n
meéretd vermet. S-rél feltettik, hogy nem tres. S-ben végezhetd miveletek:

o S < u, u-t berakjuk az S tetejére

o v <= S, v-t kivessziik az S tetejérdl
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Sziikséges még tovabba a grafok megadasi modjainak a bévitése is.

4.2.7. Definicié. A G = (V, E) grif szomszédsagi mdtriza alatt a kévetkezé n X n-es
mdtrizot értjik, ahol V-=1{1,2,...,n} azn darab csicsot jeloli.

o Ali,jl =1 ha az i és j csucsok kizitt van él

o Ali,j] =0 ha az i és j csucsok kiézitt nincsen él

4.2.8. Definicié. Lancolt listanak nevezziik az olyan adatszerkezetet, mely tartalmaz
listaelemeket, melyek két félék lehetnek: mutato és adat. Minden ldncolt lista tartalmaz
eqy listafejet ami eqy mutato, vagy mds néven pointer.

4.2.9. Megjegyzés. Szokds linked list-nek is nevezni. Az elemei k6zott van valamilyen
linedris sorrend és minden elem tartalmaz eqy mutatot a kovetkezd elemre a listaban.
Miveletek, melyek elvégezhetdek eqy lancolt listaban tdrolt adathalmazon: beszirds, torlés,
keresés.

4.2.10. Definici6é. A témb azonos tipusi elemek halmaza.

4.2.11. Definicié. Egy G = (V, E) grdfot megadhatunk éllistasan is, ekkor a graf minden
cstucsdhoz egy lancolt lista fog tartozni és a hozzdjuk kapcsolodo listafejeket tombben tdroljuk.
Azaz vegyiik az i € V' csiucsot, melyhez tartozik egy ldncolt lista, amiben a beldle kimend
éleket, az élekhez tartozo végponttal fogjuk eltdrolni. Ha az élek silyozottak, akkor a siulyokat
18 eltdroljuk.

4.2.12. Megjegyzés. Ha sulyokat, vagy eqyéb informdciot szeretnénk eltdrolni, akkor
tobb tombre is szikségiink van.

Egy grafot jarunk be akkor, amikor az egyik csticsabol kiindulva élek mentén haladva
lépiink egyik cstucsarol a kovetkezdbe, ezzel egyfajta sorrendet adunk meg a cstucsok
halmazan.

Feljegyezziik a kiindulési cstucs sorszamat. Kétféle bejaras ismert, a mélységi és a
szélességi, mi az utdbbival fogunk részletesebben foglalkozni.

A szélességi keresés elsGdleges célja, ha van egy véges grafunk, akkor egy kezdGestcsbol
kiindulva fogunk elkésziteni egy sorrendet ettdl a cstcstol vett névekvs sorrendben.

4.2.13. Algoritmus (Szélességi keresés). Kivdlasztunk eqy kezddesucsot. Ezt a csi-
csot elért csucsnak tekintem innentdl. Minden csicsndl meguizsgaljuk, hogy milyen mds
csucsok érhetdek el beldle.

-1.1épés: A kezddcsics szomszédait térképezziik fel.

-2.1épés: A frissen megtaldlt csicsok még nem ismert szomszédos csucsait térképezziik

fel.

-3.1épés: Addig ismétlem a 2.-es lépést, mig taldlok 1j csiucsokat.

A kezdd csicsot jeloljiik s-el. Minden megtaldlt csics hdarom kiilonbézd dllapotban lehet:
1. Nem latott

2. Ldtott, de még dt nem vizsgdlt

3. Atvizsgdlt

Ha eqy csiucsot mdr megtaldltunk, akkor azt még eqyszer mdr nem jegqyezziik fel.

Ha minden csics dllapota dtvizsgdlt, akkor jartuk be a grdfot.
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Nézziik azt az algoritmust, mely két szinnel szinez egy grafot, vagy ha nem tudom
szinezni, akkor talal benne egy paratlan hosszua kort.

4.2.14. Definici6. Az algoritmusban haszndlt Sz(u) absztrakt fliggvény az u csics szom-
szédjainak halmazdt adja meg. A p(u) a kezddesics tavolsdga az u csicstol.

4.2.15. Algoritmus (Kétszinezés - Szélességi kereséssel). SZKketsz(G): for i =
1...n;p(i) =0 /egyesével végignézem a csucsokat, kezdetben mindegyik 0 tdvolsigra van
a kezddcsicstol

SZ(1):=0;p(l):=1; UJISOR(S,n); S <=1 /Az egyes csicsot latottnak jeldljik és
betessziik az S sorba

while S # @ / Amig S nem lesz tres

u<= S /S sor elsd elemét az u-ba tessziik

for wv € E / Meguizsgdlom az u csicsnak a v szomszédjait

if p(v) =0 then S <= v; SZ(v) = SZ(u) +1; p(v) :=u / A nem ldtott v csicsot
dttesziik S-be. Valamint a szomszédainak halmazdba beteszem.

else if SZ(u) = SZ(v) then PTLANKOR(u,v) / Ha szomszédjaik halmaza megegye-
zik, akkor a pdratlankor eljardsba keriliink.

Ha nem keriiltink « PTLANKOR eljdarasba, akkor a kévetkezd eqy jo kétszinezés: v
legyen piros, ha SZ(v) pdros, kiilonben pedig kék. Mds esetben a PTLANKOR eljdrdsba
keriliink: Itt meg kell taldlni egy pdratlan kort és kiirni. Legyen W egy tires verem és Z
egy ujabb dres sor. PTLANKOR(u,v) :

UJSOR(Z,n); UJVEREM (W, n)

while u # v

W <= u;Z <= v /amig v és u nem egyenldek tegyik u-t a W verembe és v-t a Z
sorba

w = p(u); v = p(v)

print u /u kiiratdsa

while W # ©

print y <= W Jamig a W ki nem 4ril, elemeit beletesszik y-ba.

while Z # ©

print y <= Z / amig a Z ki nem ril, elemeit beletesszik y-ba

Forras: (Kiraly Zoltan Grafok, és Algoritmusok jegyzet)

A nehézség és a kiilonbség a moho algoritmushoz képest tobbek kozt az, hogy egy
konkrét szinezés vagy egy konkrét részgraf megadasara torekedtiink és feltettiik, hogy csak
két szint hasznalhatunk.

A moho algoritmusnél kezdetben azt tudtuk, kifogjuk szinezni a grafot legfeljebb
cstcsszamnyi szinnel.

4.3. Elszinezés és 6rarendkészités

Eddig a csticsok szinezésével foglalkoztunk, viszont korabban mar emlitve volt, hogy
egy grafnak nem csak a cstcsait lehet szinezni, hanem az éleit is.

20



4.3.1. Definicié. Eqgy G grdf élei k szinnel szinezhetdek akkor, ha minden élére igaz,
hogy a szomszédjdatol kiilonbozd szind és k szint haszndltunk fel ehhez. Azt mondjuk,
hogy G élkromatikus szama k, ha éler k szinnel szinezhetdek, de k — 1-el mar nem és ezt

Xe(G) = k-val jelolyiik.

Két élszinezett grdf

4.3.2. Tétel (Vizing). Legyen G eqy eqyszerd grdf, ekkor x.(G) < §(G) + 1.
Az orarendkészités megvaldsitasihoz litemezéselméleti fogalmak bevezetése sziikséges.

4.3.3. Definicié. Utemezési feladatnak nevezziik azt, amikor gépeken (machine) iitemez-
ziik az elvégzends munkdkat (job), bizonyos feltételek és a célfiigguény optimalizdldsa
mellett.

A munkdkat vagy job-okat mindig aszerint probdljuk meqg elvégezni, amit megkovetel a
feladattol a célfiigguény, a feltételek betartasa mellett. A jobok gépeken valo elvégzésére van
két eqyszeri szabdly, melyeket nem szeghet meq az dket megoldo algoritmus:

1. Eqy munka legfeljebb eqy gépen lehet eqy iddben

2. Eqy gépen legfeljebb egy munkdt végezhetiink egy 1ddben

4.3.4. Definici6. Minden munkdnak van egy megmunkdldsi ideje (processing time), melyet
p-vel jeloliink.
A j munka megmunkdldsi ideje az i gépen az p;;.

4.3.5. Definicié. Minden munkdhoz tartozik eqy befejezési idd, mely azt az idépontot
jelzi, amikor a munkdnak minden részét megmunkdltuk. A j job befejezési ideje az S
titemezésben: Cj

4.3.6. Definicio. Az Open Shop modellben n darab munkdt kell elvégezni m darab gépen
gy, hogy minden munkdt minden gépen pontosan eqyszer kell megmunkdlni tetszdleges
sorrendben. Az Open Shop feladat jele: O

A kovetkezdképpen jeloliink eqy titemezést feladatot:
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A feladat tipusa | A feladat feltételei | A feladat célfiigguénye

Vezessiink be két fontos alsé korlatot:
- a legnagyobb 6sszmegmunkalési idé:

Jmax = max Y p;i(jfut)

- a legnagyobb gépterhelés:
Mmazx = max ) p;;(ifut)

4.3.7. Feladat. A mi esetiinkben a célfiggvényink Cmax, ami a teljes dtfutdsi iddt
mainimalizdlja.
A teljes titemezési feladat:
Olpj € 0, 1|Cmazx

Eldszor értelmezziik a problémdt, ez eqy olyan faladat, ahol minden munkdt el kell végezni
minden gépen pontosan egyszer €s tetszdleges sorrendben. Minden munkdnak a hossza 0
vagy 1 és a célfiigguény a teljes dtfutdsi 1dd minimalizdldsa.

Vegyiik a problémdnak azt a szikitését, amikor p;, ; = 0,1. Ha a fenti eset dll fent, akkor
elég olyan iitemezést taldlni, ahol minden munkdra igaz, hogy valamelyik [t,t + 1] interval-
lumban végzddik el, aholt € N. Ekkor ezen intervallumok szdmdnak a minimalizdldsa a
célfiigguény.

Mivel minden intervallumban eqy munka €s eqy gép is pontosan eqyszer szerepelhet,
ezért minden t iddintervallumban az ttemezést a munkdk és gépek részhalmazai kozti
pdrositds hatdrozza meg.

Tehdat a problémdt megoldhatjuk, ha minimdlis szdma pdrositdssal probdljuk lefedni
a két halmaz © — j pdrjait, ahol p;; = 1 . Igy o feladatot dtkonvertdltuk eqy €lszinezési
feladatta, amire létezik hatékony algoritmus.

Az 4j pdros grifot jeloljiik G(M, J, P)-vel, ahol az M és J osztalyokban minden munkdt
€s gépet eqy-eqy pont fog jelenteni és két i, csics akkor és csak akkor van dsszekitve éllel
ha p;; > 0.

Ennek a grafnak az élhalmazadt kell kiszinezni minimdlis szdma szinnel, igy semelyik
két azonos szini €l nem taldlkozhat ugyanabban a csicsban.

Ezt a minimumot a kévetkezs tétel adja meg:

4.3.8. Tétel. Minden G pdros grifra igaz, hogy x.(G) = A(G). Vagyis a graf élszinezési
szama eqyenld a maximdlis fokszammoal.

Bizonyitas.  Egyértelmi, hogy x.(G) > A(G). Mivel G paros graf, vegyiik azt a
d péarositast, amelyik a legtobb élt fedi le és d = A(G). A péarositas elemei legyenek
(11, Ty, ..., T,), ha ezzel a parositassal fediink minden élt, akkor készen vagyunk. Ezért
tegyiik fel, hogy van e = {u, v} olyan él, melyet nem fedtiink le a d péarositassal.

Mivel u-ra és v-re is igaz, hogy a fokuk legfeljebb d lehet, valamely T; parositas biztosan
nem illeszkedik u-ra és valamely T; pedig nem illeszkedik v-re. Ekkor ha ¢ = j, akkor e-t
bevehetjiik Tj-be és készen vagyunk.
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Tegytik fel, hogy i # j, ebben az esetben viszont 7; U T; U e gratban a maximalis
fokszam 2 lenne. Ekkor az 0j 1] és TJ’ pérositasokkal fednénk az Osszes élt, ami ellentmond
annak, hogy T; és Tj-vel fedhetjiik le a legtobbet, ezért készen vagyunk. [

Tudjuk, hogy A(G) = maz{Jmaz, Mmaz}, 18y ezt a tétellel dsszevetve mar kovetkezik
a C . = max{Jmaz, Mima: } egyenldség. Mivel a tétel érvényes parhuzamos élek esetén is,
igy akkor is igaz, ha egy munkénak valamely gépen tobb részfeladata is van.

4.3.9. Példa. Ennek az Open Shop feladatnak van eqy tipikus valo életben is haszndlt
alkalmazdsa: az orarend készitése. FEqy iskoldban van n darab osztdly és m darab tandr,
illetve van koztik eqy pdrositds aszerint, hogy az adott tandr melyik osztalyt tanitja és a
célunk, hogy minden nap a tanitds minél elébb véget érjen. Az nem jelent gondot, ha egy
tandrnak eqy osztdllyal eqy nap tébb ordja is van.

Teqyiik fel, hogy egy napra készitett orarendeknek az optimdlis hossza k, valamint ha
valdban optimdlis drarendet szeretnénk késziteni, akkor legaldbb [|E|/k] teremre van sziikség
és ennyi elég 1s.

Tegyiik fel, hogy van megfeleld szami termiink. Ezutdn barmely optimdlis beosztdst
dtalakithatjuk 1igy, hogy minden ordban a lehetd legegyenletesebben osszuk el az ordkat,
A pdros grdf eqy optimdlis kétszinezésében van két pdrositas M és N, melyeknek mérete
legaldbb kettovel eltér, akkor az MU N -ben mend it mentén, a tébb €lt haszndlo parositdisbol
cserélni kell az éleket egészen addig, mig M és N mérete legfeljebb 1-el tér el eqymdstal.
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5. fejezet
Perfekt Grafok

5.0.10. Definicié. Egy G graf perfekt, ha a kromatikus szama és a klikkszdma egyenld,
valamint G minden feszitett részgrdfjdra is teljestil.

Sok magyar vonatkozasa van a perfekt grafoknak. Gallai Tibor 1958-as eredményeibdl
alakult ki, melyekben azt is taglalta, hogy minden perfekt graf komplementere is perfekt,
melyet 1972-ben Lovasz Laszl6 bizonyitott be.

A perfekt graf kifejezést elgszor Claude Berge hasznalta, akitél a definicié is eredeztet-
heté.

®

4 cstcsu perfekt grdfok

5.1. Perfekt grafok alaptulajdonsagai

5.1.1. Tétel. A Corq grdf nem perfekt, ha (k > 2).

Bizonyitas. Nézziik, ha k = 2, ekkor az 5 hosszt korrdl van szo:

-x =

W=

llletve ez minden egyes (o, 1-re igaz lesz, hiszen k-t novelve mindig két 1 csticsot
fogok hozzatenni a grathoz, melyeknek tudok adni azonos szint a mar meglevd 3 szinbdl és
a legnagyobb klikkszam is 2 marad. [
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5.1.2. Tétel. A Cyppq grdf nem perfekt, ha (k > 2).

Bizonyitas. Ebben a grafban lesz k cstucsbol allo klikk, ha minden 2. pontot kivalasz-
tottuk, viszont nincsen benne k + 1 mérett, mert akkor az elGszor és utoljara kivéilasztott
csticsok kézott nem menne él, ezért w(Cyyq) = k. k szinnel legfeljebb 2k csticsot tudunk
szinezni, tehat x(Chy1) > (k + 1), ezértCoy 1 nem perfekt.

O

5.1.3. Tétel (Lovasz). Egy G grdf akkor és csak akkor perfekt, ha G perfekt.

Bizonyitas. Mivel az allitds szimmetrikus, ezért elég csak az egyik oldalt bebizonyitani,
hiszen ha azt tudjuk, hogy G perfekt, akkor G is perfekt. Tehat, ha G perfekt, akkor
G-nak is perfektnek kell lennie, de mivel G = G, ezért elég csak az egyik iranyt belatni.

Tegyiik fel, hogy G perfekt graf, ekkor nem tartalmazza feszitett részgrafként a Copiq
és a Cypyy grafokat. Ebbol kovetkezik, hogy G nem tartalmazza feszitett részgrafként a
Cory1 €s a C_’%H grafokat és ezaltal G is perfekt. [

5.1.4. Megjegyzés. A fenti tételt szokds Gyenge Perfekt grdf tételnek hivni.

A Gyenge Perfekt tétel akkor haszndlhato jol, ha eqy grdfrol vagy komplementerérdl
konnyen ellendrizni tudjuk, hogy perfekt.

Altaldnosabban is sikerilt tébbet mondani a perfektségrél: Ha valamelyik grafban van
feszitett részgrdafként egy legaldbb 5 hosszi pdaratlan kor, akkor az nem perfekt a definicio
alapjdan.

5.1.5. Tétel (Erds Perfekt graf tétel). Egy graf akkor és csak akkor perfekt, ha nem
tartalmaz feszitett részgrdfként legaldbb 5 hosszu pdratlan kort és a komplementere sem.

5.2. Perfekt és paros grafok
A perfekt grafok egyik legismertebb példaja a paros grafok.
5.2.1. Tétel. Minden G = (A, B) pdros grdf perfekt.

Bizonyitas. Minden G = (A, B) paros grafra igaz, hogy minden G’ = (A’, B’) feszitett
részgrafja is szintén paros graf, igy elég belatnunk, hogy minden paros grafra igaz, hogy a
klikkszama egyenld a kromatikus szamaval. Az olyan G = (A, B) paros grafra, melyben
nincsen él, igaz lesz, hogy x(G) = w(G) = 1, ahol pedig G-ben legalabb 1 él van, ott
X(G) = w(G) = 2, hiszen az A-ban levs csticsokat lehet szinezni az egyik szinnel, mig a
B-ben levSket a mésikkal. [
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/'7 S

5 hosszu és pdros grdaf

5.2.2. Definicié. Legyenek I} = |ay, b1, Is = |ag, bo|, ... intervallumgrifok és a p;,p; egy
G grdaf csucsai, amik kozott akkor és csak akkor megy él, ha igaz, hogy I, és Iy metszete
nem ures.

5.2.3. Tétel. Minden intervallumgrdf perfekt.

Bizonyitas. Mivel az intervallumgrafok feszitett részgrafjai is intervallumgrafok, igy
elég az intervallumgrafokra belatni a perfektséget.

Legyen w(G) = k, mivel w(G) < x(G), ezért elég belatni, hogy x(G) < k. Intervallu-
monként elkezdjiik szinezni a pontokat balrdl jobbra és a még szinezetlen intervallumokbol
mindig azt szinezziik el6bb ki, amelyiknek csticsa balrabb van. Ha az egyik intervallumot
egy k + 1l-edik szinnel kellene szinezniink, akkor az azt jelentené, hogy a bal vége méar
benne van k intervallumban, amiket mar szineztiink.

Ekkor létezik k& + 1 olyan intervallum, hogy barmely ketté metszi egymast, ami egy
k + 1 méreti klikk, ami viszont ellentmond a feltevésnek. []

5.2.4. Definicid. Eqgy G grdf €élgrafiin azt a G' grdafot értjik, ahol vy,vs, ... v, € V(Q)
-b6l képzddnek G' élei és ey, e, ..., em € E(G)-b6l G' csicsai oly modon, hogyha v; €s v,
dsszekdtotte e, akkor G'-ben e egy csics lesz, melybdl a v; és v;-nek megfeleld csicsok
fognak kiindulna.

5.2.5. Tétel. Egqy pdros grifnak az élgrdfja is perfekt grdf.

5.2.6. Definici6. Részben rendezett eqy halmaz, ha elemein definidlunk eqy reflexiv, anti-
szimmetrikus, tranzitiv reldciot. Ezdltal részben rendezett halmazokndal nem feltétel, hogy
osszehasonlithassunk két elemet.

5.2.7. Tétel. Részben rendezett halmaz grdafja is perfekt.
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6. fejezet

Sikbarajzolhat6 grafok szinezése

Az a kérdés, hogy minden térkép kiszinezhet6 4 szinnel, nehezebbnek bizonyult a vartnal,
de Kempe-nek sikeriilt eredményt felmutatnia. A négy-szin tételét akarta bebizonyitani,
de ehelyett a sikbarajzolhato grafok 6t szinnel valo szinezését latta be, ami 6t-szin tétel
néven valt ismerté.

Ez nem csak a grafelmélet, de a diszkrét matematika egyik legszebb tétele is egyben.

6.1. Sikbarajzolhat6é grafok altalaban

6.1.1. Definicié. Egy grdfot akkor neveziink sikbarajzolhatonak, ha lerajzolhato a sikba
ugy, hogy az élei nem metszik eqymdst. Eqy sikbarajzolt graf a sikot tartomdnyokra bontja.

6.1.2. Definicié. Egy grdfot gombrerajzolhatonak neveziink, ha lerajzolhato eqy gombre
gy, hogy €ler nem metszik eqymdst. FEqy gombrerajzolt grdaf a gombot tartomdnyokra
bontja.

6.1.3. Megjegyzés. Azért fontos szdmunkra a gombrerajzolhatdosdg is és nem csak a
stkbarajzolhatosdg, mert az eredeti problémdban térképrajzolasrol volt szo. A térkép a
Féldon levd orszagokat dbrdzolja, aminek alakja leginkdabb eqy gombhoz hasonlo. A két
kiilonbozd rajzolhatosdg kozott szoros az 0sszefiiggés.

6.1.4. Tétel. Eqgy grdf akkor és csak akkor sikbrajzolhato, ha gombrerajzolhato.

Bizonyitas. Egy sik graf leképezése gombre: A gomfeliiletet egyik pontjaval a sikra
helyezem és innentdl ezt tekintem déli polusnak és a gémb ezzel szemben elhelyezked6
pontjat az északinak. A kovetkezSkben az északi pélus pontjat Osszekotom a sikban levs
graf minden pontjaval, ezeknek a vonalaknak pedig lesz egy tovabbi metszéspontja a
gombbel, amik a kivant vetitést fogjak szolgaltatni.

Ezt a modszert sztereografikus leképezésnek nevezziik. Az eljaras megfordithato, ha az
északi polus nem pontja a grafnak és nem halad at rajta él. [

6.1.5. Tétel (Euler formula). Ha eqy sikbeli dsszefiiggd grifnak van n csicsa, e éle és
t tartomadnya, akkor n +t=e+ 2.

Az el6z6 tétel megszoritasai:
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6.1.6. Tétel. Ha G dsszefiiggd, eqyszert, sikbarajzolhato grdf, akkor e < 3n — 6.

6.1.7. Tétel. Ha G egyszeri sikbarajzolhato grif, legaldbb 4 csicsa van és minden kérének
hossza legaldbb 4, akkor e < 2n — 4.

6.1.8. Tétel. Ha G egyszeri, sikba rajzolhato graf, akkor a minimadlis fokszdm legfeljebb
5.

Bizonyitas. Ha a graf csicsainak szama 3 vagy kevesebb, akkor akar 3 szinnel is tudom
szinezni, ezért feltehetjiik, hogy csiicsainak szama is legalabb ennyi. Indirekt tegyiik fel,
hogy x > 6. Mivel minden élhez két cstics tartozik, az élek szama egyenld a fokszdmok
Osszegének kétszeresével, azaz 6n < 2e. A korabbi tételbsl adodik, hogy 2 * (e < 3n — 6),
azaz 2e < 6n — 12. Ezzel mér ellentmondasra jutottunk, mert 6n < 6n — 12 nem igaz. [

K5 K3.2

A két Kuratowskr grdf

6.1.9. Megjegyzés. A fenti két grifot Kuratowski grafoknak nevezziik, az elsé az 5 ponti
teljes graf, melyet jeloljiink Ks-el, a masodik a ,, hdrom hdz — hdrom kut” graf, melyet
K3 3-al jelolink. Utobbi elnevezése egy problémdbol ered, hogy késsiink ossze 3 hdzat 3
kuttal, hogy minden hdz minden kuttal 6ssze legyen kdtve, de az utak nem metszik eqymadst.
Illetve a hdzak kozott és a kutak kozott kulon-kilon ne menjen €l, tehdt a Ks 3 egy specidlis
pdros graf. Az alabbi tétel azt mutatja meg, hogy utdbbinak nincsen megolddsa.

6.1.10. Tétel. A Kuratowski grdfok nem sikbarajzolhatoak.

Bizonyitas. Indirekt tegyiik fel, hogy K5 sikbarajzolhat6. Ekkor igaznak kell lennie
ré, hogy e < 3n — 6, hiszen ez minden sikbarajzolhato grafra igaz. Ebben az esetben
10 < (3% 5) — 6 =9, amivel ellentmondasra jutottunk.

Most indirekt tegyiik fel K3 3-rol is, hogy sikbrajzolhato. Ha volna K3 3-ban 3 hosszi
kor, akkor ezek kozott vagy két haznak, vagy két katnak kéne lennie, tehat 1 haz Gssze
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lenne kotve 1 masikkal, vagy 1 kit egy masik kuttal, de ez ellentmond K33 definiciojanak.
Azaz minden kore legalabb 4 hosszu, tehat igaz ra, hogy e < 2n — 4. Behelyettesitve:
9 < (2%6) —4 =8, ez pedig nem igaz.

Igy mind a két grafrol belattuk, hogy nem sikbarajzolhato. [

6.1.11. Definici6. Legyenek G és H grdafok, melyek topologikusan izomorfak, akkor ha a
két grdaf egymadsba transzformdlhato gy, hogy eqy élet 1y 2 foku csics bevételével 2 1y élre
bontunk, vagy 2 foki csics és a hozzd tartozo 2 €l helyett 1 1j élet vesziink fel.

6.1.12. Megjegyzés. A fent definidlt fogalomban alkalmazott 2 mivelet nem befolydsolja
eqy grafnal, hogy sikbarajzolhato-e.

6.1.13. Tétel (Kuratowski). Egy grdf akkor és csak akkor sikbarajzolhatd, ha nincs
benne részgrafként Ks, vagy K33, vagy ezekkel topologikusan izomorf grdf.

A grafhoz tobb kiilonboz§ &brazolas is tartozik. A kiilonboz6 szakirodalmakban
legtobbszor az élek egyenes vonallal megrajzolt szemléletes rajzaval talalkozunk.

Az alabbi tétel a sikbarajzolhatod grafok és abrazolasuk kozotti kapcsolat viszonyét
allapitja meg.

6.1.14. Tétel (Fary-Wagner). Legyen G egyszerd, sikbarajzolhato grdf, ekkor tudjuk
ugy 1s abrdzolni, hogy minden éle eqy egyenes zart szakasznak fog megfelelni a grdf dbrajaban.

6.2. Az otszintétel és a négyszintétel

A térképen levs orszagok megfeleltethetGek a graf tartoményainak és és az orszaghata-
roknak az élek.

Eddig csucsok és élek szinezésével foglalkoztunk, nem a tartoméanyokéval. A graf egy
megfelels atalakitdasaval ez kezelhetd.

6.2.1. Definicio. Legyen G eqy sikbarajzolhato grif. G-nek a dudlisa alatt azt a G' grifot
értjik, melyben a csiucsok a G-beli tartomdnyok és G'-ben két csics kozott akkor megy él,
ha az azoknak megfeleld G-beli tartomdnyok szomszédosak.
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6.2.2. Tétel. Sikbarajzolhato graf dudlisa is sikbarajzolhato.
6.2.3. Tétel. Legyen G eqy sikbarajzolhato grdaf, ekkor szinezhetd legfeljebb 5 szinnel.

Bizonyitas. A G graf pontjainak szamara vonatkozo teljes indukcidval bizonyitunk.
Tegyiik fel, hogy a graf egyszert, mivel a parhuzamos élek nem befolyasoljak a szinezést.
Az el6z6 alfejezetben kimondtuk, ha e a graf éleinek szama, n a cstcsainak szama, akkor
minden sikbarajzolhat6 grafra igaz lesz, hogy e < 3n — 6. Ebbdl kovetkezik, hogy biztosan
van legaldbb egy olyan cstics, melynek fokszama legfeljebb 5. Hiszen ha minden cstics
fokszama legalabb 6 lenne, akkor az élek szama is legalabb 67", de 67" < 3n — 6 nem teljesiil.

Tehat feltessziik, hogy van legalabb egy olyan kivalasztott cstics, melynek foka legfeljebb
5, legyen ez a csiics x. Tegyiik fel, hogy = foka legfeljebb 4, hagyjuk el z-et G-bdl, ekkor
az indukcios feltevés miatt a G — {z} graf szinezhetd 5 szinnel. Most visszatessziik x-et,
amit szinezziink a 4 szomszédjatol kiillonbozs szintre.

Azt is feltehetjiik, hogy d(z) = 5. Nem lehet z-nek minden szomszédja kézott él, hiszen
akkor Kjg-al izomorf részgraf allna el6 G-ben, ez ellentmondana G sikbarajzolhatdsagénak.
Ezért van x-nek két szomszéda y és z, hogy nincsenek Osszekotve. Huzzuk 6ssze x,y, 2-t
egyetlen pontta, igy kapunk egy G’ grafot. G’-t pedig méar tudjuk 5 szinnel szinezni az
indukcios feltevés miatt. Viszont a G’ szinezése nem lesz megfelel6 G-re nézve, mert x,y, z
egyszintek lesznek. G-ben van z-nek az y-on és z-n kiviil 3 szomszédja, amik 3 szint
foglalnak le, majd y-t és z-t tudjuk egyszintire szinezni, hiszen nincsenek Gsszekétve. Mivel
x szomszédait tudtuk 4 szinnel szinezni, igy z-et lehet az 6todik szinnel, amivel belattuk,
hogy G szinezhet$ 5 szinnel. [

Ezzel belattunk a kromatikus szdmra egy felsé korlatot sikbarajzolhaté grafok esetében.

6.2.1. Torténelmi visszatekintés

A 4 szin tételhez nem létezik szépen leirhaté bizonyitds. Még 1852-ben egy angol
matematikus Francis Guthire tette fel elsének a kérdést, hogy miniméalisan hany szinre van
sziikség a térképek szinezéséhez. Hamar megsejtették, hogy 4 szin elég, de 3 kevés. Az hogy
3 kevés onnan lehetett latni, hogy szamos orszagnal el6fordult, hogy nem tudtak megfelelGen
szinezni, példaul vegyiik Franciaorszagot, Németorszagot és a Benelux-allamokat.
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Grafos szemléltetéssel is hamar talalunk ellenpéldat, példaul egy 4 csiicsu teljes grafot
nem lehet 3 szinnel szinezni, viszont sikbarajzolhato.

T6bb mint 100 évvel kés6bb sikeriilt eredményt felmutatni, ekkor hasznaltak elGszor
szamitogépet matematikai bizonyitas sordn (Appel-Haken bizonyitas). 1200 o6ran at
vizsgaltak a lehetséges ellenpéldakat, de végiil sikeriilt mindegyik grafot 4 szinnel szinezni.

Am a matematika-tarsadalom nem fogadta el megfelel6 bizonyitésnak, majd 1996-
ban szintén ellenpéldak vizsgalataval arra jutottak a kutatok, hogy 4 szinnel minden
sikbarajzolhato graf kiszinezhets, de ezt sem fogadta el mindenki.

2004-ben készitettek egy ellendrizhetd eljarast, ismét szamitogéppel, de mivel ebben
sem pusztan matematikai 1épések vannak, igy sokan még mindig sejtésnek tartjak, hogy
minden sikbarajzolhato graf kiszinezhet6 4 szinnel.

6.2.4. Tétel. Minden sikbarajzolhato grdf kiszinezhetd 4 szinnel.
6.2.5. Megjegyzés. Ha létezne a Féldon olyan 4 orszdag, melyeknek van eqy kozés ha-

tdrpontja és ezt a 4 orszagot kiozrefogja eqy 5. orszdg, akkor ezt csak 5 szinnel tudndnk
szineznil
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6.2.6. Megjegyzés. A fentebb emlitett grdf viszont nem sikbarajzolhato, hiszen ha vesszik
az orszagokra, mint tartomdnyokra vonatkoztatott grdf dudlisdat, akkor adodik, hogy ez a
K5 grdf, amirdl belattuk, hogy nem rajzolhato sikba.

6.3. Sikgraf szinezés

Azt tudjuk, hogy mennyi szinnel tudunk szinezni egy térképet, avagy sik grafot. A
kovetkezd algoritmus megmutatja, hogy ténylegesen hogyan:

6.3.1. Definici6. A szinhalmaz elemei eqy adott szinezésnél az dltalunk felhaszndlni kivdnt
szineket jelent.

6.3.2. Megjegyzés. Minden szinezésnél feltessziik, hogy nem haszndlhatunk fel tobb szint,
mant amennyi a szinhalmaz elemszdma.

6.3.3. Definici6é (Trivialis atszinezés). Legyen G grif szinhalmaza S. Vegyiik av € G
csucsot, melynek a szomszédainak a szineinek a halmazdt jeloljik T-vel. Ha s szinre igaz,
hogy s ¢ {S — T, v}, akkor a v csicsot dtszinezzik s szinre.

6.3.4. Definicié (Kempe-atszinezés). Legyen S a G grdif szinhalmaza, valamint st €
S. Legyen G, az s €st szini csucsok és a koztik mend élek dltal hatarolt graf. Vegyiik
ennek eqy komponensét, melyben felcserélyiik az s és t szineket.

6.3.5. Megjegyzés. Ha a Kempe-dtszinezést csak eqy csucson hajtjuk végre, akkor az
trivialis dtszinezés. Ha pedig a teljes grdfon, akkor mindenhol felcseréltiik a két szint,
amivel lényegében nem vdltoztattunk semmit.

6.3.6. Algoritmus. Most a mohd algoritmus egy modositott vdltozatdt fogjuk haszndlns.
A csucsok szinét moho mddon kezdem el szinezni oly maodon, ha eqy uj szint kellene
haszndlnom, akkor eldtte megprobalom dtszinezni a kordbban mdr szinezett csiucsok dltal
feszitett részgrdfot.

Ha nem taldlunk olyan dtszinezést, mellyel kikeriljik az uj szin haszndlatdt, akkor
bevessziik az uj szint a szinek halmazdba, mely az algoritmus sordn dinamikusan vdltozik.
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A kétfajta atszinezés segitségével egy sikgrafot fogunk 5 szinnel szinezni. Az algoritmus
heurisztikaja, hogy minden csiicsnak vessziik azt a sorrendjét, melyben egy csiicsot a
sorrendben legfeljebb az § 5 szomszédja el6z meg.

Egészen addig szineziink minden cstcsot az altalunk hasznalt szinhalmaz 5 elemével,
mig egy Uj cstcsot megel6z6 5 szomszédja mind kiilénbo6z6 szint nem kapott.

Ekkor Kempe szinezéssel atszinezziik ezen cstcsokat és nézziik a tovabbi sorrendet.

6.3.7. Algoritmus (Otszinezd algoritmus). Vegyiik a v csicsot és az 6t megel6z6
vy, ...,05 csucsok sorrendjét, ahol az indexekkel a csicsok szinét és a sorrendiikkel a
geometriai elhelyzekedésiiket reprezentdlja G eqy rogzitett lerajzoldsdandl. Igy legyen a Gi3-
ban C a vy csucs komponense. Most nézziik azokat az eseteket, amikor az 5 szomszédos
csucs kozott van 2 azonos szini:

l.eset: C' nem tartalmazza a vs csicsot, ezért Kempe dtszinezhetjik a vy szinére és igy
a v csucsnak tudjuk adni a 3-as szdmi szint.

2.eset: C tartalmazza a vs csucsot, igy a Kempe dtszinezés nem lesz a segitségiinkre.
Uttal éssze van kétve vy és vs €s az it pontjai alterndlva vannak az 1-es és 3-as szinekkel.
A fenti ut legyen P, ha a v csiucsot hozzdvessziik az uthoz vy és vy feldl is, hiszen mind
a kettdvel szomszédos, akkor eqy P' kort kapunk. A G grdf korabbi lerajzoldsiban P’ egy
onmagdt nem metszd zdart gorbének felelt meg, mely a sikot eqy korldtos és eqy nem korldtos
részre bontja. Amikor v szomszédait elneveztiik, akkor eqy geometriai sorrend szerint
ruhdztuk fel szinekkel az eqyes csiucsokat. Ezek alapjdn vy €s vy kiilonbozd tartomdnyokban
lesz.

(Forras: Hajnal Péter SZTE Kombinatorika Bsc kurzus jegyzete)

6.3.8. Megjegyzés. Hasonloképpen meggondolhato, ha a vy €s v4-es csiucsok alapjan
vizsgdltuk volna az esetet.
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7. fejezet

Osszefoglalas

Szakdolgozatomban a grafok szinezésével foglalkoztam. A bevezetésben és a rakovetkezs
fejezetben a f6bb alapfogalmak, a grafok torténelmi és matematikai hatterének ismertetése
volt a f6 cél, valamint a fejezet masodik felében a grafszinezéssel kapcsolatos sziikséges
tételek és definiciok ismertetése.

A 4. és 5. fejezet két grafosztaly: a paros és perfekt grafok témakorét jarta koriil.
Elgszor a fejezetenként sziikséges fogalmakat tisztaztuk, majd szinezésiikkel kapcsolatos
tételeket, bizonyitasokat, algoritmusokat tanulmanyoztuk.

Az utolsé tartalmi fejezetben a sikgrafok témakorével és az 5 és 4 szinnel kapcsolatos
algoritmusokkal, tételekkel, bizonyitasokkal foglalkoztunk.
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Koszonetnyilvanitas

Szeretném megkoszonni témavezetémnek Hermann Gyorgynek a folyamatos tamo-
gatasat, biztatasat és az alapossagat, mely engem is 0sztonzott, hogy minél méllyebb
ismeretekre tehessek szert a témaéaval kapcsolatban.

Valamint szeretném még megkoszonni csalddomnak, hogy tdmogattak az egyetem évei
alatt. Szaktarsaimnak és barataimnak, hogy batran fordulhattam hozzajuk segitségért.
Valamint az ELTE Matematika szak oktatoinak, hogy ismereteimet az ¢ tudasuk révén

bévithettem.
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