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Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani a csaladomnak, legf6képpen édesanyamnak, aki mindenben tdmoga-
tott, mind anyagilag, mind lelkileg. Szeretném megkdszénni a sok segitséget a konzulensemnek, aki

tamogatott mindenben és mérhetetleniil sokat segitett.
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1. Bevezetés

A szakdolgozat célja, hogy ismertesse miként lehet egy tarsas vallalkozésban (kooperéacioban) a
résztvevGknek megegyezni a koalicio egészének a dijaiban és annak elosztasaban. Gyakori, hogy nincs
Sok probléménél azonban kézenfekvs egy graf csomopontjainak tekinteni a jatékosokat, és igy meghaté-

rozni helyzetiiket. Néhany gyakorlati teriilet, ahol érdemes hasznalni a most bemutatott médszereket:

1. Ha egy irdnyitott haldzat kapcsolja Gssze a forrast a fogadopontokkal, akkor a grafban az élrend-
szeren (atvonalon) érkezik egy kiildemény egy cstucspontba. Az ebbdl indul6 tovabbi ttvonalaknak
megfelel§ szamu masolatot készit a kiildeménybdl az utvalaszto (router). Egy ilyen tobb-kiildéses
atadasnél a savszélesség (kommunikacios csatorna informaciotovabbité képessége) nem tulaj-
donithaté6 minden egyes fogadoponthoz ugyantgy, ezért kell egy armegosztisi mechanizmus a

kiilonb6z8 pontoknak az allokicié soran.

2. Tobb telepiilés is része egy ontozérendszernek, ahol a gatboél valé viznyerés dijszabasat kell egyen-
16en elosztani. A probléma itt nem més, mint hogy a legkisebb &aru és legeffektivebb haldzatot
szamoljuk ki a falvaknak, melyek koziil kdzvetleniil vagy akar kdzvetetten is lehetnek a forrashoz

kétve, jelen esetben a gathoz a falvak kozotti halozatnak a dijelosztéasaval.

Ezeknek a problémaknak a kombinatorikai szerkezete sok mas kérdést vet fel (példaul szamitési dij)
és az ellendrzésiik is nehézkes, ha hidnyzik egy halézatrendszer. Sok kutatas foglalkozott a minimalis
koltségi feszitGfak koltség-elosztésaval. Ilyen rendszerben minden jatékosnak van egy csomoépontja a
grafban és van egy kezdGpont is, amihez kdzvetleniil vagy kozvetetten kell a pontoknak kétGdnie. A
legkisebb koltségt és az 6sszes csomdpontot Osszekots feszitéfa az, amit a jatékosok megakarnak épiteni.
A koltség-elosztasi probléma ebben az esetben a kiilonbo6z6 résztvevs felek kozti 6sszkoltség kiszamitasa
és elosztasa a minimaélis koltségd feszitéfa alapjan. A problémékat két teriiletre lehet osztani aszerint,
hogy az élkoltségek szimmetrikusak-e (mindkét iranyba ugyanannyi a koltség) vagy sem. Ha a méatrix
szimmetrikus, azt feltételezi, hogy a graf irdnyitatlan. Sok esetben az i-bél j-be mend él koltsége
nem egyezik meg a j-bdl i-be meng él koltségével, ekkor a koltségmatrix asszimetrikus, vagyis a graf
irdnyitott. Az iranyitatlan esettel a 3. fejezet foglalkozik Bhaskar Dutta és Debasis Mishra 2011-es
tanulmanya alapjan, az irdnyitott esetet a 4. fejezet taglalja Christian Trudeau 2011-es tanulmanya

alapjan.



2. Kezdeti fogalmak

2.1. Definicié. Legyen N = {1,2,...,n} a jatékosok halmaza.

2.2. Definicié. Koalicio alatt eqy S C N halmazt értink.

2.3. Megjegyzés. A tovdbbiakban legyen S és T két koalicid.

2.4. Definici6é. Az S = N esetet Nagykoalicionak, mig az S = 0 esetet Ures Koalicionak hivjuk.

2.5. Definicid. Karakterisztikus fliggvény alatt olyan fiigguényt értink, mely egy valds szamot rendel

a koaliciohoz, amire teljesiil:
1. v(0) =0
2. Szuperadditiv: v(SUT) > v(S)+v(T), ha S, TCN és SNT =10.

2.6. Tétel. A karakterisztikus fiigguények halmazdn létezik egy egyértelmien meghatdrozott ¢;(v) figg-

vény, amelyre teljesilnek az aldbbi aziomdk:

1. A jdtékosok ereje fiiggetlen az elnevezésiiktdl.

2. Y ien ¢i(v) = v(N) a megszerezhetd haszon teljes felosztdsa.

3. ¢i(v) =0 az olyan i jdtékosoknak, akiknek nincs a jaték menetére befolydsuk.

4. Additiivitds: Ha v és w jatékok az I halmazdin és u = v + w, akkor ¢;(u) = ¢;(v) + ¢;(w).
Ez a ¢i(v) = > cscr V(S (0(S) —v(S\ {i})) karakterisztikus fiigguény a Shapley-érték, ahol

(k) = B=Dnk)!

n:

2.7. Megjegyzés. A Shapley-érték célja, hogy egy olyan valds szamot hatdrozzon meg, hogy egy jatékos

szamdra mekkora az értéke annak, hogy részt vesz a jatékban.
2.8. Definicié. Az x = {x1,22,...,2,} legyen egy kifizetés.
2.9. Definicié. Egyéni racionalitds alatt azt értjuk, hogy x; > v(i) V i € N-re.
Vagyis egy jatékos sem fogadna el olyan kifizetést, aminél jobbat egyediil is elérhetne.
2.10. Definicié. Pareto optimalitison azt értjiik, hogy » ;cn xi = v(N).

Vagyis nem oszthat6 ki tobb, mint amennyi rendelkezésre all, valamint a megszerezhet§ maximalis

értéket szét kell osztani.

2.11. Definicié. Ha az x kifizetésre teljesiil az Eqyéni racionalitds és a Pareto optimalitds, akkor a

kifizetést imputdcionak hivjuk és A(v) az dsszes imputdcid halmaza.

2.12. Definicié. Legyen = és y két kifizetés. Ekkor a nemiires koalicié () # S C N) hatékonyan

preferdlja x-et y-nal szemben, ha teljesiil az aldbbi két feltétel:



1. Preferdlas: x; > y(i) Vi € S esetén.
2. Elérhetdség: Y .oy v < v(S).
Jelolés: x> (S5) y.

2.13. Definicié. Legyen D(v) azon x imputdcick halmaza, amelyekkel szemben egyetlen y imputdciot

sem preferdl hatékonyan barmely S koalicio. Ha A(v) csak egyelemd, akkor azt értjik o Jaték Magjan.

2.1. Minimalis koltségii feszitéfa keres6 algoritmusok iranyitatlan grafban

A feszit6fa egy olyan fa, ami tartalmazza a graf Gsszes cstucsat és élei az eredeti graf élei koziil
valok. A minimélis koltségii feszitéfa olyan Osszefiiggd, iranyitatlan grafban talalhaté feszit6fa, ami a
legkisebb élsuly.

A kovetkezd két algoritmus Osszefiiggs grafokban keresi a minimaélis koltségi feszitéfat. Ezek az
algoritmusok csak vézlatosan keriilnek megemlitésre. Az adott algoritmusok elvarjak a lépések kozott,

hogy az élek koltségei ne valtozzanak.
2.14. Algoritmus. Prim algoritums:

1. 1épés: Valasszunk egy tetszéleges kezdd csuicsot a graf 6sszes cstucsa koziil. Nézziik meg milyen élek
indulnak ki a csticsbol és valasszunk ezek koziil egy minimalisat, amit hozzdadhatunk a feszitéfadhoz.

2. lépés: Nézziik meg milyen élek vannak még a grafban, amik kapcsolédnak a fahoz. Véalasszuk ki
ezek kozil a legkisebb sullyal rendelkezét és adjuk hozzé a feszitéfahoz.

3. 1épés: Ismételjiik a 2. 1épést, amig van szabad pont a grafban.
2.15. Algoritmus. Kruskal algoritmus:

1. 1épés: Valasszunk ki a grafbol a legkisebb sulyu élek koziil egyet.
2. 1épés: Ha az él hozzdadasa a feszit6fahoz egy kort alkotna, akkor dobjuk el az élt.

3. lépés: Az 1. lépést ismételjiikk meg a nem vizsgélt élekkel addig, amig még van nem vizsgalt él.



3. MKFF probléméak irdnyitatlan grafokon

3.1. Bevezetés

Ennek a fejezetnek a célja, hogy ismertesse az alapveté problémét, a f6bb tulajdonsagokat iré-
nyitatlan grafok esetén, amelyek segitségével bevezetjiik a fejezet két f6 megoldéasi modszerét, a Folk
megoldast és a Kar megoldast.

A Minimalis Koltségi Feszitofa (tovabbiakban MKFF) jatéknal ugy tekintjiik, hogy a jatékosok
kiilonb6z6 csticsokon helyezkednek el és Gsszekapcsolast igényelnek egy forrassal, hogy &ruhoz vagy
informacidhoz jussanak. A jatékosoknak mindegy, hogy kozvetleniil vagy kdzvetetten vannak Gsszekap-
csolva.

Az MKFF jatékot meg lehet kozeliteni a jatékosok tulajdonjogai alapjan, eszerint lehet kozos tu-
lajdonu vagy magantulajdoni. A magéntulajdont megkozelitésben a jatékosok felelGsek a sajat éleik
koltségéért, viszont a kdzos tulajdontt megkozelités ezt nem igy csinéalja.

A Shapley-érték a MKFF magéntulajdont megkdzelitését segiti. Ezt Kar tanulméanyozta és teljesen
a magantulajdoni megkozelitést engedi meg a negativ koltség-elosztasnél, hogy a jobb helyzetben levs
jatékosokat jutalmazza. Ezt a modszert Kar megoldasnak szokéas hivni. A moédszer nem garantélja a
mag allokaciot és ezért a stabilitast sem. Ezzel szemben a Folk megoldas mindig mag allokacios és
Populécios Monotonités tulajdonsagi. Azonban a Nemcsokkenthetd koltségmatrix természeténél fogva

sok informéciot elhagy a Kar megoldéssal szemben.

3.2. Problémak iranyitatlan grafokon

Legyen N = {1,2,...} a résztvevdk lehetséges halmaza és N C N a jatékosok halmaza, akiknek
kapcsolodniuk kell a forrdshoz, a megkiilonboztetett 0 ponthoz.

3.1. Jel6lés. Legyen No = N U {0}.

3.2. Definicié. Bdrmely Z halmazra definidljunk egy Z° halmazt, ami a nem sorba rendezett (i,j)

pdrok halmazat jelenti, vagyis minden i és j kozti élt.
3.3. Definicié. Legyen c = (cc)een; egy vektor Ré\]g -n, ahol a c. jelenti az e él koltségeit.
3.4. Definicié. Legyen T'(N) az dsszes koltséquektor az N jatékosok halmazdn.

3.5. Kovetkezmény. Mivel ¢ minden csiucsparhoz kiltséget rendel, ezért c-t nevezhetyiik eqy koltség-

mdtriznak.

3.6. Definicié. A (0, N,c) hdrmast a minimdlis koltsegi feszitéfa problémdnak (MKFF) nevezzik,

ahol a 0 mindig a forrdst jeloli.

3.7. Megjegyzés. Mivel a 0 mindig a forrdst jeloli, ezért a tovdabbiakban azt elhagyjuk és az MKFF

problémdt egyszerden (N, c) problémdnak nevezzik, amire N C N és ¢ € T'(N).

3.8. Definicié. A p, kor alatt egy olyan K > 3 (ig,ix+1) €lpdrokbol dllé halmazt értink, amire

k € [0, K — 1] esetén teljesiil, hogy io = ix =1, i1,...,ix—1 kilonbézd és mds mint [.



3.9. Definicio. A py, egy it | és m kézott a (ig,ig+1) K élhalmazon, ahol k € [0, K — 1], nem

tartalmaz kort, ig =1, ix =m, i1 ...,ix_1 kiulénbozik és mas mint | vagy m.

3.10. Megjegyzés. A feszitdfa alatt ezentil eqy nem sorbarendezett kir nélkili grafot értink az Ny

elemibdl.

3.11. Definicié. Legyen t a grdf e éleibdl dllo feszitdfa, amire a kéltség: ., ce.

3.12. Definicié. Legyen C(N,c) az asszocidlt kéltség, vagyis az MFKK kdltsége.

3.13. Megjegyzés. Nem biztos, hogy csak eqy MKFF-nek létezik az adott problémdndl C(N, c)-je.

3.14. Definicié. Legyen t*(C) az dsszes MKFF és T*(C) az dsszes kéltségmdtriz az adott MKFF

jdtékndl.

3.15. Definicié. Legyen ¢ a megkités a c kéltségmdtriznak az Sy C Ny koaliciéhoz, ahol Sy = SU{0}.
3.16. Definicié. Legyen C(S,c) a kéltsége az (S,c®) MKFF problémdnak.

3.17. Megjegyzés. C a c-hez rendelt kéltségfiigguény.

3.18. Definicié. Legyen CCT(S,c) az a kiltség, ami az dsszes jdtékost S-ben a forrds kapcsoldshoz

haszndl, felhaszndlva az dsszes lehetdséget Ng-ban.

3.19. Megjegyzés. C°T egy egyediildlls kiltségjdaték az (N, c) MKFF problémdbél, amikor a megfeleld

kézds tulajdonjogi megkéozelitést alkalmazzuk.

3.20. Kévetkezmény. CYF(S,c) = mingcrC(T,c) és CCF(S,c) < C(S,c).

3.3. Koltségmegosztas

A teljes értéke egy ¢ koltségmatrixnak megfelel6 MKFF-fel altalaban kevesebb annal, mintha az
Osszes jatékost a forrashoz csatolnank. Tehat a csapat a kooperaciobél hasznot nyer. Ez veti fel azt a
problémat, hogy a kdltség megtakaritast hogyan osszuk el a jatékosok koézott, vagyis hogyan allokaljuk a
teljes koltséget a kiilonbdzd jatékosoknak. Az (N, c) MKFF problémaknal a koltség allokécio (y € RY)

osztja el a koltség részesedést a jatékosoknak kiilon-kiilon. Az egyenstlyi feltétel:

ZieN Yi = C(Nv C).

Egy koltség megoszto megoldas kioszt egy koltség allokaciot (y(IV, ¢)-t) barmely (N, c) MKFF problé-
mara.

Barmelyik C koltségmatrixbol véletlenszerten véalasszunk egy t*(c) € T*(¢) MKFF-et és legyen pf;
az ut i és j kozott a t*(c¢) MKFF-en keresztiil.

3.21. Definicié. A ¢* Nemcsdokkenthetd koltségmdtriz definidldsa: ci; = max i Ce.

Pij

3.22. Megjegyzés. A tovabbiakban a Nemcsokkenthetd kéltségmdtrizot NCSKM-nek fogjuk nevezni.



A Folk megoldas az a Shapley-érték, ami a c¢*-hoz tartozik és C*(S,c) = C(S,¢*) V S C N-re.
Bogomolnaia és Moulin (2010) egy zart formulat ad a Folk megoldasra. Vegyiik i-t és rendezziik Gjra
c};-t az n—1 darab i jatékosra illeszked§ éleket novekvé sorrendben véve. Az j ¢f* értékre ¢! < ¢f? <

<g *(n— 1).

Az y/ (N, c) Folk megoldas felirhato ny(N, )= Lcp + Zk 1T k+1) min[c}*, ¢f;] alakban. A Folk
megoldéasban hasznalt ¢* koltség megfelel annak az "optimista" jaték értelmezésnek, hogy a jaték osztja
ki barmely S koalicionak a koltségét a tagok Osszekapcsolasara a forrassal, azzal a feltétellel, hogy N\ .S
jatékosai mar eleve csatlakozva vannak és helyeik kozos tulajdonjoguak és igy tudjuk meghatarozni a
Folk megoldést a Shapley-érték segitségével.

A Kar megoldasban a Shapley-érték az az értéke a jatéknak, ahol a koalicio feltételezi, hogy masok

nem csatlakoznak és helyeik magéntulajdonok. Ezt szokas pesszimisztikus jatéknak nevezni.

3.4. Tulajdonsagok

Megvizsgaljuk a kiilonbozé koltségmegosztasi megoldésokat leird tulajdonsagokat, mint amikkel
néhany informaciot is elhagyhatunk a koltségmatrixbol. Ezeket a tulajdonsidgokat kombinéljuk késGbb.
A két els6 tulajdonsag teszi nekiink elérhet6vé a probléma kisebb részekre osztasat, ami egyszertibb
is és koze van a klasszikus additivitas tulajdonsaghoz, ami a klasszikus koltségmegosztasi modellek

része.

3.23. Tulajdonsag. Mag Vilasztis (MV): Barmely (N,c) MKFF problémdndl, ha S C N esetén
Yies YillV,¢) < C(S,0).

Sok esetben aggodalomra ad okot, hogy a jatékosok nem fognak megallapodni az egyiittmiikodés-
ben. A klasszikus MV tulajdonsig gondoskodik rola, hogy egyetlen jatékos-csoportra juto koltség se

legyen tobb, mint a véllalkozas megvalositasanak koltsége.

3.24. Tulajdonsag. Populicids Monotonitds (PM): Birmely (N, c) MKFF problémdndl¥ i € S C N,
yz(Na C) S yl(sa CS)'

A PM tulajdonsag szerint egyetlen jatékos sem ellenzi az 1j jatékosok felvételét a koalicioba.

3.25. Tulajdonsag. Szakaszonkénti Linearitds (SZL): Bdarmely (N, c¢) és (N, ') MKFF problémdndl,
ha van az éleknek van egy o : N§ — {1,..., W} rendezése, amire teljesil, hogyha ¥ e, ¢/ € N§,

ole) <o(e) ésce < cer, cl <cl,, akkor y(N,c+ ') =y(N,c) +y(N,c).

e’

Ha két koltségmatrixnak (c-nek és ¢’-nek) van egy k6zos rangsorolédsa az éleik kozott a legolcsobbtol
a legdragabbig, akkor koltség részesedésiik ¢+ ¢’-on az az Osszeg, ami a koltség részesedésiik c-n és ¢’-n
az SZL miatt.

3.26. Tulajdonsag. Szabdlyzott Additivitis (SZA): Bdrmely (N,c) és (N,c') MKFF problémdndl
létezik olyan t € T*(c) N T*(c') és m : t — {1,...,|N|} az élrendszere. Ekkor ¥ e,e’ € t-re ha
ole) < ¢(e), akkor c. < ¢, ésce <., ésy(N,c+)=y(N,c)+y(N,d).

3.27. Kovetkezmény. SZA-bol kivetkezik SZL.
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3.28. Tulajdonsag. Irrelevancia (IRR): Az (i,j) €l irrelevdns, ha c;; > max[co;, co;].

Az alabbi tulajdonsig kimondja, hogyha egy él nincs benne egy koaliciéban sem, akkor koltségé-
nek novelése nem lesz kihatéassal a koltség részesedésekre. Az ilyen él sosincs hasznélva, mert mindig

elénytsebb i és j jatékosok altali forras kapcsolodas.

3.29. Tulajdonsag. Irrelevins Elek Fiiggetlensége (IEF): Bdarmely (N, c) és (N,c') MKFF problémd-

ndl, ha max[co;, coj] < ¢ij < cj; €s ce = c; kiilonben, akkor y(N,c) = y(N,c').
Az IEF szab ki koltséget az irrelevans éleknek, amiket nem hasznal egy koalicio sem.
3.30. Tulajdonsag. Redukcionizmus (RED): Barmely (N, c) MKFF problémdra: y(N,c) = y(N,c*).

A RED kimondja, hogy a koltség részesedések csak az NCSKM-t6l fiiggnek, és csak azokon az
éleken, amelyek az MKFF részét képezik. Igy a matrix sok informacioja nem kell, mivel az NCSKM-
ben legfeljebb |N| kiilonb6z§ érték lehet az élek koltségeire. Ez a probléméat konnyiti és a szdmitast is
egyszerisiti.

A kovetkezd két tulajdonsig olyan eseteket taglal, ahol S és N \ S egymastol fiiggetleniil kapcso-
lodnak a forrashoz. Igy megengedett, hogy kiilon-kiilon szamitsuk ki a részesedéseket a problémara,

ami S-re és N \ S-re vannak korlatozva.

3.31. Tulajdonsag. Csapat Figgetlenség (CSF): Barmely (N,c) MKFF problémdndl, ha S C N olyan,
hogyVie S, je N\S ésc;j > max[cy;, co;|, akkor

yi(S,¢%) ha i€ S

yi(N’C)_{ p(N\S,cM¥) ha ieN\S

A Csapat Fiiggetlenség nem sokszor jon els, mert S és N \ S teljes fiiggetlenségét kivanja, ahol az

S-ben 1év§ jatékosoknak egyik N \ S-ben 1évs jatékosossal sem éri meg egytttmikodni.

3.32. Tulajdonsag. Szeparabilitis (SZEP): Barmely (N, c) MKFF problémdndl, ha C(S,c) + C(N \

S,c) = C(N,c), akkor
i(S,¢%) ha i€S
yi(N,¢) = yi(S,¢”) ha i€
yi(N\ S,c¥\) ha i€ N\S

A SZEP megengedi a részesedések kiilon-kiilon szamitésat, ha az egyedi koltségek forrashoz vald
kapcsolasa S-nél és N \ S-nél megnovelik a vallalkozés teljes koltségét. Ilyenkor nincs értelme egyiitt-

miikédni.
3.33. Kovetkezmény. A SZEP-bil kovetkezik a CSF.

3.34. Definicié. Legyen ¢ a c-hez tartozo forrds kapcsoloddsi probléma: ¥ i € N-re, cy; = co;, amig

cij =0V 1,5 € N-re.

Igy ami maradt, az a jatékosok forrashoz kapcsolasanak koltsege. Az MKFF ugy néz ki, hogy
egy jatékos van a forrashoz kapcsolva, mégpedig az az i, amire ¢p; < ¢o; V j € N és minden mas

hozzakapcsolodik koltség nélkiil, hiszen ¢;; = 0V 4,5 € N-re.
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3.35. Definicidé. Legyen ¢ a c-hez tartozd jdtékos kapcsoldddsi probléma: ¥V i, j € N, ¢;; = ci; mig

Co; = maXeeNg Ce Y 1 € N-re.

Igy minden jatékos ugyanakkora magas koltséggel rendelkezik a forrashoz csatolashoz. Ezért az
MKEFTF olyan, hogy csak egy véltlenszeriien valasztott jatékos van kozvetleniil a forrashoz kapcsolva, a

tobbi jatékos pedig rajta keresztiil.
3.36. Definicié. Legyen ¢ definidlva: ¢o; = maxeeng V i € N-re és ¢ = 0 kiilonben.

A kovetkezd két tulajdonsag arra a megfigyelésre épiil, hogyha egy koltségmatrixnak nincs irrelevans
éle, akkor mindig van egy MKFF, ahol csak egy jatékos csatlakozik kézvetlen a forrashoz. Egy MKFF
talalasanak problémajat két részre lehet osztani: megkeresni azt, akit a forrashoz kapcsolhatunk és

mindenki méas kapcsolasa.

3.37. Tulajdonsag. Probléma Szeparicié (PSZ): Bdrmely (N,c) MKFF problémdndl, ahol ¢ nem
tartalmaz irrelevdns élt, ott y;(N,c) = y;(N,¢) + y;(N, ¢) — y;(N,¢) Vi € N-re.

A PSZ kimondja, hogy ugyanigy kettévalaszthatjuk a koltség részesedési problémat: elészor meg-

osztjuk a koltségét a forrashoz kapcsolodasi problémanak, majd a jatékos kapcsolddési problémat is.

3.38. Tulajdonsag. Gyenge Probléma Szepardcié (GYPSZ): Bdarmely (N,c) MKFF problémdndl,
ahol ¢ nem tartalmaz irrelevins élt, ha c. < minen coi ¥V e € t*(c) ¥ t* € T*(c), akkor y;(N,c) =
Yi(N, ¢) + y;(N, ¢) —y;(N,¢) Vi € N-re.

A GYPSZ-nél a tulajdonsag akkor fordul els, ha a legkoltségesebb MKFF-beli él az, ami egy 1]

jatékost csatol a forrashoz.

3.39. Kovetkezmény. A PSZ és a GYPSZ mellett teljesil, hogy S C N esetén C(S,c) = C(S,¢) +
C(S,¢) = C(S,¢). Mivel hozzdadtuk a max.cn; c. extra koltséget a jdtékos csatoldsi problémdhoz, most

eltdvolitjuk azzal, hogy levonjuk C(S, ¢)-t.

Ezek a tulajdonsagok kozott csak IEF és CSF tiinik univerzalisan alkalmazhaténak, mig a tobbi

csak egyszertsiti a problémat, viszont nem mindig lehetséges hasznalni Sket.

3.40. Tulajdonsag. Szimmetria (SZIM): Bdirmely (N,c) MKFF problémdndl ha i és j olyanok, hogy
Cik = ¢jr ¥ k€ No\ {4, j}-re, akkor y;(N,c) = y;(N,c).

3.41. Tulajdonsag. Anonimitdis (A): Barmely (N,c) MKFF problémdndl és az N 7 permutdcidjdndl:
mxy(N,c) =y(N, 7 *c).

Vagyis, ha két jatékos ugyanolyan karakterisztikival rendelkezik, ami esetiinkben az élek koltségének

viszonyulasa mas jatékosokhoz, akkor egyenlGen kell kezelni Sket.

3.42. Tulajdonsag. Rangsorolds (R): Bdarmely (N,c) MKFF problémdndl, ha c;; < cji ¥V k € Ng \
{i,j}-re, akkor y;(N,c) < y;(N,c).

Az R szerint, ha ¢ jatékos helye nem rosszabb, mint j helye, akkor ¢ nem kell, hogy t&bbet fizessen,

mint j.

12



3.43. Tulajdonsag. Szigori Rangsorolds (SZR): Barmely (N,c) MKFF problémandl, ha c;, < cji, ¥
ke No\{i,j}, ca > cji 1l € No\ {i,j}-re és ciy < max;en|[coi,co], akkor y;(N,c) < y;(N,c).

szigorian kevesebbnek kell lennie, mint j-nek.
A kovetkezd tulajdonsagok a koltségrészesedések valtozasaval foglalkoznak, amikor egy vagy tobb

él koltségét megvaltoztatjuk a koltségmétrixban.

3.44. Tulajdonsag. Koltség Monotonitis (KM): Bdrmely (N,c) és (N,c') MKFF problémdndl, ha
ci; < cij Vi,j € No-ra és c, = c. kilonben, akkor yx(N,c') < yx(N,c) ¥V k € {i,j} \ {0}-ra.

A KM egy minimalis tulajdonsag, ami kimondja, hogy ha i és j kozotti él koltsége csokken, akkor

1 és j nem szabad, hogy szenvedjen emiatt.

3.45. Tulajdonsag. Szigori Koéltség Monotonitds (SZKM): Bdrmely (N,c) és (N,c') MKFF problé-
mdkndl, ha c;j < maxye i jy\(o) Cok, akkor ci; < c;j és c, = c. kiilénben, akkor yi.(N,c') < yx(N,c) V
ke {i,j} \{0}-ra.

Az SZKM szerint csak egy par jatékos felel6s az Sket Osszekots élek koltsegeert. Igy a KM-hez

képest az SZKM szerint ha az él egy koaliciéban is benne van, akkor i és j allokicidja csokken.

3.46. Tulajdonsag. Egyenld Bindsmdd (EB): Birmely (N, c) és (N,c¢') MKFF problémdndl, hai,j €
N olyan, hogy cij > c}; és c. = c, kiilonben, akkor y;(N,c) —yi(N,c') = y;(N,c) — y;(N,c).

Az EB-nél megkoveteljiik az egyenld felelGsséget is. Ha az él koltsége csokken, akkor mindkét jaté-

kosnak a koltség részesedésének is valtoznia kell ugyanennyivel.

3.47. Tulajdonsag. Gyenge Egyenlé Bindsmdéd (GYEB): Bdarmely (N,c) és (N,c') MKFF problé-
mdndl, ha i,j € N és c;j > ci; és ce = c; kiilonben és C(N,c) = C(N,c’), akkor y;(N,c) —yi(N,c') =
yi (N, ¢) —y;(N, ).

A GYEB az EB-hez képest csak azokra a valtozasokra igaz, ami nem befolyésolja az 6sszkoltségét
a véllalkozasnak (olyan élkoltség valtozasok, amik nem részei egy MKFF-nek sem).

A kovetkezd tulajdonsagok teljesen mas irdnyt vesznek, de jobban illenek a k6zos tulajdond meg-

kozelitéshez.

3.48. Tulajdonsag. Szolidaritis (SZOL): Barmely (N, c) és (N,c') MKFF problémandl, ha c;; < ci;
és c. = ¢, kiilonben, akkor yi(N,c) < yip(N,d)V k € N-re.

A SZOL kimondja, hogyha egy él koltsége csokken, akkor senkinek a koltsége sem néhet. Ez hasonlit

a KM-hez, de nem csak azokra a jatékosokra vonatkozik, akik az érintett él koriil vannak.

3.49. Tulajdonsag. Gyenge Szolidaritds (GYSZOL): Bdrmely (N,c) és (N,c¢') MKFF problémdndl,
ha c;j < cj; és ce = c, kiilonben és C(N,c) < C(N,c'), akkor yi(N,c) < yr(N,c') ¥V k € N-re.

A GYSZOL csak arra az esetre korlatozodik, ahol az érintett él része az MKFF-nek és igy van
hatasa az 0sszkoltségre.

Tegyiik fel, hogy a jatékosok forrashoz csatolasidnak koltsége egyenlé vagy dragibb, mint az a

koltség, amivel a jatékosok maguk kozott kapcsolodnak.
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3.50. Tulajdonsag. FEzira Kiltség Egyenld Elosztisa (EKEE): Birmely (N, c) és (N,c') MKFF prob-
lémdndl, ha co; = co, ¢p; = ¢y Vi € N-re, ¢; > co > 0 és ¢, = c}k < ¢ V j,k € N-re, akkor
Yi(N, ') = yi(N, c) + 57"

Az EKEE kimondja, hogy ha az egyenld koltség, ami a forréssal valo kotéshez kell novekszik, akkor

az extra koltséget a jatékosoknak maguk kozott kell elosztani.

3.5. Tulajdonsagok kozti kapcsolatok

A tulajdonsagok koziil az SZR-t érdemes hasznalni, ha nem akarjuk, hogy néhany aszimmetrikus
jatékost szimmetrikusként kezeljiink. Az EB és a SZOL fiigg a probléma értelmezésétdl és a tulaj-
donjogoktol. A tulajdonsigok nem teljesen fiiggetlenek, mert az erds és a gyenge valtozatok kozotti

nyilvanvalé kapcsolatokon kiviil még vannak egyéb kovetkeztetések is.
3.51. Lemma. Az aldbbi dsszefiiggések teljesiilnek:

1. A PM-bol kévetkezik MV és SZEP

2. A SZOL-bdl kovetkezik RED és KM

3. A RED-b6l kovetkezik GYEB

Mar emlitettiik, hogy SZA-bo6l az SZL, mig SZEP-b6l a CSF kovetkezik. A kovetkezd segédtétel ezt

hasznélja fel.

3.52. Lemma. Ha N 3 vagy tobb jatékost tartalmaz, akkor az y megoldds teljesiti SZA-t és SZEP-et
akkor és csakis akkor, ha teljesiti SZL-t, CSF-et és RED-et.

Bizonyitas:

1. irdny: Megmutatjuk, hogy SZA-bol és SZEP-bdl kovetkezik SZL, RED és CSF. Lathato, hogy
SZA maga utan vonja SZL-t és SZEP pedig CSF-et. Megmutatjuk, hogy SZA és SZEP is maga utan
vonja RED-et. Vegyiink egy tetszoleges ¢ koltségmatrixot és ¢’ legyen ¢, = c, — ¢& V e élre. Igy c-nek
és c¢*-nak megegyez6 t MKFF-je van (ugyanazon jatékosok és koltségek) és ¢, = 0, ahol e € t. Vagyis
alkalmazhatjuk SZA-t agy, hogy y(N,c) = y(N,c*) + y(N, ).

SZA miatt felirhatjuk, hogy y(N,c') = Z{k,l}eNg cyy(N,c*), ahol ¢ = 1, ha e = {k,l} és
kiilsuben 0. Ha 0 ¢ {k,1}, akkor 3,y C({i},c*) = C(N,ck) = 0. A SZEP miatt y,(N,cH''}) =
yi({i}, () =0V i € N-re. Ha {k,1} = {0, j} akkor Vi € N\ {j} és C(N\ {i},c*) = C({i},c*) =0
(mivel 3 vagy t&bb jatékosunk van). A SZEP miatt y;(N, c®) = y;({i}, (¢F)1HD=0v i e N\ {j}-re. A
koltség egyensiilyi feltétel miatt y;(N,cF) = 0, igy y(N, c) = y(N, c*).

2. irany: SZL-b6l, RED-bd] és CSF-bdl kovetkezik SZA és SZEP. ElGszor SZA-val kezdjiik. Legyen ¢
és ' kozos MKFF-je t, ahol az élek ugyanigy vannak rangsorolva a legolcsébbtél a legdragabbig. Legyen
ph; az at i és j kozott t MKFF-ben, ahol 4,5 € Ny, igy ¢j; = mingep: Ce €s = mingep: c,. Legyen
d = c+c és dj; = cj;+cis. ARED miatt y(N,d) = y(N,d*), az SZL miatt y(N,d*) = (N, c*)+(N, ).
A RED miatt y(V,c¢*) + y(NV, ™) = y(N,¢) + y(N, ). Az SZA igy teljesiilt.
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Megmutatjuk, hogy a RED alatt a SZEP egyenls a CSF-fel. Vegyiik djra a ¢* NCSKM-et és ekkor
C(S,c*) + C(N \ S,¢*) = C(N,c*), hogy tudjuk alkalmazni SZEP-et S és N \ S vonatkozasaban.
CSF-et akkor alkalmazhatjuk, ha C(R,c*) + C(T,¢*) =C(RUT,c*) YV RC S és T C N \ S-re. Mivel
C(S,c*) + C(N\ S,c*) = C(N,c*). A ¢* t° MKFF-je jatékosokat kapcsol S-ben a forrashoz csak az
S-beli jatekosok helyét felhasznalva. Egy hasonlo tV\* MKFF-je az N \ S-nek.

Legyen t = t5 UtN\S, Az NCSKM tulajdonsagai miatt, ahol i € S és j € N \ S ott

*

¢l

* * *
MaXeept C; = max(maxeepgjs Cer MaAXeep, ¢N\S Cp ).

* __ % A *
s Co = Cp; €8 ¢

T *
Igy ¢;; max, :

> max N\s Ce¢ = CQj-
ept = eepty\ Te T C0J

Tehat semmi elénye nem szarmazik egyik S-beli jatékosnak abbol, ha egy N \ S-beli jatékossal
kooperal. Egy NCSKM-re, ahol teljesiil SZEP, ott CSF is teljesiil. Igy SZL-bsl, RED-bél és CSF-bsl
kovetkezik SZA és SZEP.

3.53. Lemma. Az y megoldds teljesiti SZOL-t akkor és csakis akkor, ha teljesiti a GYSZOL-t és a
RED-t is.

Mivel RED kovetkezménye a SZOL, igy ha egy olyan élre alkalmazzuk ami nem része egy MKFF-nek
sem, akkor teljestil.

Most kimondunk pér lehetetlen helyzetet hoz6 eredményt.
3.54. Lemma. Az aldbbi dsszefiiggések teljesiilnek:
1. Semmilyen megoldds sem teljesiti SZR-t és M V-t egyszerre
2. Semmilyen megoldds sem teljesiti SZKM-et és MV-t egyszerre
3. Semmilyen megoldds sem teljesiti SZR-t és RED-et egyszerre
4. Semmilyen megoldds sem teljesiti SZKM-et és RED-et egyszerre

Az SZR és az SZKM, amik a magantulajdoni megkdzelitések alapjai, inkompatibilisek MV-vel. A
3.51-es Lemma miatt PM-mel sem kompatibilisek. A 3. és 4. pont mutatja, hogy barmely megoldas,
ami teljesiti RED-et, az sokkal kozelebb van a kozos tulajdont megkozelitéshez, mint a magantulajdona
megkozelitéshez.

Ezek utan készen édllunk a Folk megoldés, a Kotelezettség megoldas és a Kar megoldas feltételeinek
megvizsgalasara.
3.6. Folk megoldas

Ez kapta a legtobb figyelmet, és ennek is van a legtobb tulajdonsaga. Az el6zé alfejezetek eredmé-

nyeire épitve egy kompakt formaban mutathato be a Folk megoldas.

3.55. Tétel. Legyen N-nek 8 vagy tébb jatékosa. Az y megoldds Folk megoldds akkor ds csakis akkor,
ha teljesiti az aldabbi feltételeket:

1. EKFEE, RED és CSF (Lorenzo és Lorenzo-Freire (2009))
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2. SZL, SZIM, RED és MV (Bergantino (2011))
3. SZL, SZIM, RED és CSF (Bergantino és Kar(2010))

Mindegyik feltétel magéban hordozza RED-et. Ez egy vitathato tulajdonsig és a Folk megoldéashoz
all kozel, mivel az NCSKM-re tamaszkodik. Az SZL és a SZIM maga utan vonja EKEE-t, igy az 1.

egy szorosabb feltétel, mint a 3., ezért az 1. tiinik a legerdsebb feltételnek.

3.7. Kotelezettségi megoldas

A megoldéas érdekes koltség-elosztas szempontjabol és a Folk megoldast is tartalmazza, el6szor Tijs
mutatta be 2006-ban. Kruskal algoritmusdhoz hasonlit, mert minden lépésnél az élek koltségét, ami
az MKFF-hez van adva, a bel6le hasznot huzé jatékosok fizetik meg. A koltségrészesedések kiszabjak
az egyének kotelességét a csoport felé. Bergantinos és Kar (2010) egy mésik megkozelitést alkalmaz,
ahol kotelezettségi megoldasok marginalis értékei a nem csokkend koltségjatékoknak. Megvizsgaljuk a

megoldéas kiilonbozs feltételeit.

3.56. Tétel. Az y megoldds eqy kitelezettségi megoldds akkor és csakis akkor, ha teljesiinek az aldbbi
feltételek:

1. SZA és PM (Lorenzo és Lorenzo-Freire (2009))

2. SZA, RED, GYSZOL és MV (Bergantinos (2011))

3. SZA, RED, GYSZOL és SZEP (Bergantinos (2011))

4. SZL, RED, GYSZOL és PM (Bergantinos és Kar (2010))

Bergantinos és Kar 2010-ben, Bergantinos 2011-ben megmutatta, hogy SZIM hozzaadasaval a felté-
telekhez megkapjuk a Folk megoldast. Bergantinos, Lorenzo és Lorenzo-Freire 2010-2011-ben bevezeti
az altalanositott kotelezettségi megoldasok csaladjat, ahol egy jatékos kotelezettsége fiigg a jatékosok

egészétll és nem csak a kozvetleniil hozza kapcsolodoktol.

3.57. Tétel. Az y megoldds egy generalizdlt kitelezettségi megoldds akkor és csakis akkor, ha teljesiti
SZA-t, RED-et és GYSZOL-t is (Bergantinos (2010)).

3.8. Kar megoldas

A Folk megoldéssal ellentétben a Kar megoldas kevesebb figyelmet kapott, és megvannak az elényei,
de a hatranyai is. A magéantulajdon megkozelitéshez jobb, és nem hagy ki olyan informéaciot, mint a

Folk megoldas.
3.58. Tétel. Az y megoldds Kar megoldds akkor és csakis akkor, ha teljesiti EB-t és CSF-et.

3.59. Megjegyzés. Az EB egy nagyon erds tulajdonsdg, ami nem csak azt hordozza magdban, hogy
az i és j jatékosok az & kdrnyezd éleikért felelnek, hanem azt is, hogy a jdtékosok kélcséndsen feleldsek
az Osszekotd élikért. Osszehasonlitva a Folk megoldds 1. feltételével azt latjuk, hogy EB helyettesiti
EKFEE-t és RED-et. Mivel EKEE is biztositott a Kar megoldds dltal, eqgy feltétel, ami a CSF-vel eqyiitt

haszndlja, osszehasonlithatnd a Folk megoldassal.
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3.9. A Folk megoldas és a Kar megoldas 6sszehasonlitasa

Trudeau 2010-ben létrehozott egy olyan megoldés csaladot, ami a Folk megoldas és a Kar megoldas

rokonsdgat hordozza magaban. Hat kisebb tulajdonséig jellemzi ezt a csaladot.

3.60. Tétel. Azy megoldds teljesiti SZL-t, A-t, IIE-t, GYEB-et, GYPSZ-t és CSF-et akkor és csakis
akkor, ha y = ay® + (1 — a)y/ ésa € R.

A megoldasok feltételei elénydsek olyan téren, hogy olyan tulajdonsigokat is hasznélnak, amik nem
kapcsolédnak a mésik megoldashoz.

A Folk megoldas akkor jO, ha stabilitasrol van sz, viszont kevésbé elényos, ha a valtozasokra vagy
a kornyezo élekre kell reagélni, ezért a Kar ellentéte. Ezt egy tablazatban nézziik meg, ahol a "+" a

n_n

teljestilést jelzi, mig a pedig a nem teljesiilést.

Tulajdonsag | Folk megoldds | Kar megoldas Tulajdonség| Folk megoldas | Kar megoldas
o ; = szim + +
° s B - A + +
= R + +
3 sz + * «
T o] SZR = ]
b SZA * - =
c KM + *
IEF + * 2
o B " is SZKM - z
2 8 sz0L N -
v CSF + + 5 GYszOL + -
2 SZEP + = £5 N +
& pSz - i GYEB + +
. GYPSZ + + EKEE T i
1. dbra. Tablazat 1 2. 4dbra. Tablazat 2

A stabilitas azt jelenti, hogy a jatékosokra kiszabott értékek elfogadhatdak-e mindenki szamara,
nehogy tulfizetettség legyen. A stabilitasnal latjuk igazén a kiilonbségeket. Az Gsszehasonlitasi tu-
lajdonsagok koziil azok nem teljesiilnek, amik egy kifejezett megoldasra épiilnek. Az egyszertisitési
tulajdonsagoknal 1atjuk, hogy a Folk megoldas egyszertisitheté az NCSKM hasznalataval, amig a Kar
megoldéis mindig kettéoszthaté a forras és a jatékos kapcsolasi probléméra. Ahogy lathattuk 4.28-ban,
RED kozel van SZA és SZEP-hez. Most megmutatjuk egy példan keresztiil a tanult Folk megoldés és

Kar megoldés kozti kiilonbséget:

3.61. Példa. Legyen N = {1,2,3} és az dbrdn jelolt sulyok az élek silyai.

Ekkor a ¢ koltségmatrix és a ¢* NCSKM:
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és c* =

o O o O

0 0
0 0
0 0
0 0

S O = O
o O o =
o O o o
o O O O
o O o o

A Folk megoldas meg fog egyezni a ¢* NCSKM Shapley-értékével, vagyis Sh(Cc—*) = (0,0,0). A

Kar megoldas esetén a koltség Shapley-értéke lesz a megoldas: Sh(c) = (%, f%; f%).
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4. MKFF problémik irdnyitott grafokon

4.1. Bevezetés

A fejezet célja olyan iranyitott grafos jaték bemutatdsa, ahol a mag nem {ires és igy a jatékosok
nem preferdljak a kilépést. Bird ezt mutatta ki a szimmetrikus koltségmatrixoknal.

Latjuk majd, hogy minden koltség allokicio, ami mag valasztas és megfelel egy invariancia feltétel-
nek kiszab minden félnek egy olyan koltséget, ami a Bird megoldasban kiszamitott minimum koltséget
meghaladja. A koltség allokécié rendelkezni fog azzal a tulajdonsaggal is, hogy ha két koltségmatrix ko-
zOtt az a kiilonbség, hogyha egy i-be meng él koltsége megnd, akkor a koltség-elosztas is i-nél legalabb
annyival megy fel, mint barmelyik masik jatékosnak.

A Bird megoldés hasznos, de az a hatranya, hogy tilsdgosan is tamaszkodik az MKFF szerkezetére,
és kis valtozas a struktirdjaban drasztikus valtozasokat okozhat a koltség-elosztasban.

Mivel a Folk megoldas nem hasznal fel minden informéciot, ami a koltségmatrixban van, vagyis az
élek koltségeit, amik nincsenek benne a minimélis koltségi feszit6faban, azok az élek irrevelansak.

A mi megoldasunk, hogy irdnyitott esetben az NCSKM-et tobb informécioba keriil meghatérozni,
mint csak az MKFF elemeit. A rangsorolési szabalyunk is més: ha az i-be érkezg élek koltsége nagyobb,
mint a j-be érkezsk, és az i-bdl és j-bdl indulé élek megfelelnek egymasnak, akkor i-nek hatirozottan
tobbet kell fizetnie, mint j-nek. Az irdnyitott MKFF jatékot minimélis koltségi iranyitott feszitéfenyd
jatéknak fogjuk hivni és MKIFF-fel fogjuk jeldlni.

4.2. Valtozasok az iranyitatlan esethez képest

4.1. Definicié. Az irdnyitott g grdf (tovdbbiakban digrdf) élei {ij : i € Ny, j € N és j # i}, ahol ij

egy irdnyitott €l i és j kiézitt.
4.2. Megjegyzés. Ezentil a grdf alatt digrdfot, az €l alatt irdanyitott élt értink.

4.3. Megjegyzés. Az ij koltségének nem muszdj megegyezni ji-vel az irdnyitds miatt. Ez az eqyik
fontos kilonbség az MKFF problémdakhoz képest. Az MKIFF megegyezik az MKFF-fel iranyitatlan
grafban, vagyis az MKIFF eqy dltaldnositisa az MKFF-nek, ha a kéltségmdtriz asszimmetrkus.

4.4. Megjegyzés. Bdrmely S C N-nél Sy jeloli SU{0}-t. So-n egy digrif irdnyitott éleinek halmaza:
{ij:i€8p,j€S,i#j}.
4.5. Definici6. A gg jeldli azt a grifot So-on amiknek élei {ij : i € Sp,j € S}.
4.6. Megjegyzés. Amikor egyértelmi az S halmaz, akkor gs, g helyett g, g’ jelélést alkalmazunk.
4.7. Megjegyzés. Minden ij-re vonatkozik, hogy c;; > 0, azaz minden kéltségmdtriz nemnegativ.
4.8. Jel6lés. Minden c koltségmdtrizndl egy g grdaf koltségének jeldlése c(g). Vagyis

c(g) = Zijeg Cij-

4.9. Megjegyzés. Ha ¢ a kéltségmdtriz, akkor c'(g) lesz a g grdf kiltsége.
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4.10. Definicié. Egy 1it g-ben a (i',...,i") csicsok sorozata i*-bél i -ba és 77+ egy él g-ben ha
1<j<K-1.

4.11. Megjegyzés. Az it az i%i2,i%i3,..., {5 1K éleket haszndlja.

4.12. Definicié. A g-ben egy kir a (i',. .., i% iKT1) csicsok sorozata, ahol (i*, ... %) egy it g-ben,
KK+ egy €l g-ben és it = KT

4.13. Definicio. Az i csics kapesolodik j csicsba, ha a kettébdl van it eqgymdsba.

4.14. Definicié. A g grdf egy fenyd 0-bol kitndulva N-be akkor és csakis akkor, ha g nem tartalmaz

kért ésV i € N csiucsnak csak eqy bejovd éle van.
4.15. Jelolés. Legyen Ax minden fenydje N -nek.
4.16. Definicié. Egy g fenyd MKIFF a c koltségmdtrizra nézve, ha c(g) < c(g') V ¢’ € An.

4.17. Megjegyzés. A késébbiekben eqy rekurziv algoritmus segitségével mutatjuk meg milyen MKFF

fog megfeleni adott kéltségmdtriznak.

4.18. Jelolés. M (c) jeloli az MKIFF-ek halmazdt, amik a c koltségmdtriznak megfeleldek N halmazdn

és T(C) az dsszes koltséget, ami M (c) barmely eleméhez fizodik.
4.19. Definicié. A c és a ¢ kéltségmdtriz fenyd ekvivalens, ha
1. csucsaik szdma megegyezik
2. ha ij él szerepel MKIFF-ben, akkor c(ij) = ¢/ (ij).
3. M(c)=M()

4.20. Jelblés. Minden N-ben levé S halmazra Ag jeloli az Sy csicshalmazi fenydk halmazdt és
M(c, S) lesz az MKIFF részhalmazinak a jele.

4.21. Jel6lés. Ha az S sajit MKIFF kiépitését tervezné és ilyenkor csak Sy csicsait haszndlhatja,
akkor S egy c(gs) koltséget vesz fel, ahol g5 € M(C,S)

4.3. Koltség allokacioés probléma

4.22. Definicié. A kéltség allokdcids szabdly olyan u : T(N) — RN fiigguény, amire teljesiil, hogy:
Yoien 1i(C) =T(C) ¥V c € I'(N)-re.

4.23. Jelolés. Jelilje Cy(N,c) a c-nek megfeleld (N, c) kéltségjdték magjat az MKIFF jatékokndl, azaz
az olyan kéltség-elosztdasok halmazdt, amikre minden S C N-re ). g x; < c(S) és Yoy i = ¢(N).
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4.4. Tulajdonsagok

4.24. Megjegyzés. Legyen c és ¢’ két kéltségmdtriz az S halmazhoz, ha M(c) = M ().

4.25. Tulajdonsag. A p kéltség allokdcids szabdly megfelel a Magvdlasztisnak (MAV), ha minden c
koltségmatrizra: p(C) € Co(N,c).

A MAV a stabilitast segiti el6, mert semmilyen jatékosnak sem éri meg, ha visszautasitja az eldirt
koltség allokaciot.

A kovetkezd axiomak a szamitasi Gsszetettséget egyszertsitik az allokdcioban.

4.26. Tulajdonsag. A pu kéltség allokdcios szabdly megfelel az Irrelevans Kéltségek Fiiggetlenségének
(IKF) ha 1(C) = p(C') minden c és ¢’ kéltség-mdtrizra, amik fenyd-ekvivalensek.

Az TFK azt mondja ki, hogy az MKIFF-ben résztvevs élek koltségeitdl fiiggjon a koltség allokacio.
Vagyis ha két koltségmatrixnak ugyanolyan az MKIFF-je és az éleik koltségei nem valtoznak, akkor az

elsirt allokacié koltsége is ugyanolyan.

4.27. Tulajdonsag. A p kéltség allokdcids szabdly megfelel a Mas Koltségek Figgetlenségének (MKF),
ha ¥V i € N-re és minden c és ¢’ kéltségmdtrizra cj; = cj; ¥ j € No \ {i}-re, akkor ju;(C) = j1;(C").

Az MKF egy erGsebb fiiggetlenségi axiéma, ahol sziikséges, hogy a koltség allokacidja egy csucsnak

csak attél fiiggjon, hogy mennyi bejovs él koltsége van a csicsnak.

4.28. Tulajdonsag. A u kéltség allokdcios szabdly megfelel az Invariancidnak (INV), ha minden c
és ¢ kiltségmatrizra ¥ j € N-re, i € No \ {j}-re ¢j; = cij + € és ¢,y = cpg V ¢ € N\ {j}-re, akkor
1;(C") = p;(C) + €, pg(C") = pg(C) ¥ g € N\ {j}-re.

Az INV tulajdonsig alapjan minden jatékos részesedése az 6sszkoltségbdl monotonikusan legyen
kiszamitva a vektorainak koltségébdl a sajat bejovs éleit illetGen. Példaul ha az ij él koltsége felmegy,

de méasoké marad, akkor j részesedése a totalis koltségbdl nem csokkenhet.
4.29. Megjegyzés. MKF-bol kovetkezik az INV.

4.30. Tulajdonsag. A u koltség allokdcio szabdly megfelel a Kdzvetlen Koltség Monotonicitdsnak
(KKM), ha barmely c és ¢’ kéltségmdtrizra és ¥ i € No-ra, j € N-re, ha c¢;j < cj;, és minden mds
kl #ij €lre ciy = ¢}, akkor p;(C") > p;(C).

A KKM szerint ha néhany ij él koltség felmegy, mig masoké marad, akkor az allokécios szabaly az

6nallé j csticsnak r6 fel adott mennyiségi e-t.

4.31. Tulajdonsag. A pu koltség allokdcids szabdly megfelel a Kozvetlen Erds Koltség Monotonicitds-
nak (KEKM), ha birmely c és ¢’ kéltségmdtrizra, amire V i € No-ra, j € N-re ¢;j < cj; és birmely
mds kl # ij €lre cy = ¢}, teljesil, hogy u;(C") — p;(C) > pp(C") — p(C) V k-ra.

A KEKM az el6z6 tulajdonsaghoz képest annyiban jelent tobbet, hogy nem minden csics maga

felel a bejovs koltségek vektordért.
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4.32. Megjegyzés. MKF-b6l kivetkezik KEKM, amibél pedig KKM. MKF egy nagyon fontos kéve-
telmény, és nem tudunk eqgy elfogadhatd kéltség allokdcios szabdlyt, ami teljesiti ezt a feltételt az dsszes

lehetséges koltségmatrizra.

4.33. Tulajdonsag. A u koltség allokdcids szabdly megfelel a Szimmetridnak (SZ), ha V i,j € N-re
és barmely c koltségmdtrizra, ha cxi = cp; ¥V k € No\ {i,5}-re és cix = cju V k€ N\ {i,j}-re, és
cij = ¢ji, akkor 11;(C) = p;(C).

Az SZ szerint, ha két cstics i és j megegyezs bejovs és kimend élkoltségi vektorral rendelkeznek,

akkor a koltség részesedéseikben sem kiilonboznek.

4.34. Tulajdonsag. A u kéltség allokdcios szabdly megfelel az Erds Szimmetridnak (ESZ), haV i,j €
N-re, ¢ kéltségmdtrizra, ha cg; = cx; ¥ k € No \{i,j}-re és cij = cji, akkor p;(C) = p;(C).

Az ESZ kikoti, hogy két jatékos ugyanazt a koltséget fizeti, ha ugyanaz a bejovs élkoltségének

Osszege, még ha a kimengiké nem is.

4.35. Tulajdonsag. A p koltség allokdcios szabdly megfelel a Rangsorolisnak (R), ha ¥ i,5 € N-re

és c koéltségmadtrizra, ha
1 ciy=cjp VkeN\{ij},
2. ¢ >ckj YV ke No\ {4,5},
3. ¢j; > ¢y,

akkor 11;(C) > p;(C).

Az R 0Gsszehasonlitja a koltség-elosztast az egyediilallo csicsokon és azt allitja, hogyha a koltsége
minden bejovs ¢ élnek egységesen nagyobb, mint j, mig a kimend élek koltsége megegyezik, akkor ¢
szigortan tobbet fizet, mint j. Hasonlit a Monotonitashoz, mivel minden csicsnak azt mondja, hogy

sajat felelGsségeik a bejovs koltségek.

4.36. Tulajdonsag. A p kdltség allokdcios szabdly megfelel a Nem-Negativitisnak (NN), ha p;(C) > 0
Vie N-re ésV c e I'(N).

4.37. Tulajdonsag. A u koltség allokdcidos szabdly megfelel a Folytonossignak (F), ha ¥V ¢ > 0-ra
létezik 6 > 0 1igy, hogy birmely c és ¢ kéltségmdtrizra, ahol |c;j — ci;| < 6 YV ij € {pqlp € No,q €
N,p # q}-ra, akkor |u;(C) — p;(C")| < eV i€ N-re.

4.5. Bird megoldas

Bird 1976-0s cikkében bemutatott egy olyan koltség allokiciés megoldast, ahol a koltség allokécié a
koltségjatéek magjahoz kotsdik, ezzel alatdmasztva, hogy a mag sosem iires. Ebben a részben mutatjuk
be, hogy még az iranyitott grafnal is a Bird allokaciok a hozzatartozo jaték magjihoz tartoznak. Ha a
koltség allokacios szabéaly teljesiti MAV-ot és IKF-et, akkor a koltség allokacioja az egyes jatékosoknak
legalabb a minimum kdéltségnek felel meg, amit a kiillénb6z6 Bird allokacidkban a jatékos fizet meg. Ez
azt jelenti, hogy ilyen koltség allokacios szabély egybe kell essen a Bird szaballyal abban az esetben,
ha egyetlen MKIFF van.
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4.38. Definicié. Legyen u(i) birmely g € Ay fenydre és birmely i € N-re egy olyan csics, ami a
0 forrdsbol az i-be vezetd irdnyitott it utolsé csicsa. Vagyis u(i) az, ami i és a 0 forrds kozétt van,

megeldzve i-t.
4.39. Definicié. Bird megolddsrol beszéliink, ha c egy koltségmdtrix és teljesiilnek az alabbi feltételek:
1. Bdrmely g € M(c) esetén a g-hez tartozé Bird allokdcio b;(g,c) = cu@y; ¥ i € N-re.
2. Egy Bird szabdlyt ad a Bi(c) = 3. (o) We(c)bi(g,¢) Vi € N, ahol
2 gen(e) Wolc) =1 éswy(c) =0V g € M(c)-re.

4.40. Megjegyzés. A Bird megoldds eqy szabdlycsaldd, mivel lehetdség van viltozatos konvex kombi-
ndciora Bird allokdcidval. A silyok mértékét kivetkezetesen kell kivdlasztani, ha a Bird megoldds teljesi-
teni akarja IKF-et. Tegyik fel, hogy M(c) = M(c) két koltségmadtrizra (c-re és c’-re). A wy(c) = wgy(c’)
sulymegkdtés minden g € M(c)-re biztositja, hogy a Bird szabdly teljesiil.

Bebizonyitjuk, hogy a Bird allokacidk a koltségjaték magjdhoz tartoznak.
4.41. Tétel. Minden c kéltségmdtrizra és g € M(c) MKIFF-re b(g,c) € Co(N,c).

Bizonyitéas: Vegyiik barmelyik g € M (c)-t. Indirekt tegyiik fel, hogy b(g, ¢) nem a magban van és

S C N blokkolja az egyiittmiikddést. Ez azt eredményezi, hogy Y. _ ¢ bi(g, ¢) > ¢(S). EV legyen a g altal

€S
hasznalt MKIFF élek halmaza V ¢ € N-re, e; jellve a g-ben 1év6 ¢ csticsot és legyen Eév ={e;:i €S}
Vegyiink egy MKIFF-t, ahol S koalici6 felel a ¢ kéltségmatrixért és jeldlje E° ezen MKIFF altal
hasznalt élek halmazat.

Vegyiik azt a digrafot hogy ¢’ = (EV \ EY) U E®. Ez a digraf lesz egy feny6 a nagy koaliciéhoz.
V¢ € N egy bejovs éllel rendelkezik g’-ben - minden 7 jatékosra, ha nem nézziik a kiilonleges bejové
élt g-nél, akkor helyettesitettiik egy kiilonleges éllel ES-bél. A g’-nek nincs kore, mivel E° a halmaza
az éleknek az S MKIFF-nél és ez azt mutatja, hogy minden N csucs kot6dik a 0 forrashoz. A ¢’ graf
koltsége c(N) — > cgbi(g,¢) + ¢(S) < ¢(N), ahol az egyenlStlenség a kezdeti ) ;.o bi(g,c) > c(S)
egyenl6tlenség miatt van. Ez ellentmond annak, hogy g € M (c).

4.42, Megjegyzés. Természetes, hogy a Bird szabdly teljesiti IKF-t abban a megkdtésben, ami a
4.40-es Megjegyzésben taldlhato.

Bizonyitsuk, hogy barmely koltség allokacios szabély, ami teljesiti MAV-ot és IKF-et, meg kell,
hogy szabja a koltség-elosztast, amit a Bird allokicié minimumja hataroz meg. Vagyis V c és i € N
legyen b]"(c) = mingear(c) bi(g, ¢).

4.43. Tétel. Bdrmely c kéltségmdtrizra és minden p koltség allokdcids szabdlyra, ami megfelel MAV-
nak és IKF-nek teljesiil, hogy p;(c) > b"(c) ¥V i € N-re csak eqgy M(c) létezik és u egybeesik a Bird
szaballyal.

Bizonyitas: Fixaljunk egy ¢ koltségmétrixot és vegyiink figyelembe minden g koltség allokacios

szabalyt, ami megfelel MAV-nak és IKF-nek. Az ellentmondéshoz tegyiik fel, hogy i € N és p;(C) =
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b7 (c) — €, ahol € > 0. Legyen g egy MKIFF tugy, hogy b;(g,¢) = b"(c). A p cstcs egy utodja g-nak
g-ben, ha az él gp € g. Legyen S a halmaza az i Osszes utdédjanak és T'= N \ {i}. Legyen a ki olyan
él, amire ki € g. Ekkor 7,7 p;(C) = ¢(N) — cx; + €.

Ha S = 0, akkor ¢(T') = c¢(N) — cxi < 3 ;ep 15(C). gy T egy blokkol6 koalicié, ami ellentmond
annak, hogy p megfelel a MAV-nak. Vagyis S # ().

Definidljuk a E(c) = Ug,,eM(C) {pq : pq € g"}-t. E(c) a halmaza minden iranyitott élnek, ami
valamelyik MKIFF része, ami megfelel a ¢ koltségméatrixnak.

Legyen S1 ={j € S:kj € E(c)}, és So = S\ Sy és legyen j € Sy. Legyen ¢’ egy MKIFF, amiben
kj e g'. Mivel (¢’ \ {kj}) U{ij} is egy feny6 cy; < ¢;; van. Hasonloan, ¢;; < c;, mivel g egy MKIFF.
IgyVje S1,¢ij = Cij.

Ha Sy = ), akkor az el6z6 egyenlet alapjan c(T') = ¢(N) — cpi < 32;cp 1i(C), és T egy blokkold
koalici6 lenne. Igy Sy és S, nem iires.

Vegyitk a g =g\ ({ki} U{ij:je S} U{kj:je S} digrafot. Vagyis g a digraf, amiben V i-hez
k6t6d6 él ki van tordlve g-bol és Vi utod g-ben k utédjava valik g-ben. Igy g egy fenySje T-nek. Vegyiik

a ¢’ koltségmétrixot a kovetkezSképpen:

C;{)] = Cij —+ 72|§2‘, ha] e SQ
Cpg = Cpq ¥ Pq € E(c)-re

Cpg = c(N) +1V pq ¢ E(c)-re

c és ¢ feny6 ekvivalensek. Az (E(c) U {kj : j € Sa})-ben levs élek azonban nem lehetnek részei
annak az MKIFF-nek, amik ¢’-nek megfelelnek. Tegyiik fel, hogy kj* benne van g € M (¢’)-ben, ahol
J* € Sy. A k*i legyen egy él g-ben. Mivel c¢x; = b*(c), és mivel ¢; = cg;, ezért ¢}, < Cjn,-

Vegyiik a kovetkezd digrafot: g = (g\{k*i, kj*})U{ki,ij*}, ahol k*i és kj* élt a g-bol helyettesitjiik
ki és 15*-gal. V j € N van egyetlen bejovs él g-ben. g-ben nem is lehet kor, mert akkor g-ben is lenne
kor, Igy § egy fenyé.

Mivel ¢;* < ¢j ;. € ¢f; < cpy, 18y a § graf Osszkoltsége alacsonyabb, mint g-ben, ami pedig
ellentmondas, mert M (c’)-ben van g.

Ezek szerint ¢ és ¢’ fenyd ekvivalensek. Igy IKF mutatja, hogy u(C) = u(C’). A g graf kdltsége a

¢’ koltségmatrixban:

queg c;q =c(N) = cri — Zjes Cij — ZjES C%j
=c(N) — ki — Djes, Cij + 2jes, G + ngl]
=c(N) = cri+ 5 =2 jer mi(d) — 5,

ahol u(C) = u(C’)-bdlés a y . 11j(C) = c¢(N) —cyi+e-bol értjiik meg az egyenldtlenséget. Vagyis
d(T) <> er 1i(C'), ami ellentmond annak, hogy s teljesiti MAV-ot. Igy,

i (C) > b (c) ¥V j € N-re
Ha c-hez egyetlen MKIFF tartozik, akkor u;(C) = b*(c) V i € N-re, mivel ) .\ pu(C) =

S ien B(0) = e(N).
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4.44. Példa. Mutatunk eqgy példdt arra, hogy nem mindig létzik egyértelmi eredmény az MKIFF

problémara.

Legyen N = {1,2} és az MKIFF probléma: co1 = 2, cgo = 3 és ¢12 = 1.

A Folk megoldas az MKFF problémékra kiszabja, hogy minden jatékos 1.5-6t fizet, mig a Bird
megoldasnal az 1. jatékos 1,2-6t és a 2. jatékos l-et fizet. Mivel a Folk RED tulajdonségu (tehat
megfelel IKF-nek) és megfelel a MAV-nak, mutatja, hogy a 4.43 Tétel szerint megfelel az MKIFF
problémanak.

Most vegyiik azt az MKIFF problémat, ahol cg1 = 2, cp2 = 3, c12 =1 és co1 =a > 0.

Legyen g olyan MKIFF, hogy g = {01,12}. Ha a megoldas megfelel IKF-nek, akkor nem fiigghet
az ’a’ értéktsl, mert a cop él egy irrelevans él. Ez egy ijabb megkétés az MKIFF problémaban, de nem

fordul el az MKFF probléméanal, mert a szimmetria szerint a = 1.

4.45. Tétel. Vegyiink egy p koltség allokdcids szabdlyt, ami megfelel MAV-nak és IKF-nek. Igy nem
felelhet meg F-nek vagy KKM-nek.

Bizonyitas: N = {1,2}. Vegyiik a kovetkezd koltségmatrixot: co; = 6, coa = 4, ¢12 = 1,¢01 = 3,
ahol b7"(c) = 3,b5"(c) = 1. A p teljesiti IKF-et és MAV-ot. A 4.43 Tétel miatt py (C) > 3 és pa(C) > 1.
Vegyiik /-t gy, hogy ¢{; = 6+¢, ahol € > 0 és minden més él annyit ér, mint c¢-ben. Egyetlen MKIFF
van és mivel u teljesiti MAV-ot és IKF-et, a 4.43-as Tétel miatt p(C’) = (3,4). A p teljesiti KKM-et,
ezért 3 =y (C') > 1 (C) > 3. Tgy u(C) = (3,4). Vegyiik ¢’-t, ahol clly = 4 + v és v > 0, mig minden
mas él annyit ér, mint C-ban. Ha a p teljesiti MAV-t, IKF-et és KKM-et, akkor u(C) = (6, 1).

Az ellentmondas szerint g nem teljesiti MAV-t, IKF-et és KKM-et. Ha viszont teljesiti MAV-
ot, IKF-et és F-et, akkor kell egy f : R? — R? folytonos fiiggvény, ahol (3,4) = u(C) + f(€,0) és
(6,1) = u(C) + f(0,7). Olyan fiiggvény viszont nem létezik, ahol €,y > 0 és f(0,0) = (0,0).

4.46. Kovetkezmény. A 4.42 és a /.43 mutatja, hogy kilonbség van az asszimetrikus és a szimmet-

rikus koltségmdtrizok allokdcids szabdlyaindl.

4.47. Megjegyzés. Az asszimmetrikus esetben sokkal kevesebb lehetdség van, de meqg lehet feleltetni
a MAV-nak, a KKM-nek és az F-nek az IKF kivételével.

4.6. Rekurziv algoritmus

Az algoritmus a Folk megoldashol emel at részeket és teljesiti a harom alaptulajdonsig megfelels
valtozatat az MKIFF probléméknal. Az algoritmus bebizonyitja, hogy a p az R-nek megfelelhet, ha
az IKF-nek nem is. Az algoritmust Edmonds (1967), Chu és Liu (1965) tanulményai alapjan MKIFF
épitésére hasznaljdk. Ez az MKFF-k épitésétdl kiillonbozik, de polinomidlis idében fut.

Az MKFF épitésére hasznalt moho algoritmusok nem megfelelGek az MKIFF problémara. A mohé
algoritmus hibaja, hogy egy MKFF mindig a minimum koltségii nem iranyitott élt vilasztja. Azonban

az MKIFF-ban lehetnek olyan minimum koltségt élek, amik nem tartoznak bele a megoldasba.

4.48. Algoritmus. A rekurziv algoritmus lépései:
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1. 1épés: Minden egyes csticsnal ki kell valasztani a belépd élek koziil a legkisebb stlyut, és en-
nek salyat az adott csiicsba belépd Osszes él stulyabol le kell vonni. Az igy kapott siulyozéasnal kell
szupercsuccsé 0sszehtuzni a 0 salyt irdnyitott korokket.

2. lépés: Kiszamoljuk az 1j élstlyokkal keletkezd koltségmétrixot, ez az 1. ilyen lépés soran ct.

3. 1épés: Minden cstcsnal keresiink egy 0 koltségt élt. Ha ezeknek az éleknek a halmaza egy MKIFF
grafot alkot, akkor készen vagyunk.

4. Egy 4j &' stlyozott grafot készitiink a 0 forrassal, a szupercsticsokkal és a nem szupercstcsokkal.

5. 1épés: Megismételjiik az 1. 1épést.

4.49. Példa.
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Az algoritmus szerint az 1-es csticsba 1éps éleknek 4-gyel, a 2-esbe lépGknek 3-mal, a 3-asba és
4-esbe lépsknek 1-gyel, az 5-Gsbe lépSknek pedig 2-vel kell csokkenteni a sulyat. A 3-as és az 5-0s

csucsokat Osszehizhatjuk egy szupercstuccsa.

0 - 0 -
3

o 2

és ¢ =

- 6 4
6

o = O

Jol lathato, hogy még nincs MKIFF a grafban, ezért megismételjiik az 1. lépést. Az 1-es csiicsba
1ép6 éleknek O-val, a 2-esbe 1épSknek 0-val, a 3-asba lépSknek 1-gyel és 4-esbe 1épSknek O-val kell
csokkenteni a sulyat. A 3-as és az 4-0s csucsokat Osszehtuzhatjuk egy szupercsicesa. Az Osszevonas

el6tti allapotot a bal oldali 4bra mutatja, mig az 6sszevonés utani allapotot a jobb oldali abra.
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4.7. Nem csokkenthetd koltségmatrix

Bird 1976-ban vezette be a nem csokkenthets koltségméatrixot az iranyitatlan esetben (lasd 3.21
Definici6). Barmely ¢ szimmetrikus koltségmatrixnal Bird nem csokkenthets koltségmatrixanak tu-
lajdonsaga, hogy egyik élnek sem csokkenthetd tovabb a koltsége anélkiil, hogy az MKFF koltsége

csokkenne.
4.50. Jeldlés. A nem csokkenthetd koltségmdtrizokat ¢BE-rel jeloljiik.
4.51. Megjegyzés. A BT egy szimmetrikus koltségmdtriz és c-bol lett szamitva.

4.52. Definicié. Legyen g eqy MKIFF-je a ¢ szimmetrikus koltségmdtriznak és p(ij) az it i-bél j-be

ezen a g fin, aminél i € Ny és j € N. Igy a nem csokkenthetd koltsége az ij élnek:

BR _ -
;" = MaXpiep(ij) Ck V 1, J € N-re.

4.53. Megjegyzés. Ha valamely ij €l része eqy minimum kéltségi feszitéfanak, akkor cZBj’.R = ¢yj.

Viszont ha ij nem része, akkor cf}R < Cjj.

Vagyis az eredeti minimalis koltségi feszitéfak is megmaradnak az NCSKM-ben és 4j fak is mi-
nimalizaljak a nem csokkenthets koltségét a feszitéfaknak. Bird megmutatta, hogy a cPf koltségére
vonatkozoé jaték konkav, ezért a Shapley-érték a jaték magjahoz tartozik. Mivel minden ¢j élre igaz,
hogy cf;R <cjésa cBR jaték magja része a c jaték magjanak, igy a koltség allokicios szabalyt a ¢BF
jaték Shapley értékének valasztva teljesiti a MAV-ot, a KKM-et és az F-et is.

Ha kiprébalnank egy azonos megkozelitést az MKIFF problémanal az nem teljesen jo, mivel a
koltségmatrix asszimmetrikus. Az NCSKM csak az MKFF-ekben szerepld élek koltségétol fiigg. Tehat
egy koltségjaték Shapley-értéke, ami a nem cstkkend értékii matrixnak felel meg, ilyen informaciora
hagyatkozik. Ebbé6l kovetkezik, hogy a Folk megoldasnak meg kell felelnie IKF-nek. A 4.45 Tételbdl
kovetkezik, hogy nem lehet hasznalni ugyanazt a megoldést, mint a szimmetrikus esetben. Ezt mutatja

be a kovetkezs példa:

4.54. Példa. Legyen N = {1,2}, co1 =6, coo =4, c10 =3, co1 =7 és g MKIFF-je: g = {01712},

Viszont maxgiep(0,2) Ckl = Co1 = 6 > cgo.
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A kovetkezében az NCSKM-nek arra a tulajdonsagara koncentralunk, hogy egy él koltsége sem
csOkkenthet6 ugy, hogy az eredeti koltséghez tartozé6 MKIFF egy MKIFF maradjon. Ebbél kovetkezik,
hogy az MKIFF Gsszkoltsége az NCSKM-eknél ugyanannyi, mint az eredeti matrixoknal.

4.55. Definicié. A c és a ¢ kdltségmdtriz kiltség ekvivalens, ha T(C) = T(C"), vagyis az dsszkéltségeik
az MKIFF-eikben ugyanannyi.

4.56. Definicié. A c? kéltségmdtriz eqy NCSKM-je a c kéltségmdtriznak, ha c és cf kéltség ekviva-

lensek, cﬁ < ¢;; €s nem létezik mds ¢ koltségmdtriz, amely kiltség ekvivalens c-vel oly mddon, hogy

R

valamely ij-re c;; < c;; €s cjy < ek az dsszes (kl) # (ijf)-re.

4.57. Definicié. A c? ekvivalens c-vel, ha c és c'* koltség ekvivalensek és ¥ ij-re cﬁ < ¢;; €s minden
él eqy cB-nek megfeleld MKIFF rész.

Lehetséges egynél tobb megfelel6 NCSKM akkor is, ha a ¢ kdltségmatrix szimmetrikus. A t6bbszoros
NCSKM-ek az MKIFF problémaknal még asszimetrikusak is lehetnek.

4.58. Példa. Legyen N = {1,2}, co1 = 1, co2 = 3, ¢12 = co1 = 2. Az NCSK-k egész osztilya adja:

b =1,c=24+¢ ck =2 co =1—¢, ahol e €[0,1].

4.59. Definicié. Az R(c) jeldli azon NCSKM-ek halmazdt, amik a ¢ kéltségmdiriznak megfelelnek.

4.60. K6vetkezmény. Ha c egy NCSK, akkor R(c) = {c}.
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Barmely ¢ koltségmatrixnal a rekurziv algoritmust hasznaljuk, hogy felépitsiink egy konkrét R(c)-
beli matrixot. Egy kis jelolési dthagassal a kiilonleges NCSK-et, amit mi épitiink, tgy jeloljik, hogy
cf'. De ez nem okoz ziirzavart, mert a kovetkezSkben csak ezt vizsgaljuk. A ¢ NCSK altalunk épitve

teljesiti a kovetkezdt:

1. A kapott ¢® nem fiigg attél, hogy az egyszeriisitéseket milyen sorrendben csinaljuk a rekurziv

algoritmus soréan.

2. A cf'-nek megfelel§ koltségjaték konkav.

Ezeket figyelembe véve be lehet latni, hogy ha egy pu allokaciés szabaly, amely a c¢®-nek megfelels
koltségjaték Shapley-értéke teljesiti a MAV-ot, a KEKM-t és az F-et.
Mivel a rekurziv algoritmus roviditi a jatékot és az NCSKM a rekurziv algoritmust hasznélja, igy

két kiillonbozs jaték rovidits szabély akar mas eredményt is hozhatna.

4.61. Definicidé. Az NCSKM-et jol megalapozotinak hivjuk, ha a kilonbozd jatékrovidité szabdlyok
ugyanazt az NCSKM-et adjdk.

4.62. Tétel. A ! koltségmdtriz egy jol megalapozott NCSKM.

4.8. A c® tulajdonsagai

4.63. Tétel. Vegyiik barmelyik c kéltségmdtrizot, az S C N részhalmazt és legyen i € N '\ S. Igy cf-re

a kévetkezdk igazak:

1. Van olyan S U {i} MKIFF, ami megfelel c® kiltségmdtriznak gy, hogy i egy levele ennek az
MKIFF-nek.

2. (S U{i}) — cF(S) = minges, .
3. Az (N,cf) Kiltségjiték konkdv.
4.64. Kovetkezmény. Ha ¢ egy NCSK, akkor az (N, c) kéltségjiték konkdv.
Bizonyitas: Ha ¢ NCSK, akkor R(c) = {c} és 4.66-bol kivetkezik ez a kovetkezmény. Véltozas c-ben

véltozas cf-ben is, tehat folytonosan véltoznak egyiitt.

4.9. Az f* koltség allokaciés szabalya

4.65. Definicié. Az f* kéltség allokdcids szabdly az (N, c?) kéltségjaték Shapley-értéke, vagyis f*(c) =
Sh(N,cf).

4.66. Tétel. Az f* koltség allokdcids szabaly teljesiti F-et, INV-et, KEKM-et, MAV-ot, R-et, SZ-t.
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