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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném kifejezni koszonetemet témavezetémnek, Dr. Csomés Petranak, aki szakér-
telmével és faradhatatlan munkdjaval hatalmas segitséget nytjtott dolgozatom elkészitésében.
Segitett a téma kivalasztdsdban, a konzultaciok sordn hasznos magyardzatokkal, tandcsokkal
szolgélt, gondosan atnézte a szakdolgozatomat. Kiilon koszonom tiirelmét €s megértését, a ren-
geteg belém fektetett idejét €s energidjat €s nem utolsé sorban azt a végtelen motivaciot és
biztatdst, ami nélkiil ez a dolgozat nem késziilhetett volna el.

Hél4dsan koszonom sziileimnek és testvéremnek, amiért tanulmédnyaim sordn mindig feltétel
nélkiil timogattak, folyamatosan 0sztonozték munkdmat, biztattak céljaim elérésében.

Koszonet illeti bardtaimat, akik mindig mellettem alltak, lelkileg tdmogattak.
Tovabba koszonom szaktarsaimnak, hogy végig lelkesitettiik egymadst, és segitettiik egymdsnak
kisebb-nagyobb felmeriil§ probléma esetén.

Végiil szeretném megkoszonni az ELTE valamennyi oktatéjanak, akik tuddsukkal és szakér-
telmiikkel segitettek iddig eljutnom és hozzdjarultak, hogy a diplomdmhoz sziikséges tudast
elsajatitsam.



Bevezetés

Szakdolgozatom témdja a galaxisok dinamikdjanak leirdsakor fontos szerepet jatszé Hénon—
Heiles modell és annak vizsgdlata matematikai médszerekkel. A fizikdban, azon beliil is a kdosz,
a kaotikus viselkedés vizsgdlatiban ez a modell fontos szerepet tolt be. A dolgozatomban mi
inkdbb ennek a modellnek a matematikai vonatkozasdval foglalkozunk.

Az 1950-es évek végén €s a 60-as évek elején djra felmeriilt az érdeklddés a galaxis potenci-
aljaban mozgo csillagok mozgdsanak harmadik izolalo integrdlja irdnt. (A galaktikus dinamikai
irodalomban az els§ integral két tipusat kiilonboztetik meg: izoldlé és nemizoldld. Ezek fontos
szerepet toltenek be dinamikai rendszerek pélydinak vizsgdlata soran.)

1964-ben Michel Hénon és Carl Heiles egy cikket tettek kozzé The Applicability of the Third
Integral Of Motion: Some Numerical Experiments cimmel [1]. Ebben a csillagok nemlinedris
mozgdsat vizsgiltak egy galaktikus kozéppont koriil, sikra korldtozva. Azaz egy olyan egyszerd-
sitett, idealizalt galaxismodellt tanulmédnyoztak, amelyben a csillagok a szabdlyos palydk mellett
kaotikus palydkon is mozoghatnak.

Eddig a galatikus dinamikdban csak két izoldl6 integrél volt ismeretes: a teljes energia és a ga-
laxis szimmetriatengelye koriili impulzusmomentum. Felmeriil a kérdés, hogy 1étezik-e esetleg
még ezeken kiviil izoldl6 integral. Eredeti otletiik tehdt a mozgas harmadik izoldl6 integraljanak
megtalaldsa volt.

Annak ellenére, hogy eddig csak két izoldl6 integrélt ismertek, a Nap kozelében 1évS csillagok
megfigyelése és a pdlydk szdmszer( kiszdmitdsa sordn azt kaptak, hogy bizonyos esetekben ezek
a kozeli palydk olyan viselkedést mutattak, mintha harom izolalé integréljuk lenne.

Ennek vizsgélata céljabdl egyszerdsitett, kétdimenzids, nemlinedris, tengelyszimmetrikus po-
tencidlt vettek fel, és megdllapitottdk, hogy a harmadik izolél6 integrél csak korldtozott szamu
kezdeti feltételnél 1étezik. Arra az eredményre jutottak, hogy kis energidval inditva a csillagot,
a megoldds még reguldris, viszont az energia novelésével a vizsgalt palya egyre ,,zavarosabb”
lett. EbbGI az egyszerisitésbdl a potencidlt Hénon—Heiles potencidlnak nevezziik.

Ebben az esetben ez azt jelenti, hogy bizonyos esetekben nem létezik a harmadik izolal6
integrdl a Hénon—Heiles-féle galaxismodellben. A modern perspektivdban a kezdeti feltétele-
ket, amelyek nem rendelkeznek a mozgds harmadik izoldl6 integraljaval, kaotikus pédlydknak
nevezziik. A harmadik izoldl6 integral 1éte a Tejutrendszer kinematikdjanak statisztikdja szem-
pontjabol jelentds. Az, hogy a Galaxisnak van-e harmadik izoldl6 integrdlja, még nem eldontott
kérdés. Ha nem létezne a harmadik izolél6 integral, az azt jelentené, hogy valdszintleg 1éteznek
kaotikus palyék is a Tejutrendszerben. [4]



A dolgozatban ezzel a modellel foglalkozunk, ezt vizsgaljuk matematikai szemmel. Megmu-
tatjuk, hogy a Hénon és Heiles dltal felirt egyenlet egy Hamilton-rendszert alkot. Megvizsgaljuk
a rendszer egyensulyi pontjait és azok stabilitdsat, valamint ezeket fazisképek és Poincaré-
metszetek segitségével szemléltetjiik. Ez részletesen a kovetkezSképpen épiil fel:

Az elsé fejezetben bevezetjiik a modell tanulmanyozdsahoz sziikséges matematikai hétteret.
Kimondjuk a vizsgdlat sordn haszndlando, eddig tanult alapvet§ fogalmakat és tételeket.

A mésodik fejezet a Hénon—Heiles modell felirdsarol szol. Ebben a fejezetben tériink ki a tanul-
manyaim sordn eddig nem tanult matematikai fogalmakra. Bevezetjiik a Hamilton-rendszerek és
a Poincaré-metszetek definiciéjat, kimondjuk az ezekkel kapcsolatos, a tovabbiakban sziikséges
tételeket €s allitasokat.

A harmadik fejezetben megvizsgaljuk a modellt az eddig jol ismert médszerek alapjan. Meg-
mutatjuk, hogy a Hénon és Heiles 4ltal felirt egyenlet Hamilton-rendszert alkot. Meghatarozzuk
a rendszer egyensulyi helyzeteit, valamint azok stabilitdsat. Programozdsi ismereteink segitsé-
gével kirajzoljuk a stabilitds szemléltetésére dltaldban alkalmazott fazisképeket. Megvizsgéljuk
ezek alakjat és tipusat. Ezenkiviil szemléltejiik még a kapott eredményeket Poincaré-metszetek
segitségével is. Ezeket mind a MATLAB numerikus programcsomag segitségével hoztuk 1étre.
A programkoédok megtaldlhatoak a Fiiggelékben.

A dolgozatban szeretném megmutatni, hogy egy ilyen bonyolult fizikai tartalommal rendel-
kez6 modellt is tudunk egyszerti mddszerek segitségével vizsgalni.

A modell vizsgdlata ezenkiviil tobb szempontbdl is hasznos. A rendszer dinamikéja fontos
a nemlinedris Hamilton-rendszerek aktiv teriiletén végzett kutatds szempontjabol. Poincaré-
metszeteknél ez az egyik legegyszerlibb modell, melyben a kaotikus viselkedés megjelenik.



1. fejezet

Alapveto fogalmak és tételek

Az elsé fejezetben bevezetiink néhdny eddig tanult alapfogalmat. Kimondjuk a fontos kapcsol6dé
definicidkat, tételeket és allitdsokat, attekintjilk a matematikai hétteret. Az itt taldlhat6 tételeket
€s dllitdsokat nem bizonyitjuk, mert a dolgozat keretei ezt nem teszik lehetGvé. A megadott
forrasokban minden bizonyitds megtalalhat6.

1.1. Differencidlegyenletek

Differencidlegyenleteket a matematikédn kiviil szdmos mads teriileten haszndlhatunk. Ezek segit-
ségével leirhatunk bonyolultabb fizikai, kémiai, bioldgiai vagy akar kozgazdasagi modelleket is.
Segit értelmezniink szamos idSben véltozé modellt, viszonylagos képet kapunk ezek folyama-
tairdl.

Ennek a résznek a célja, hogy bevezessiik a differencidlegyenleteket, valamint kimondjuk azok
egzisztencidjanak €s unicitdsdnak feltételeit.

E részben Simon L. Péter: Dilerenicalegyenletek: Bevezetés az elméletbe és az alkalmaza-
sokba [5], K6zonséges di [erenicalegyenletek [6], valamint Di [erfencialegyenletek és dinamikai
rendszerek [7] cim{ mdvei voltak segitségemre. Ezenkiviil felhaszndltam még a Differencidl-
egyenletek [10] és a Folytonos modellezés [9] kurzusok soran irédott jegyzeteimet is.

1.1.1. Definicié. Dilerfencialegyenletnek nevezziik az olyan egyenleteket, melyekben az isme-
retlen egy egyvaltozds vagy tobbvialtozos fliggvény, €s az egyenletben az ismeretlen fliggvény
valamely derivéltja is el6fordul.

1.1.2. Definicié. K6zonséges di [efiencialegyenletnek nevezziik azokat a differencidlegyenlete-
ket, melyben az ismeretlen fliggvény egyvaltozos.

Legyen) R R3ahol3 2N, 5:) ! R képezs folytonos fiiggvény, H: R! R3 képezd
folytonosan differencidlhaté fiiggvény. Ekkor az

HO.L" = 5,0 H,0™ (1.1)
egyenletet kozonseges di [erencialegyenletnek nevezziik.

1.1.3. Definicié. A differencidlegyenlet rendjének nevezziik az ismeretlen fiiggvény legmaga-
sabb derivéltjdnak rendjét az egyenletben.



1.1.4. De nici6. Legyen5: R™1 ! Rfolytonos fiiggvény, a keresettfiiggvény pedig valami-
lyen R nyilt intervallumon értelmezett-szer folytonosan di erencialhato6 figgvény. Ekkor
azexplicit n-edrend{ (k6zonséges) di erencialegyenlet altalanos alakja:

1@ = 5IC-1C-. P 1R— e S 100 (1.2)

ahol aCd® szerint derivalunkC 0°.

1.1.5. De nici6. Adott G- kP 2) esetén az
Hie = sic—yee
HG@® =H

feladatotkezdetiérték-feladatnalkagy mas névefauchy-feladatnakevezzik.

(1.3)

1.1.6. De nici6. Az H:@ = 5!C—4@° di erencidlegyenletnek a+t@° = H, plusz feltételét
kezdeti feltételnekevezzik.

1.1.7. Tétel(Atviteli elv). Minden n-edrend( lineéaris di erencialegyenlet atirhaté n darab
els®rendq egyenletb®I all6 di erencidlegyenlet rendszerré a kvetkez®képpen:
Az(1.2)explicit n-edrend di erencidlegyenlet az

(1.4)

% 21(9 = BIC-1C—1C—ee e~ 01(0%
Ennek megoldasa megegye(Aik?) megoldésanak megfelel® koordinétafiiggvényével.

1.1.8. Tétel(Picard Lindelof egzisztencia és unicitastételJegyik fel, hogy a kovetkez® felté-
telek teljesilnek:

") R™1legytartomany
©5) ! R-=)2 1)° azaz5folytonos) -n

~ f a masodik valtozojaban Lipschitz-tulajdonsagu, azaz létezik dlyarD allandd, hogy
mindentC—PHC—F2) esetén igaz, hogy

jistC—A 5'CHj  LjjH  Hjje

Ekkor az(1.3) kezdetiérték-feladatnak létezik megoldasa, és az egyértelmy valari@ty
halmazon, vagyi§ valamely zart kdrnyezetében.



1.1.9 MegjegyzésHa a Picard-Lindelof tételben a feltétel csak lokalis Lipschitz-tulajdonsagot
kovetel, akkor a megoldas csak lokalisan egyértlemf.

Ha a megoldas mindeniitt lokalisan egyértelmq, akkor globalisan is egyértelm¢.

A globalis (lokalis) Lipschitz-tulajdonsaghdl kévetkezik a globalis (lokalis) egyértlemség,
forditva viszont ez nem teljeslil.

Mar a Bevezetésben lathattuk, hogy az els® integral fontos szerepet jatszik a Hénon Heiles mo-
dell vizsgalata soran. Ennek meghatarozasa tovabba segitséget jelenthet a fazisképek kirajzolasa
soranis.

1.1.10. De nici6. Azt mondjuk, hogy az : R™ ! R fuggveny (1.3) kézonseges di erencial-

egyenletels® integraljaha
IHCC = allandé 8C G

Az els® integralok lehet®veé teszik a di erencidlegyenletek vizsgalatat azok megoldasanak is-
merete hianyaban is. Egydimenzios di erencialegyenlet rendszerberdarab els® integral
segitségével meg tudjuk oldani a di erenicalegyenlet rendszert.

Az els® integral meghatarozasara nincsen altalanos szabaly vagy eljaras. Kés®bb latni fogjuk,
hogy specialis esetben viszont, amikor a rendszer Hamilton-rendszer, az els® integral egyértle-
mYen megadhaté.

A kovetkez® de nici6 a 3. fejezetben I1év® vizsgalat soran lesz hasznos szamunkra.

1.1.11. De nicio. A Jacobi-matrix egy vektorértéky fuggveny els®rendq parcialis derivaltja-
it tartalmaz6é matrix. Legyerb: R ! R~ fuggvény. Ekkor a vektorértéky fuggvény egyes

komponensei:

©5.1- 1—.2—°*°° Tpa

-l 1m0 =B
fl j—p—eee0=" ° '
®

«51_ 1—.—%°° _:9_|

Ebb®I| az darab=-valtozos fliggvény parcialis derivaltjaibol egy =es matrixot készithetiink:

m m

(::)_5 _5 LN )
-M.g Mo
mp» mb cee

fO_I. 1—.o—e* o_:P = E rn..l m..z
-m5 m5
«Mm.p Mo

ezt hivjukJacobi-matrixnakvagy mas névederivaltmatrixnak



1.2. Matrixok néhany tulajdonsaga

A kovetkez® részben a szamunkra lényeges linearis algebrai alapokat fektetjuk le.
Ebben a részben Kiss Emievezetés az algebrafg] cimy mfvéb®! dolgoztam fel a kés®bbi
vizsgalathoz sziikséges de niciokat és tételeket.

1.2.1. De nici0. Legyen az matrix

é)ll O12 **+ Q=4
021 022 *++ Q-8
“, 3 ®

*®
«0:_‘]_ 0:2 oo Q:_|

valamelyOg_g C szamokra, ahd@— & 1-2—e«++—&s=2 N. Ekkor az matrix karakterisztikus
polinomjaa
011 _ O e Q-

021 02 _ e°s  0O-

0:1 O:2 oo Q:

polinom, aholjsj a matrix determinansat jeloli.

10=det1 0 —

1.2.2. De nici6. Egy _ 2 C skalart az 2 C ~ matrix sajatértékénekevezink, ha létezik
olyan E 2 C™ nemnulla vektor, melyreE = _Eteljesll. Az ilyenE vektorokat az matrix

_ sajatértékhez tartozgajatvektoranaknevezzik. Ezen vektorok és a nullvektor altal alkotott
alteret pedig a sajatvektorhoz tartozeajataltérnekhivjuk.

1.2.3. Tétel. Minden sajatvektorhoz csak egy sajatérték tartozik.

1.2.4. Allitas. Az A matrix sajatértékeit Uigy hatarozhatjuk meg, hogy a matrix karakterisztikus
polinomjat nullaval tesszik egyenl®ve.

1.2.5. Tétel.Egy__ 2 C skalar akkor és csak akkor sajatértéke A-nak, hd az _ © méatrix
determinansa nulla.

1.2.6. Tétel(Kifejtési tétel) Legyen = C-RvagyQés =110g§° 2)~ “egy= =-es matrix.
Ekkor az A matrix determinansat a kovetkez®képpen kaphatjuk meg:

¢;
dett °= 1 19890;84€C g§—
o1

ahol 34€ g§ az0ggelemhez tartoz6 aldeterminans.
Az i-edik sor j-edikPggelemhez tartozé aldeterminans a kdvetkez®:

" a matrixbdl elhagyjuk az i-edik sort és a j-edik oszlopot
"~ akapott'= 1° ! = 1°-es matrix determinansat megszorozzuke® °-vel

Az = =-es matrixok determinanséat= 3 esetben az 1.2.6. Tételnél (Kifejtési tétel) egysze-
ribben is meghatarozhatjuk. Ez Iényegében ugyanazt jelenti, viszont ha megjegyezzik ezt a
szabalyszerfséget3a 3-as matrixok esetében megsporolhatjuk az aldeterminansokra bontast.
Az eljaras a kovetkez®:

10



1.2.7. Tétel(Sarrus-szabaly)Legyen) = C-RvagyQ és = 110g§° 2)33egy3 3-as
matrix. Ekkor
det =011022033, 012023031, 013021032
013022031 011023032  012021033°

Azaz lemasoljuk az els® két oszlopot a matrix jobb oldalara. A harom f®atloval parhuzamos
egyenesen lev® szamokat 6sszeszorozzuk, és ezek 6sszegeb®l kivonjuk a harom mellékatloval
parhuzamos egyenesen |év® szamok szorzatat.

1 012 0137011 Op2 11 012 0137011 Opp
21 Oz2 0237021 022 21 022 0237021 022
31 Os2 0335031 Os2 a1 O3z 0335031 O

1.2.8. De nicid. Linearis algebraban az matrix f®atlojdban allé elemek 6sszegét a matrix
nyomanaknevezzik, jelolésdr

1.3. Egyensulyi helyzetek

A kilonb6z® tudomanyagok modelljei olykor annyira bonyolultak, hogy az ®ket leiro di e-
rencialegyenletek kiszamitasa, analitikus megoldasa is komplikalt, bizonyos esetben lehetetlen
mYvelet. Ennek kikliszébolésére stabilitdsvizsgalatot hajtunk végre, mely soran egy viszonyla-
gos képet kaphatunk a modell megoldasanak id®beli viselkedésér®l, valtozasarol.

Egy ko6zbnséges di erenicalegyenlet id®ben allanddé megoldégpatnsalyi helyzetnekagy
egyensulyi pontnakevezzik.

Ebben a részben Simon L. PétkKiizonséges di erenicalegyenletfl, Di erencialegyenletek

és dinamikai rendszerdK], Di erencialegyenletek el®adasjegyzet [10] és a Folytonos model-
lezés el®adasjegyzet [9] forrasokat hasznaltam fel.

1.3.1. De nici6. A H 2 R~ vektortegyensulyi pontnalkiagy egyensulyi helyzetnatevezziik,
haHC = H, aholC2 R konstans fliggvény a (1.1) egyenlet megoldasa, &bt = 0.

1.3.2. De nicio. Az (1.1) alaku kézonséges di erencialegyentét2 R~ egyensulyi helyzetét

" stabilnaknevezziik, h&Y O esetér®X j 0, melyrejjib Hjj Y X)jj HC HjjYY
mindenC 0 esetén;

" aszimptotikusan stabilnakevezzik, ha stabil egn HC=H;

~ instabilnaknevezzik, ha nem stabil.

Az 1.3.2. De nici6 hasznélata azonban a feladatok soran nagyon sok id®t és szadmolast venne
igénybe. Egyszerfbben meghatarozhatjuk az egyensulyi helyzet stabilitdsat a kdvetkez® tétel
segitségevel.

1.3.3. Tétel. Tegyuk fel, hogys: R= ! R~ kétszer folytonosan di erencialhaté é$ 2 R~
egyensulyi helyzete a kovetkez® feladatnak:

H= 5t

M=ty - (1.5)

11



Ekkor ha azB%H° 2 R™ = métrix_gsajatértékeire

" Re_gY Oteljesiil88esetén, akkor all egyensulyi helyzet aszimptotikusan stabil,

" Re_g Oteljeslil88esetén ésgegyszeres gyd8esetén, akkor al#l egyensulyi helyzet
stabil.

" Ha létezik legalabb egy sajatérték, melge gi 0, akkor instabil.

1.3.4. Kévetkezmény Az 1@ = 5tHC° egyensulyi helyzetes zérushelyei.

1.4. Faziskép meghatarozasa

Kett®- vagy tdbbdimenzids rendszer esetében az egyensulyi helyzetnek nemcsak a stabilitasat
tudjuk meghatarozni, hanem bizonyos esetekben az egyensulyi helyzet tipusat is. Ehhez el®sz6r
meghatarozzuk a fazister, illetve az egyes tipusok fogalmat. Mindezt 2-dimenzids rendszer se-
gitségével tesszilk meg. Kett®nél nagyobb dimenzio esetén az egyensulyi helyzet tipusat mar
sokkal nehezebb egyértelm{len meghatarozni, valamint a fazisteret is csak 2- illetve 3-dimenzios
esetben tudjuk pontosan felrajzolni.

Ebben a részben leginkdbtbaerencialegyenletek kurzusoran irédott jegyzeteimet hasznal-

tam. [10]

1.4.1. De nici6. Kétdimenziés nemlinearis autonom rendszernek nevezzik a kbvetkez® egyen-
letrendszert:
HiC = 5tHEo-

ahol 5: R™! R~ folytonos fuggvényC2 R konstans fliggvény 2 R~ vektor.
Specialisan két dimenzi6 esetén:

AL = %G C— RO
HC = &1GC-HE° (1.6)

ahol%-& R?! R folytonos fliggvények.

1.4.2. Tétel.Egy autonom di erencialegyenlet rendszer egyenértéky egy dinamikai rendszerrel.
Legyen = R™—5 R ! R folytonosan di erencialhaté. Ekkor létezik olyan dinamikai rend-
szer, melynek palyai megegyeznek®®2 = 5'H O di erencidlegyenlet palyaival. Valamint
megforditva, barmely dinamikai rendszerhez van olgafiR™ ! R~ folytonosan di erencial-

hato fiiggvény hogy af*C@ = 5'H e di erencialegyenlet megoldasai a dinamikai rendszert
adjak.

A fazistérvagy allapottéregy olyan geometriailag érzékeltethet® tér, melyet a dinamikai rend-
szert meghatarozo fuggetlen valtozok (fazisvaltozok) feszitenek ki. A fazistérben egy dinamikai
rendszer allapotai szerepelnek, minden egyes allapot a fazistér egyetlen pontjaval egyezik meg.
Ezek az éallapotok a rendszer adott id®pontbeli allapotai. A rendszer allapotanak id®beli valto-
zasat kovetve ez a pont elmozdul, és egy utat jar be. Ezt atrajittorianaknevezzik. Egy
fazistérben akar tobb lehetséges allapotot és azok valtozasait is abrazolhatjuk.
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1.4.3.De nici6. AzH'C = 5'1HE°, 5: R°! R~ fazisképa !5 R~ halmazonakilénb6z®
palyak, rajtuk a haladasi irannyal, kilonds tekintettel az egyensulyi pontokra €s a tipusara.

1.4.4. De nicié. A (1.6) rendszernek Bl 2 R~ egyensulyi pontjanyeregpontha van olyarf
kdrnyezete, melyben két palyal 1  esetén befuH -be (azaZGC-HC°! H,haC!'1 ),
van olyan két palya, an€! 1  esetén befuH-be (azaZGC-HC°! H,haC!' 1 ), a
tobbi palya e kdrnyezetben mindkét iranyb@h{ eseténé€! 1  eseténis) elhagyja-t,
kivéve aH egy pontu palyjat.

1.4.5. De nicid. A (1.6) rendszernek & 2 R~ egyensulyi pontjacentrum ha van olyart
kdrnyezete, melyben minden palya periodikus (a palya zart, ésif@@- MC° periodikusan
korbejar).

1.4.6. De nicio. A (1.6) rendszernek & 2 R~ egyensulyi pontjastabil fokusz ha egy*
kdrnyezetében minden megoldé%i{a AC=0 ésCI£i1m ji 1Cj =1 ; az egyensulyi porinstabil

fokusz ha egy* kornyezetében minden megoldéglilm AC=0 és@lilm jitcj=1.

1.4.7. De nici6. A (1.6) rendszernek &1 2 R~ egyensulyi pontjsstabil csom¢ ha egy*
kdrnyezetében minden megoldég{a AC=0 és(Ilern ji 1Cj Y 1; az egyensulyi porinstabil
csom@ ha egy* kornyezetében minden megoldégiilm AC=0 és@lilm jiteGjyl.

1.4.8. Tétel. Kétdimenzids esetben @lz6) rendszeH 2 R? egyensulyi pontjanak tipusat a

m% mo/g

-mG mER
-m& mME&R

«MG mH,

Jacobi-matrix sajatértékei mutatjak meg, ha a sajatértékekre teljesil, 'dogy, < 0. Ekkor
az egyensulyi helyzetre igaz, hogy:

“ha 1—--YO0 =) H stabil csomo,
“ha_1—2i 0 =) H instabil csomg,
“ha_1j 0j_» o) H nyeregpont,

ha 1o=U ViésUYO =) H stabil fékusz,
“ha_12=U ViésUij 0 = H instabil fékusz,

" ha_j12= Vi =) H centrum.
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1.4.9. Allitas. A (1.6)rendszer esetén elég a Jacobi-matrix determinansét és nyomat kiszamolni.
Ezek segitségével meghatarozhatd az egyensulyi helyzet tipusa, ha felrajzoljuksadet
sikon.

“det YO =) nyerepont,
“det | O4r =0 ) centrum,
“det j O4r Y Oéstr? «4Ydet =) stabil fokusz,
“det j O+4r | O0éstr? +4Y det o) instabil fokusz,
“det i O4r Y Oéstr? <4 det o) stabil csomo,

“det i O4r j Oéstr? 4 det = instabil csomd.

Szemléletesen egy egyensulyi pont tipusai a kdvetkez®képpen nézhetdek kéatr  sikon:

1.1. abra. Egyensulyi pontok tipusai [13]
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2. fejezet

A Hénon Heiles modell

A kovetkez® fejezetben bevezetjik magat a Hénon Heiles modellt. Megmutatjuk, hogyan is
kovetkeztették ki az altalunk kés®bb vizsgalt egyenletet. Ezekhez [1] és [2] szakirodalmakat
hasznéaltam. Bemutatjuk tovabba az eddig tanulmanyaim soran nem tanult de nicidkat és téte-
leket, allitasokat. Ezekkel a 3. fejezetben tértén® vizsgalat soran fogunk talalkozni.

2.1. A Hénon Heiles modell

Hénon és Heiles arra torekedtek, hogy talaljanak bizonyitékot arra, hogy létezik a mozgéas
harmadik izolal6 integrélja. A modellt el®sz®r hengerkoordinata-rendszerberi,-azak®-

ben irték fel, ahol 0—a pont tengelyt®l mért tavolsagh; \  2:c—a pont é€s a tengely

altal meghatérozott sik hajlasszoge; 0-a pont €s a pont mer®leges vetiletének tavolsaga.
Maga a rendszer 6-dimenzids fazistéren\— [—'2 &P van, ahol'—\-1° a kezdeti helyzet
koordinatail'2 \2k? pedig a sebesség harom megfelel® iranyl komponense.

Ekkor a megoldashoz léteznie kell 5 darap'—\— |-'2 \2 P els® integralnak9 = 1ee &0,
melyek konstansok a 6-dimenzids fazistérben. Ezekkel tudjuk leirni a rendszer mozgasat. Az
9 = o ahol ¢ 2 R egyenletek mindegyike egy hipersik a 6-dimenzids fazistérben és a

trajektoria ezeknek a metszéspontja.

De ezek az els® integralok lehetnek izolalo €s nem izolal6 integralok is. A nemizolalé integralok
altalaban kitoltik a fazisteret, és nem korlatozzak a trajektériat. Ez a zikai tartalom miatt fontos,
a dolgozatban azonban nem ez kap els®dleges hangsulyt.

Amikor Hénon és Heiles megirtak a cikkiket, még csak két izolal6 integralt ismertek: a teljes
energiat és a galaxis szimmetriatengelye korili impulzusmomentumot:

(2.1)

Belathatd, hogy az integralok kozul legalabb kett® nem izolald integral. Azt is feltételezték,
hogy a harmadik is nem izolald, mert nem talaltak erre analitikus megoldast. A Nap kézelében
lév® csillagok meg gyelése és a palyak numerikus kiszamitasa azonban megmutatta, hogy ezen
kdzeli palyak viselkedése esetenként arra ad kovetkeztetést, hogy harom izolalé integraljuk van.

A kdnnyebb tanulmanyozas érdekében a kutatok nem tartottak olyan fontosnak a probléma
csillagaszati jelentését, és csak azt kdvetelték meg, hogy a vizsgalt potencial tengelyiranyban
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szimmetrikus legyen, és a mozgéas csak egy sikra korlatozodjon, azaz a rendszer négydimenzio-
ban van.

A derékszog( fazistérben a mozgés— HB-kP koordinatakkal adhaté meg, ahol a pont@k
koordinatai azGiranyu sebességdtdkoordinatai pedig adirAnyd sebességet adjak. Egységnyi
tomeget hasznaltak, az impulzusvektor koordin&ai= @és?y= H

Ekkor a teljes energia

1=*1G-H &, #f° (2.2)

alakban irhato fel, ahdl :G—%a potencialis energiat jeldli.
Néhany kisérlet utan agy dontéttek, hogy az aldbbi egyszer{sitett, kétdimenzios potenicalt
alaposabban megvizsgaljak:

*1G-H= 311G, K, 2GH EH°- (2.3)

ugyanis ezt analitikusan egyszerq vizsgalni, igy a keringési palyak meglehet®sen konnyen ki-
szamithatok, de még mindig elég bonyolultak ahhoz, hogy a keringési tipusok nem trivialisak.
Ezt a potencialt Hénon Heiles potenciédlnak nevezik.

2.2. Hamilton-rendszerek

A dinamikai rendszerek egy bizonyos osztalyat Hamilton-rendszereknek nevezzik. Ezek meg-
hatarozhat6ak egyetlen figgvénnyel, a Hamilton-fliiggvénnyel. Ebben a részben ezen rendszerek
sajatossagait mutatjuk be. Mindehhez Ernst Hairer, Christian Lubich, Gerhard W@weter:

metric Numerical Integratiofil 1] cim9 mYvét ,valamint [14] forrast vettem alapul.

2.2.1. De nicid. Legyenek?— @R; ! R~ fuggvények. Tegyuk fel, hogy létezik olyan: R
R Ry! R~ flggveny, melyre

%3’?1(9 . m 1?7C-@&e-¢

3C m@
53@0 _m?C-@-¢ (2.4)
3C m?

ahola 1?1C- @_C-Cflggvény? és@szerint is kétszer di erencialhatd. Ekkor a fenti egyen-
letrendszerHamilton-rendszernegla  fuggvénytHamilton-fliggvénynekevezzik.

2.2.2. Allitas. A Hamilton-figgvényre igaz, hogy

191(0__ __ 191(0_ __
3 iC-@-¢_m 7C-@-¢ ahol C 0e (2.5)
3C mC

2.2.3. Allitas. Ha a Hamilton-fiiggvény nem fiigg expliciten az id®t®I, akkor az &ltala meghata-
rozott Hamilton-rendszer konzervativ.
Bizonyitas.Derivaljuk a Hamilton-fliggvényt az alabbi modon:

3 121C-@C-C_m ?21C-@C-€3? m 1?21C- @ -€3@ m 171C- @-€3C
3C B m? 3C mo 3C’ mC 3C
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Helyettesitsiik be a 2.2.2 Allitas alapjan a kovetkez®t:

3 1?1C-@C-€_ m ?1C-@C-€
3C B mC

Tehat ha a Hamilton-figgveny nem fligg expliciten az id®t®I, azaz

m 1?21C- @-C

mC =0-

akkor az ennek a Hamilton-fliggvénynek megfelel® Hamilton-rendszer konzervativ, vagyis

3 121C-@C-C

Qe
3C

Ez tovabba azt jelenti, hogy a! ?1C— @C° konstans a trajektériak mentén.

2.2.4. Kovetkezmény.Ha a Hamilton-fliggvényre teljesil, hogy = 1?:C-— @&C°, azaz nem
fugg expliciten az id®t®I, akkor a Hamilton-fliggvény allando. Ez a rendszer els® integralja. (A
zikaban ez a mozgasallando, ugynevezett energia).

2.2.5 MegjegyzésFizikai alkalmazasok soran sokszor szoktak az adott rendszer Hamilton-
fuggvényét vizsgalni. A leggyakoribb ilyen esetekben a Hamilton-fliggvény értéke a rendszer
dsszenergiajaval egyezik meg. Eppen ezért szokéas a Hamilton-fliggvényt a kévetkez® alakban
irni:

IG-H) IG-H * 1G-H (2.6)

ahol a) 1G—%*h mozgasi energiat,*aG—-Hpedig a potenicalis energiat jeloli.

Az alabbiakban @yengén zavart Hamilton-rendszereke®link par szét a kés®bbi kdnyebbb
erthet®ség kedvéért, mindezt a teljesség igénye nélkail.

A Hamilton-rendszerek gyakran felbonthat6ak két részre: egy integralhat6 részre és egy kis
perturb&cidra (a csillagaszatban ez a zavar6 hatést jelenti) a kdvetkez®képpen:

= o,
ahol  aperturbacio, o pedig az integralhaté Hamilton-fliggvény, azaz

Coe = 5o
ol. 1C° = allando 8Cesetém

Ha  elégkicsi, azaz arendszerben csak kis perturbacio van jelen, akkor a Hamilton-rendszert
gyengén zavart Hamilton-rendszernegvezzik. Ezekben az esetekben a rendszer ugy visel-
kedik, mint a teljesen zavartalan rendszer. Nagy perturbacio esetén viszont zavarniuk kell a
megoldas szabalyszerfségét, ezaltal a rendszer fazisképét és Poincaré-metszeteit. llyenkor a
gOrbék alakja kissé megvaltozik, de ugyanabban a fazistérben maradnak, mint a nem zavart.
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2.3. Poincaré-metszetek

A kovetkez® reszben a Poinceré-metszetekr®l sz616 sziikségest tudast fogjuk megalapozni. Mind-
ezt a[12], [15], valamint [16] alapjan tesszik.

Amikor a vizsgalt dinamikai rendszer leirhat6 folytonos egyenletekkel, altaldban di erencial-
egyenletekkel, akkor a rendszer viselkedését gorbek jellemzik a fazistérben.

Az altalanos de nicio szerint Roincaré-metszeatinamikai rendszerek abrazolasanak egy olyan
modszere, melyet a trajektéria és a fazistér dimenzidoszamanal egyel kisebb dimenzidja hipersik
egyirdnyd metszéspontjai alkotjak, azaz csak azok a pontok tartoznak bele, melyeknél a trajek-
toria a hipersikon azonos iranyban halad at.

Ez aztjelenti, hogy egy-dimenzids fazisteret ey  1°-dimenzids térrel szemléltetiink. Az (j,

1= 1°-dimenzids rendszer gorbéinek csak azon pontjait irjuk le, melyek a fazistér egy alterébe
esnek. Ekkor a folytonos palyak helyett egy olyan pontsorozatot kapunk, melynek egymast ko-
vet® pontjai kdz6tt maga a dinamikai rendszer teremt kapcsolatot. Ez egyértelmflen megmutatja,
hogy egy adott pontbdl hova jut a rendszer a kdvetkez® |épésbeRoiBzaré-leképezésnek
nevezzuk.

Konnyen latszik, hogy periodikus palyak esetén a Poincaré-leképezés csak néhany pontot tar-
talmaz.

Mivel az (], alacsonyabb dimenzidju rendszer meg®rzi az eredeti rendszer periodikus és kvazi-
periodikus palyainak sok tulajdonsagat, és alacsonyabb dimenzids allapotteriilettel rendelkezik,
gyakran haszndljadk az eredeti rendszer egyszerfbb elemzésére.

Népszer modszerré valt a gyengén zavart Hamilton-rendszerek elemzéséhez.

2.3.1 MegjegyzésAhogy mar eddig is lathattuk, a kés®bbiekben is tapasztalni fogjuk, hogy a
kaosz, illetve a kaotikus palyak fontos szerepet téltenek be a modell zikai vonatkozasaiban.

A kaosz fogalmanak bevezetése, valamint részletes targyalasa azonban tulmutat ezen dolgozat
keretein, hiszen rengeteg kllonféle értelmezése létezik. Szamunkra ez kizardlag a zikai hattér
miatt érdekes, igy csak 2 tulajdonsagat tuntetjik fel: aperiodikussag és a kezdeti feltételt®l valo
erzékeny fuggeés. A kaotikus palyarol pedig a kdvetkez®ket sziikséges tudnunk: korlatos, nem
aszimptotikusan periodikus, valamint érzékenyen fligg a kezdeti feltételt®I.

Ezek leginkabb a 3.5 részben, a Poincaré-metszetek abrazolasanal kapnak nagy szerepet, ahol
sajat példan keresztil mutatjuk be a kaotikus viselkedést.
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3. fejezet

A Heénon Heiles modell vizsgalata

Ebben a fejezetben az eddig bevezetett Heénon Heiles modellt fogjuk matematikai szempontok
alapjan vizsgalni. Bemutatjuk, hogy a modell egy Hamilton-rendszer. Megvizsgaljuk a rendszer
egyensulyi helyzeteit, majd meghatarozzuk az egyensulyi helyzetek stabilitasat. Abrazoljuk a
kapott eredményeket faziskép meghatarozasaval, illetve Poincaré-metszetek segitségével.

A tovabbiakban a matematikai konnyebbség miatt kicsit elvonatkoztatunk a modell zikai tar-
talmatol.

3.1. A Hénon Heiles modell, mint Hamilton-rendszer

Hénon és Heiles kutatasuk soran az eddig mar ismert izolal6 integralok segitségével prébaltak
vizsgalni a harmadik izolal6 integral Iétezését. Ezt azt jelentette, hogy a teljes energia (2.2) és az
analitikus vizsgélat szempontjabol egyszer{ Hénon Heiles potencial (2.3) segitségével felirtak
egy Hamilton-rendszert. A tovabbiakban ezt a rendszert fogjuk vizsgalni.

A modell egy egyszerd, klasszikus, nemlinearis Hamilton-rendszert ir le, amely a részecskék
dinamik4janak széles skélgjat kinalja: a szabalyos palyaktdl egészen a kaotikus trajektoriakig.
Ez egy klasszikus példa egy az id®t®I expliciten nem fligg® Hamilton-rendszerre, amely szamitasi
szempontbdl egyszer{ és altalanos az alapvet® tulajdonsagaiban [3] .

A rendszer dinamikaja fontos a nemlineéaris Hamilton-rendszerek aktiv tertletén végzett kutatas
szempontjabol.

A Hamilton-fiiggvény polarkoordinata-rendszerben a kovetkez®:
1 1 1
1'_\_" _ "0 = _19'2 ?20 Z1 2 T 3ginlR\o_ 3.1
\.?2.,\,253sm3\ (3.1)
ahol? ='0és? =\0
Ez a derékszog{ koordinata-rendszerben, az impulzusveier @ és ?y = H koordinatai
mellett a kdvetkez® alaku:

. (3.2)

1 0 —}1 01'1 ) E
G—H—@_ZGQ,FP,Z(?,H-,GZH 3
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Vizsgaljuk meg a 2.2.1 De nicié alapjan (ahe+ @R, ! R*és@= :G-H2 R?,? =13 2
R?) az egyenletb®l kaphato értékeket.

@poziciérafelirtegyenletekgﬁ mD %
3¢ me 2 MM
‘;—i: m—G: G 2GH &
? momentumra felirt egyenletek3H m
= Do H @, e
~3C mH

Ezek egy nemlinearis, masodrend{ di erencialegyenlet rendszert alkotnak.

Az 1.1.7 Tételt (Atviteli elv) alkalmazva irjuk at a kapott egyenleteket négy els®rend egyenletb®I
allo egyenletrendszerré. Ehhez bevezetjik a kdvetkez® jeldléseket:

o
D=@
“E=H

és de nidlunk egy koordinatavektort a valtozokkal:

% G
o -
T IR -G

((EI « l_P_|

(3.3)

Ezt derivalva a kdvetkez®;t0l figg® vektort kapjuk:
¢}

a

pro D oo o2
58 I G ZGH: G 2GH®

((E)ﬂ ((E)_I « H @3 |_F_I « H @5 |_F_I

III@
III@

.0_ 1.0:

és ez éppen (1.5) alaku.

3.2. Egyensulyi helyzetek

Ebben a részben a rendszer egyensulyi helyzeteit szamoljuk ki. Az egyensulyi helyzeteket az
1G— H-DBkaordinatdkkal szeretnénk megadni.

A fenti egyenletrendszer egyensulyi helyzeteit az 1.3.1 De nicié szerint a kdvetkez® feltétel

mellett kapjuk meg:
IG-H @ = 1G-H-D=B
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Ez az 1.3.4 Allitas alapjan akkor és csak akkor teljesiil, ha

é@=0
H=0
=0
"EP=0 -
A (3.3)-ben bevezetett valtozokat visszahelyettesitve a kovetkez® egyenletekb®I allo egyenlet-
rendszert kapjuk:
% D=0
E=0
E G 2GHO0 (3.4)
H G, H=0 -

Az els® két egyenlettel az egyensulyi helyzetek harmadik, illetve negyedik koordinatajanak
értékét meg is kaptuk. Emiatt a tovabbiakban csak az utolsé két egyenletet vizsgaljuk.
Tekintstuk a harmadik egyenletet és emeljink ki be®@d¢ a kovetkez®képpen:
G 2GHO0
G 1 2H=0 -

Oldjuk meg az egyenletet, majd helyettesitsiink vissza a negyedik egyenletbe.
A (3.5) egyenl®ség csak két esetben teljesilhet:

(3.5)

" 1.esetHaG =0:

H 0, H=0
H 1, H#=0
&
Hl.:O I—b:]_
" 2.esetHa 1 2H=09) H= 1:
1 1
1 Zo @ 1 Zo2-
2 ©2
1 1
> c?,z_o
3
¢=3
&
P P
3 3
G=— G= —

A kapott értékek az egyensulyi helyzetek els®, illetve masodik koordinatait adjak meg.
Ezekb®I tehat a kdvetkez® egyensulyi helyzeteket kaptuk:

(3.6)



3.3. Stabilitas

A kovetkez® részben a négy egyensulyi helyzet stabilitasat fogjuk megvizsgalni.
Ehhez el®sz6r ki kell szamolnunk a rendszer Jacobi-matrixat.

Derivaljuk az. matrixot:

D
© a
0- 1 0=1 E
' - G 2GH®
« H C;2 5 Hzﬂ
ennek a Jacobi-matrixa vagy mas néven derivaltmatrixa az 1.1.11 De nici6 alapjan a kdvetkez®:
0 0 1
0 0 0 &
O]. 0 — °
' 1 2H 2G 0 (3.7)
2G 1,2H O

Ezutan egyesével behelyettesitve a kapott egyensulyi helyzeteket, kiszamoljuk azok karakte-
risztikus polinomjat. Ebb®| meghatarozzuk a sajatértékeket, valamint azok valos részét. Ezek
segitségével pedig megallapitjuk az egyensulyi helyzetek stabilitasat.

Els® egyensulyi helyzetVizsgaljuk meg els®kent 10-0-0-0° stabilitasat:
Ehhez helyettesitsiik bg -et Jacobi-matrixba (3.7)

0O 0 1
0O 0 0 X
0 0 = Ol“_”_“_“O: =
1 1781 0 o0
0O 10
Szamoljuk ki a matrix karakterisztikus polinomjat az 1.2.1. De nici6 szerint:
0 1 o
R0 0 1
' —781 0 _ o0
0O 1 O
Az 1.2.6. Tétel (Kifejtési tétel) segitségével kiszamoljuk a matrix determinansat:
0 1 0O 0 1 o 1
dett ;, =2 °© 0 0 O 1 _ 0,1 1 0 O
1 0 o 0 _ o 1 _
o _ 0
O 1 0 _
0O 1 O

Mivel az aldeterminansoR 3-asak, alkalmazhatjuk az 1.2.7. Tételt (Sarrus-szabaly) a
tovabbi aldeterminansok elkertlése végett:
dett 4 _0=1 0 31 01 01 0 QgQ111° 100
1 1 o 1 10 O O 1 o 1 0] O 01/45
1001 o1 0oQQ 11t101t]0°
1 O O 1 o1 101 (0] 0 0 1 101/41
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Az egyenlet 6sszevonas utan a kévetkez®:

dett ; _©°=1 o1 _3 01 11’_20.

Ebb®I kapjuk, hogy az1 karakterisztikus polinomja az 1.2.1. De nici6 alapjan:
422 1.

Ebb®I a matrix sajatértékei az 1.2.4. Allitas és az 1.2.5. Tétel alapjan a kovetkez® egyen-
letb®| kaphatoak meg:
422 1=0

Latszik, hogy egy olyan negyedfoku polinomot kaptunk, melyet kdnnyen visszavezethe-
tiink méasodfokira. Vezessiik be d= " jeldlést. Ekkor az egyenlet alakja:

Ebb®I a gyokok:
2 4 411

T =

melyb®l a kovetkez® gyok adodik:

T = e
Ezt visszahelyettesitve’ = ° egyenletbe:
=1
p__
_12= 1

Tehat a_*, 2 2. 1 = 0 karakterisztikus polinom gyokei és egyuttal a sajatértékek a
kovetkez®ek:
_12=

Megvizsgalva a sajatértékek valos részét:
Re_1_2 =0

Az 1.3.3. Tetel alapjan latjuk, hogy, :0-0-0-0° egyensulyi helyzestabil egyensulyi
helyzet.

Masodik egyensulyi helyzet: Tekintsiik most , 0-1-0-0° egyensulyi helyzet stabilitasat:
A Jacobi-matrixba (3.7) behelyettesitvg-t:

0 0o 1

0 0 0 &
np0= M0HA-000= =R, g
0 1.2 0

Szamoljuk ki a karakterisztikus polinomjat az 1.2.1. De nici6 alapjan:

0 1 o0
80 0 1
2 -"83 0 _ 0
0 1 0
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Az 1.2.6. Tétel (Kifejtési tétel) segitségével aldeterminansokra bontjuk:

0 1 0 0 1 o 1
det b, °=t °© 0 _ 0 O 3 _ 0.1 3 0 O
1 0 _ 0o 0 _ o 1 _

o _ 0

0 3 0 _

0 1 0

Mivel az aldeterminansoR 3-asak, ezért az egyszerfbb szamolas kedvéért alkalmaz-
hatjuk az 1.2.7. Tételt (Sarrus-szabaly):
det - _0=1 0 31 01 o1 _0’ 00 1,1 00
11 °©1 0011 °1 00 OY,
01 o900, 1131
1001 o131 ©°© Q0 1%
Osszevonas utan az egyenlet a kbvetkez®:
dett , o—1 o1 3 o 1 13 3 20
Tehat , karakterisztikus polinomja:
4 22 3

—

Ebb®I| a matrix sajatértékei az 1.2.4. Allitas és az 1.2.5. Tétel alapjan a kdvetkez®ek:

4 22 3=0

Kodnnyen lathatd, hogy ebben az esetben is egy masodfokura visszavezethet® negyedfoku

polinomot kaptunk. Vezessik be 4= " jelolést. Ekkor az egyenlet alakja a kovetkez®:
“2 20 3=0e

Alkalmazzuk a masodfoku egyenlet megolddképletét:

. 2 IO4 4113
1_2 = 2 ]
Ebb®I az egyenlet gyokei:
=1
=3
Helyettesitsiink vissza? = * egyenletbe. A karakterisztikus polinom gyokei, azaz a
sajatértékek:
2 =1
—12
2 _
347 S
_12= 0 = 1p
= 3= 3i
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Vizsgaljuk meg a sajatértékek valos részét:

S8 Res=1 {0
Re ,= 1 YO
“Re_34=0

Ebb®I az 1.3.3. Tetel alapjan latszik, hogymiatt a. ,*0-1-0-0° egyensulyi helyzet
instabil lesz.

pP—
Harmadik egyensulyi helyzet: Nézzik meg ;1 —— %—0—00 egyensulyi helyzet stabilitasat:

Behelyettesitve ,-at a Jacobi-matrixba (3.7):

0 0

1

0 0
1p1 850
3 110

pP_

1
— 3_1 - =
01_30_ 012 3-0-0°= 3=

Nézzik meg, milesz a matrix karakterisztikus polinomja az 1.2.1. De nicio segitségével:

0 1 o0
0 0 1
3—‘8%_0
3 2 0

Az 1.2.6. Tétel (Kifejtési tétel) szerint aldeterminansokra bontva:

0 1 0 0 1 0 1
dett 3 _©°=1 © p_é 0 O B_ _ 0.1 8 F}ﬁo
2 0 3 0 _ 3 2

0 0

08 IC*§_

3 2 0

Alkalmazhatjuk az 1.2.7. Sarrus-szabalyt, mivel az aldetermindBisaB-asok:

def 5 _9=1 0 »1 01 01 0 001 11 %

11012001p§0101 ° 0 0Ys
’1)01p§01 0’1_001p§o’10120

11p501p§o1 o Q1 0 Q0 1 20l

Vonjunk 6ssze az egyenletben:
dett 3 ©°0=1 o1 3 po 1 1 30
Ebb®I az 3 karakterisztikus polinomja a kdvetkez® lesz:
4,22 3
A matrix sajatértékei az 1.2.4. és az 1.2.5. alapjan a kdvetkez®képpen szamolhatok ki:

422 3=0
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Ez az el®z®ekhez hasonléan ugyancsak egy masodfokiura kdnnyen visszavezethet® ne-
gyedfokd polinom. A 2 = jeldlést bevezetve az egyenlet alakja:

“2 2 3=0e

A masodfoku egyenlet megolddképletét alkalmazva:

. 2p44113°
12 = > -

melyb®I a gytkok a kévetkez®ek:
c=1
= 3
Visszahelyettesitve? =~ egyenletbe, a karakterisztikus polinom gyokei, a sajatértékek:

2 _
—12 =

2 _
34— 3
12 = 1: 1

— P—.
_12= 3= 3i

A sajatértékek valos része:
§Re1=1 0
Re = 1 YO
: Re 34=0

p—
Az. 3173— %—0—00 egyensulyi helyzet, miatt az 1.3.3. Tétel alapjdnstabil lesz.

p-
Negyedik egyensulyi helyzet:Végul vizsgaljuk meg ,* 73— %—0—00 egyensulyi helyzetet
stabilitas szempontjabdl.

A Jacobi-matrixba (3.7) behelyettesitve:
0 0
P3 0 0

— 3 — —

A o= % 3 lop= 4= g1 P3
3 110

A matrix karakterisztikus polinomjat az 1.2.1. De nici6 alapjan az el®z®ekhez hasonloan

O o
=

szamoljuk:
0 1 o
g0 0 1
4 -7"80 "3 _ 0
3 20
Az 1.2.6. Tétel alapjan, kifejtéssel aldeterminansokra bontva:
p— 0 1 O 0 1 0 p— 1
dett 4 _°=1 ©°© "3 0 op__o,lpo 30
2 0 _ 3 0 _ 3 2 _
o . 0
0 IOo pé B
3 20



Alkalmazzuk az 1.2.7. Tételt (Sarrus-szabaly):

deft 3 0=1 © »1 01 01 o Q120 ] p§ 0

11 012 0 31 o1 00 ou
= 5 - ,
10 31 ©°1 00 3,101

1p§p§1 001 0 001 20
Osszevonas utan az egyenletiink alakja a kovetkez®:

det , _©°=1 o1 3 20 1 30

Ebb®I azt kapjuk, hogy az, karakterisztikus polinomja:

42?2 3

— 5

A sajatertekek 1.2.4 és 1.2.5 alapjan:

4 22 3=0

— 5

Ez szintén egy olyan negyedfoku polinom, melyet vissza tudunk vezetni masodfokura.
Vezessiik be a? = jelolést. Ekkor az egyenlet alakja:
2,20 3=0e

5

Alkalmazzuk a masodfoku egyenlet megoldoképletét:

> Pra 1w

T12 =

2
A gyokok a kovetkez®ek lesznek:
1=1
2= 3
Visszahelyettesitve? = ° -t, a sajatértékek:
2 =
—12
2 _
_34= 3
2= 1= 1
— P
34 = 3= 3i

Ebb®I kiszamitva a sajatértékek valos részét:

%Re_lzl i O
Re ,= 1 YO
“Re_34=0 =0

Latjuk, hogy. , egyensulyi helyzet szinteny miattinstabil egyensulyi helyzet az 1.3.3.
Tétel alapjan.
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Osszegezziik az alabbi tAblazatban a kapott eredményeket:

Egyensulyi helyzet| Sajatértékek | Sajatértékek valds része Stabilitas

., 10-0-0-0° _12= | Re 12=0 stabil
_12= 4l Re 1= 1 instabil

., 10-1-0-0° aac= p§i Re a4 =0
"3 1 o _12 = p:E Re_12= 1 instabil

"3 2 2 _34=  3i Re 34=0
. "3 1o | =pl Re_i10= 1 instabil

"4 270 2 _34= 3 Re 34=0

Az eredmények egyértelmfen megmutatjak, hogy miértis ezt a potencialt valasztottak ki részle-
tesebb vizsgdlatra. Az egyensulyi helyzetek elhelyezkedése tengelyszimmetrikus, sajatértékeik 3
esetben is megegyeznek. Emiatt a fazistérben valé abrdzolasuk sorén a keringési palyak konnyen
kiszamithatdak.

Stabilitas tipusa

Kett®nél nagyobb dimenzi6 esetén az egyensulyi helyzetek tipusat nagyon nehéz egyértelmfen
meghatarozni. Eppen ezért a Hénon Heiles modell négydimenzids rendszerében az egyensulyi
helyzetek tipusat is komplikalt feladat megallipitani. Erre nem talaltunk egyértelm{ modszert.

Ennek ellenére mivel a centrum 1.4.5. De nici6ja csak a palyak periodicitasat, valamintaz 1.4.8.
Tetel csak sajatértekek tisztan kepzetes voltat koveteli meg, ezért@-0-0° egyensulyi
helyzetr®l igy is meg tudjuk alliptani, hogy centrum.
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3.4. Fazisképek

Ebben a részben a kapott eredményeket abrazoljuk fazisképek segitségével. Az abrak elke-
szitéséhez minden esetben a MATLAB numerikus programcsomagot alkalmaztuk, az egyes
programkdédok megtalalhatéak Flggelékben.

Az abrak készitése soran el®sz6r numerikus médszerek segitségével probaltunk faziskepeket raj-
zolni. Negyedrendf Runge-Kutta modszerrel kirajzoltuk a di erencialegyenlet rendszer egyen-
sulyi helyzeteinek (3.6) id®beli figgveényét. Mivel az egyensulyi helyzetek (EH-k) id®ben allan-
doéak, ezért egyenesekre szamitottunk.

3.1. dbra. EH-k az id® fuggvényében RK4-el

A harmadik, illetve negyedik egyensulyi helyzet kirajzolasakor azonban érdekes eredményekre
lettiink gyelmesek, amik numerikus hibara engedtek kovetkeztetni. Ez azt jelenti, hogy a
di erencialegyenlet rendszer egy merev rendszer, amely numerikusan nehezen kezelhet®. Rajtuk
az explicit médszerek nem mfkodnek elég hatékonyan, igy az ismert modszereket, mint Explicit-
Euler, Runge-Kutta médszerek, valaminta345, >34113 és>3423 beépitett figgvényt sem
tudjuk hasznalni.
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A MATLAB-ban azonban vannak ezek megoldasara is beépitett fliggvények, mint példaul az
>34158 >3423C >3423C s az>3423B

Ezért az>323Bsegitségével is kirajzoltuk az egyensulyi helyzetek id®beli valtozasat. Az el®z®
esethez hasonloan itt is egyenesekre szamitottunk.

3.2. abra. EH-k az id® fliggvényéhbmhe23sel

Az igy kapott abrék esetében mar egyértelmfen latszodik, hogy az egyensulyi helyzeteink min-
den esetben allanddak az id®ben. Ezek emellett bizonyitjak a rendszer merevségét is.

A (3.2) egyenlet vizsgalata soran olyan egyensulyi helyzeteket hatdroztunk meg, melyek az
1G—H-DP-2ER* fazistérben vannak. Mivel ebben a fazistérben a pomdoordinatai azG

irAnyl sebességdikoordinatai pedig adiranyl sebességet adjak, ezért egyértelmfen latszik,
hogy az egyensulyi helyzetek harmadik, illetve negyedik koordinatéja O lesz. Ellenkez® esetben
az EH-k kezdeti sebességgel rendelkeznének, ami miatt trajektériat jarnanak be.

Ez természtesen nem jelenti, hogy az egyensulyi helyzeteken kivil mindeB gsgtkoordi-
nataja csak nulla lehet.
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Az egyensulyi helyzeteket tehat a tovabbiakban vizsgéljutGaztkikban.
Els®ként megvizsgaltuk a négy egyensulyi helyzet viselkedésés &z HCC fazistérben az
>343Bbeépitett figgveny segitségével. Ezek megoldasat szemléltettik egy kozos abran.

3.3. abra. EH-k az (x,y) sikbade23sel

Latszddik, hogy a megoldas minden esetben az egyensulyi helyzet kéril mozog, ett®l alig
észrevehet® eltérést mutat.

3.4. abra. EH-k tavolsaga az orig6tél

Eszrevehet® még, hogy az egyes egyensulyi helyzetek (kivéve nyilvan magat az orig6t) origotol
valo tavolsaga minden esetben 1. Ez azt jelenti, hogy a rendszer orig6 kdzéppontu, tengelyszim-
metrikus rendszer, ami tovabbi magyarazatot ad arra, hogy Hénon és Heiles miért éppen az (2.3)
potencidlt valasztottak részletesebb vizsgalatra.
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Megvizsgaltuk tovabba a (3.2) egyenletet az egyes sebességek gyelembe vétele nélkift-hz
sikban. Ekkor az egyenlet éppen a (2.3) Hénon Heiles potencial (HH-potencial) alaku lesz.
A kovetkez® abran ekvipotenicalis, azaz azonos potenciali gorbéket lathatunk.

3.5. abra. HH-potencial az (x,y) sikban

Az = % energiaérték alatt a potencidlgorbék zartak, nagyobb érték esetén azonban ezek
a gorbék kinyilnak. Ebb®I arra kovetkeztetiink, hogy ezen érték felett a rendszer kaotikus
tulajdonségot fog mutatni.

3.6. abra. HH-potencial a térben
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3.5. Poincaré-metszetek

Ebben a részben mar a Hénon Heiles modell zikai vonatkozasai kapnak nagy szerepet.
Poincaré-metszetek segitségével tanulmanyozzuk a dinamikai rendszer viselkedését, valamint
érzékeltetjuk a modellben rejl® kaotikus tulajdonsagot.

Az 4braink elkészitéséhez ezesetben is a MATLAB numerikus programcsomagot hasznaltuk, a
programkddok megtalalhatéak a Fiiggelékben .

Ahogy a 2.3. Poincaré-metszetek részben lattuk, a Poincaré-metszéitelenzidés dinamikai
rendszerek egy kétdimenzidbeli dbrazolasi médszere. Hasznalata soran egy olyan pontsoroza-
tot kapunk, amely egyértelmfen megmutatja, hogy egy adott pontbdl a rendszer a kévetkez®
|épésben melyik pontba jut. Népszer] mdodszer a gyengén zavart Hamilton-rendszerek (mint
a Heénon Heiles modell Hamilton-rendszere) abrazolasa esetén. Poincaré-metszetek esetén a
Hénon Heiles modell az egyik legegyszerfbb modell a kaotikus palyak szemléltetésére.

Ezek segitségével szeretnénk szemléltetni a dinamika rendszer viselkedését kilonb6z® energia-
ertékek esetén, a pontokat kicsivel az egyensulyi helyzetek mell®l inditva.

Abrainkat azt HC— EC° sikban szeretnénk felrajzolni &C = 0 feltétel mellett. A dinamikai
rendszer palyai azHC—EC?° sikot pozitiv iranybdl fogjak metszeni, ezzel &#C—EC®
fazistérben egy pontsorozatot alkotva.

A Poincaré-metszetekhez sziikséges feltételeket a kbvetkez®képpen hataroztuk meg.

A 2.2.5. Megjegyzésben lathattuk, hogy a Hamilton-fuggvény zikai alkalmazasok soran az
O0sszenergiat is jelenti. A Hénon Heiles modell Hamilton-fliggvénye épp (2.6) alaku, ezért az
(3.2) egyenlet értéke megegyezik az energiaval, tehat:

G-H-D=BID, B0, 11, Ho, GH =
ahol 2 R az adott energiadz— H-2ER adottak.
Az egyenletb®l emiatt egyszerfen kiszamithatD éztéke:
q
D= 2 H B, iH & 2CH- (3.8)

Az igy kapott¥d G— H— R-pént éppen egy kicsivel az egyensulyi helyzet mellett helyezkedik el.

Abrazoljuk a% G- H- Dpélyajat a kovetkez® kezdeti feltételek mellett:

G=0
H=0
B =0

q
— 2
b= 2 H B.5H & 2GH
Mivel az egyes abrainkat eltéer® energiaértékek mellett készitettik el, eEgrhamen esetben

mas értéket fog kapni. igy minden abran méas-mas pontbdl indul a trajektéria, emiatt a palyak
mas alakot fognak 6élteni.
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