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Bevezet

A szakdolgozati ttmam gy valasztottam, hogy a lehret ségek kdzil megnéztem,
melyikben tudom a legtébbet adni magambdl. A ,Fetak tobbféle megoldassal’ cim
téma azért tetszett meg, hiszen annak idején az ebtematika kurzusaimon, mindig
hasonlo stilusban prébaltam megoldani a beadand6ima

A téma feldolgozasa et a témavezet megkérdezte tem és a tobbi
szakdolgozéjatodl, hogy mit szeretnénk elérni a dodgunk megirasaval. Nos én ekkor
az alabbi valaszokat adtam:

Mindenek eltt talan a legfontosabb szamomra, hogy 6nmagarestgem. A tanari
palyan, melyet valasztottam, gy latom nagyon femp, hogy széles legyen a latokore
a tanarnak. Ezt azért tartom ilyen fontosnak, nbémmikor el fordulhat, hogy egy
gyerek az 6ran egy masfajta, mas jellegagy mas matematikai eszkdzt hasznald
megoldassal all el Ekkor erre nem szabad a tanarnak negativan reagdanem
képesnek kell lennie arra, hogy felllvizsgaljaovea diak altal mutatott modszer annak
a feladatnak a megoldasdhoz megfeleion halad-e. Ez persze nem jelenti azt, hogy
képesnek kell lennie barmely apré mozzanatot ditole@ ellenrizni, hanem a logikai
gondolatmenet kdvetése az, ami szerintem fontdseEhR tanar szamara, egy mélyebb,
szOvedékesebb, Osszeszedettebb hattértudas szik€Egeegyben magabiztosabba
teheti a tanart is, hiszen biztosabb a tudasa; aparis mondhatnank, hogy szakmai
biztonsagot nyujt neki.

Ezek mellett sajat észrevételeinhtkiindulva, a szakdolgozatom megirasateligy
gondoltam, ez a téma megfelarra, hogy akar a laikusoknak is megmutassuk,emily
szép és sokszina matematika. Ez szamomra nagyon fontos, hiszeivaha kell a
gyereket, mert kulonben hajlamosak arra, hogy Ellggkk a matematika tantargyat,
amely sokak szemében ,csak képleteldl”.

Szakdolgozatom anyaga inkdbb a matematika szakédrelt szint érettségi,
valamint tanulmanyi versenyek nehézségi szintjédezodik.

Mikbzben a dolgozatomat irtam, elgondolkoztam azwygy mi lehet még, ami a
feladatok tbbbféle megoldasara, vagy tobbféle niEgobemutatasara 6sztonbzhet egy
tanart. Ennek megvalaszolasara a legmegtatel médszernek azt lattam, hogy
megkérdezem egy tanarom véleményét lerhiszen nekem még nincsen tanitasi
tapasztalatom. A valasztas Palmay Lorant tanarasett, mivel tle sokszor hallhattuk,

hogy kdzépiskolaban tanitott, illetve szakkort vette



Palmay tanar Grral készitettem egy villaminterjirilés elején, melybl kiderdlt, hogy
a tanar ar korul-beltil 39 évig tartott szakkort5d®s 1976 kozott volt osztalya a Szent
Laszlo Gimnaziumban, ezen felll 1995 otaridnok tanulmanyi versenyeken. Ezek
utan ugy gondoltam, hogy tényleg a megfelemberhez fordultam a kérdésemmel,
mely igy hangzik: Hogyan jelenik meg a gyakorldtiatasban a feladatok tobbféle
megoldasa, és ez miért j0?

A legels és legfontosabb dolog, amire felhivta a figyelmerae volt, hogy a
feladatok tobbféle megoldasat nem érdemedtetni, illetve felhozni egy gyengébb
képesség osztalyban, mivel altalaban az ilyen gyerekek swamez mast mutat.
Ugyanis, vegylk Palmay tanar ur példajat: a Piasptétel bizonyitasa. A gyengébb
matematikai képességekkel rendelkeam rendkivil szorgalmas diakok ezekla
bizonyitasokban nem azt sk le, hogy tobb oldalrdl is meg lehet egy prob&m
kozeliteni, hanem azt, hogy itt van még egy magikryitas is, amit meg kell tanulni.
Ez abbdl is ered, hogy a matematikabdl nem olyas éidkok ,félnek a bizonyitastal,
szamukra egyszelob a szamolas”.

Ezek szerint a korabbi gondolat, ami bennem is pwalmazodott tényleg igaz: a
feladatok tobbféle megolddsainak alkalmazédsa vagelte matematika oOraszamu
osztalyban, vagy szakkoron, esetleg emelt szémettségi elkészitn célszer. Ezek
utan a tanar ur elkezdte taglalni azt, hogyanlenjemeg ez az szakkdrén, és miért
alkalmazta ezt.

Els ként azt emlitette Palmay Lérant tanar ar, hogykamivalaki nekilat egy
matematika versenyen egy feladatnak elképzelhetem tud elinditani olyan
gondolatmenetet, amely eljuttatja a feladat meg@dg Ezért Iényeges, hogy lassak a
gyerekek, ,érdemes nekifogni a nehezebb feladatsgkhiszen elképzelhet hogy
meégis be tudja mondjuk bizonyitani. A versenyredvi@lkészilést szakkér keretében
szoktak megprobalni, igy érthethogy miért fontos ezen a téren a tébb megoldas
alkalmazésa. Am kihangsulyozand6, hogy ha példay bizonyitasos jelleg
geometriai feladat masodik, illetve sokadik megs&aagyon bonyolult, akkor azt még
szakkori szinten sem érdemes bemutatni. Lényegles),dbogy prébaljuk felismerni,
illetve kivalasztani, melyek azok a feladatok, ayekkt a gyerekek biztosan meg
tudnak oldani, és ne allitsuket tul nagy feladat elé.

A tanar ar szerint mind a geometriai, mind a korabonikai, illetve szamelméleti
feladatokban latvanyosan megjelennek a tébb mego#dfeladatok. ,A geometria terén

gondoljunk az elemi geometria, a trigopnometria,oarkinatageometria vagy vektorok



felhasznaldséaval tortérbizonyitadsokra. A szamelméletben az oszt6 paroly wsztok
szama alkalmazhato, illetve az oszthatdésaggal kégios bizonyitasok is megoldhatok
teljes indukcio mellett osztasi maradékok alkalnsaxal is.”

Végil pedig a tanar artél megtudtam egy olyan dolgo amit magamtdl nem
gondoltam volna. Szakkdrvezegvei alatt tapasztalta ugyanis az alabbit az egyik
csoportjaban: Egy-két feladat megoldadsanal a diakdisképpen gondolkoztak, igy
tébb megoldas is szlletett bl adott feladatra. Ezek utan elindult egy folyamat
maguk kezdték el keresni, hogy azt a feladatot redmat-e masféleképpen megoldani.

k kezdték el maguktdl gyteni a kulonbdz megoldasokat, $ még versenyezni is
elkezdtek azon, hogy ki talal tébb megoldast,vkbeki talalja meg a legegyszébet, a
legszebbet.

A tanéar ur gondolatai megesitettek abban, hogy a tobbféle megoldas bemutatgsa
egyuttes kidolgozasa igen hatékony motivaciés nmerddzz igazolta azt a célkitést,
amelyet szakdolgozatom megkezdésekor jeldltem msmsgretném majd megmutatni a
matematika soksziségét a diakoknak, ha tanar leszek. Ugy gondoloogy h
egyszerbb feladatok tobbféle megoldasa segitheti a maikat@n kiléndsebb
tehetséget nem mutatd didkokat is a targy megéeésénegkedvelésében.

Ezuton is szeretném megkoszonni Palmay Loérant tamdak a segikészségét,
hiszen sok értékes informaciot kaptamlet a gyakorlati tanitasra vonatkozoan

témammal kapcsolatban.

Dolgozatom els részében bemutatom azt a feladatot, amellyelzél ismerkedtem
meg a témavalasztas utan. Ezt koveti a legterjezidbb rész, melyben kilonboz
jelleg feladatokat dolgozok fel, tdbbféle megoldassakkezl a feladatoknal mindig
szerepel, hogy milyen forrasbdl vettem a megoldéistye amit magam készitettem,
annal azt is jeloltem. Végul 6sszeallitottam egyanl feladatsort, amely egy tébb
.megoldasos feladathoz” probal segitséget nyujtamiakoknak abban, hogy ennek

atgondolasa utan az eredeti feladat minél tébb idagbmegtalaljak



Egy szélsérték feladat kilenc megoldassal

Mikor elkezdtem a szakdolgozati téman gondolkozakikor ez a feladat volt az,
amellyel el sz6r megismerkedtem a témakdrben. Nagyon megtets#etm, hogy egy
feladatot ennyiféleképpen is meg lehet oldani. |gggdolom, végiil ezért is maradtam
ennél a témanal. Talan az egészsiak alatt, amig a szakdolgozatommal foglalkoztam,
ez volt legtbbb ,geometriai latast” igényfeladat. Elrebocsatom, hogy ez nem egy
kifejezetten kénny feladat szerintem, de megéri végiggondolni a nuggikat, ezeért is
tettem bele a dolgozatomban kiegészitéskent.

A feladat igy hangzik:Adott kerllet derékszog haromszogek kozul melyiknek
minimalis az atfogoja?

A valasz pedig réviden: Az, amelyik egyesitaru derékszégharomszog az adott
kertlettel.

Eredetileg egy régi 8.-os KMBK (Kis Matematikusokrti Kore) feladatlapon jelent
meg. A kilenc megoldasos verzidjat Ambrus Gabriéliszitette el, aki az eredetileg
megadott megoldasokat kiulonbdprrasok alapjan kiegészitette tovabbiakkal, vatam
még néhanyat készitett is hozzajuk. igy jott 6ésazesen a kilenc.

Mikor végignéztem a feladat megoldésait (lasd rk&t®en) mindenek ett
elcsodalkoztam, hiszen én magam valészék tartom, hogy még gimnazistaként sem
lettem volna képes megoldani ezt a feladatot, talég egyféleképpen sem. Az elemi
geometriai megoldasokat tartom kifejezetten nehézme szamtani és négyzetes
kozépre, valamint a szamtani és mértani kozépratkorn6 egyenltlenségekkel tortén
megoldasok szamomra érthigbek, kedvesebbek.

Mindenesetre ezen felbuzdulva kezdtem el irni akdzgozatomat, amelyben
,5ajnos” a legtdbb megoldassal rendelkdeladat, egy ,mindéssze” 6t megoldassal

biré bizonyitas lett.



FELADATOK TOBBFELE MEGOLDASSAL

1. Az els feladatok

Ezeket a feladatokat témavezet adta kezdetként, hogy legyen niitelindulnom.
Eredetileg 6 feladatot kaptam, ezeklkennyit sikertlt megcsinalnom. Itt az 6sszes
megoldas a sajatom, hiszen nem kaptam hozza seemmkgpnyvet, vagy forrast

amelyben esetleg lattam volna valamelyiket.

l. feladat:

Bizonyitandd, hogy n + 4 nem osztéja®* 8n + 15-nek n természetes szam esetén!
1. megoldas:
n’+8n+15=A+8n+16—-1
(n+4Y=r’+8n+ 16
Tehat, han + 4 |+ 8n + 15 (és tudjuk, hogy (n +4 fenti kifejezéssel egyen)|
akkor n + 4-nek osztania kell a két kifejezés kbkdgét is, azaz
n+4|(+8n+16) — (A+ 8n + 15), igy n + 4 | 1 adédna, ami ellentmondas
barmely n N.

2. megoldas:
Fogjuk fel a feladatot az aldbbi modon: adott k&linmm N felett. Be kell latni,
hogy n + 4 nem osztjgr 8n + 15-et. Erre a legegyszbb médszer a polinomok
maradékos osztasa.
(NP+8n+15):(n+4)=n+4
-(n”+ 4n)
4n + 15
-(4n + 16)

1 nem oszthaté maradék nélkiil

3. megoldas:

n’+ 8n + 15 felfoghatd akar egy fiiggvényként is, eazfeladat igy értelmezhet
Vizsgaljuk az adott kifejezés gyokeit. Amennyiberele kozt szerepel a 4, mint
gyoktényez, akkor osztja az n + 4.

Ekkor oldjuk meg az+ 8n + 15 = 0 egyenletet.



- 8%+/64- 445 - 8+2
= -

2 2

Tehat nem irhato fel (n + 4)(n + ¢) alakban, meavdl nem gyoke.

N, m=-5mn=-3

A megoldéasok értékelése:

Szadmomra az elsmegoldas volt az, ami ele szembe 6tlott. Lehet, hogy annak
kdszOnhet a szivemhez kozel all a szamelmélet. Ha egy ifgéadat akkor szerepel a
kozépiskoldban, mikor a polinomokat tanitjak, akkd@bb a masodik megoldas lehet
az, amit egy kdzépiskolas inkabb adna.

A harmadik megoldas egy jo trikkot alkalmaz. Szermigy utdlag visszagondolva ez

a legkénnyebb megoldasi mod.

[l. feladat:

Legyen n3 2 természetes szam. Bizonyitando, hody | 22" _ g !
1. megoldas:
10(122" -6 U 2(22" -6 és5|22 -6
Az |0l lathatd, hogy a kettosztja a fenti kifejezést, mivel egy kdtatvany és egy

kett vel oszthaté szam kiulonbsége mindig oszthato kelt

Azt kell belatni, hogy a kifejezést az 6t is osztja
22" . g=22".5-1
Ebb | az atirdsbol jol latszik, hogy a fenti kifejezékkor lesz oszthaté 5-tel, ha

22" bttel osztva 1 maradékot ad.

Ennek belatasara alkalmazzunk teljes indukciot.
n=2-re2=16=15+1
n=3ra2=126=125+1

Eddig agy tnik, hogy igaz a feltevésunk.

Tegyuk fel, hogy n-re tudjuk, hogg2n 5-tel osztva 1 maradékot ad.
n+ 1-re:

n 2

n+1 n 2 : e L . )
22 T=22" =2 mivel a zardjelen bellli rész egy maradékot adrtezé

ennek négyzete s egy maradékot fog adni. Az dlliehsit belattuk.



2. megoldas:

2
Mivel 22" =16 , ezeért prébaljuk meg felirni a kifejezést 16 hatyaként!
Atirhato a kifejezés ¥éon alakba, ahol k az alabbi médon megadhaté:

22" —q16k 0 22" =24k (J 2N = gk k="

Val6ban j6 al6 k = 2" atiras, ugyanis’Z2n = 24K alakban irhato, hiszen a
kitev ben lev kett hatvany oszthat6 4-gyel (n > 1).

16 hatvanyai 6-ra végzinek. Ennek oka, k = 1-re a 16 6-ra vétjk, és a
hatvanyozas soran az utols6 szamjegy mindig 6yes iksetben.

Ebb | mar kovetkezik az allitas.

A megoldasok értekelése:

Ez a feladat szerintem kifejezetten nem konrigladat, hiszen egy oszthatésaggal
kapcsolatos feladatban egyszerre csak egy trukkdktak alkalmaznia kozépiskola
gyakorlatban, am ez az elgsetben egy oszthatésag kettébontasa mellett ndges
indukci6t is alkalmazza. A masodik megoldas pedigpmo ,cselt” alkalmaz, amely
hosszas gondolkodas utan jutott az eszembe, é§ b#rkdatta nagyon bravirosnak
tartotta. Nekem személy szerint a masodik megoksidigtal nehezebb volt megtalalni,
de visszagondolva lehet, hogy éppen ez a kénnyebb.

10



[l. feladat

Bizonyitandd, hogy tetszleges ABC haromszogben az oldalfelezpontok és az

egyik oldalhoz tartozé magassag talppontja hurtrapgt hataroz meg!

Készitsiink abréat a feladat megoldasdtdlegyes- és tompaszégaromszaogre:
(1. és 2. abrak)

C

1. abra 2. abra

Legyen Kk BC, i, AC és k AB felez pontja, valamint T a C oldalhoz tartoz6
magassag talppontja. Azt allitjuk, hofyFFaF, Nnégyszdg hartrapéz

1. megoldas:
ABC haromszogbenFF, és k felez pontok az oldalakon, ezértfs parhuzamos
és fele akkora, mint AB. Hasonléan viszonygfFAC-hez, illetve BF. BC-hez.
Ebb | tudjuk, hogy trapéz az alakzat, hiszen a ferbtlgsek szerint f, || AB,
valamint AB || TFc (mivel egy egyenesen vannak)FaFp || TeFe.
Azt kell még belatni példaul, hogyFF, D =T FFD
AFy || RFc AFyFF. egy paralelogramma, tehatFA B =AF,F,D, valamint
FoAT D =FFaFy
Ezen kivul még az is igaz, hogy AkDegyenl szard, ugyanis J/, egyenesére
tukrozve C-t éppen At kapjuk, mivel BF, k6zépvonalvonal, ezért ugyanolyan
messze van AB egyenesktmint a C-n &t hdzott, AB-vel parhuzamos egyerest
gy mivel R, rajta van a tilkoértengelyen az.Fkre vett tiukrozésnél, ezért
|RCl=[RTdl.

Tehét ez egy hartrapéz.

11



2. megoldas:

Ez a bizonyitds a Feuerbach-kdrén alapul.

Egy kozépiskolai szakkor keretében mar megtanitadtéuerbach-kor, vagy kilenc
pont kére. Azt a koért, amely tartalmazza egy hamigsoldalfelezpontjait (3
darab), a magassagvonalainak talppontjait (3 dardlBtve a cslcsokat a
magassagponttal 0sszektszakaszok felepontjait (3 darab). Ezt nevezzik
Feuerbach-kornek (lasd 3. abra).

Bizonyitas (Lasd: Hajés Gyorgy:Bevezetés a geodtadriNemzeti Tankdnyvkiadd,
Budapest, 1999, 303. oldal)

3. abra

A fenti abra azABC haromsz6g Feuerbach-korének kilenc nevezetesghamijtatja
(piros szin). A Feuerbach-kér kbzéppontjaMiznagassagpont és @zkorilirhatd kor
kozéppontjat dsszekdtszakasz felezéspontj&)( A kor sugara a korilirhatdé kor
sugaranak fele. (AzMO szakasz pedig az Euler-egyenesbe esik.) A Kkor ivén
elhelyezked kilenc nevezetes porE,, Fp ésF; a haromszog oldalainak felezéspontjai,
Ta, Ty €sT. a hdromsz6g magassagvonalainak talppomjaiM, ésM3 pedig a rendre a

magassagpontot a cslcsokkal 6sszekbakaszok felezéspontjai.

12



Mivel a négy emlitett pont rajta van az ABC harodtsEeuerbach-korén, igy ezek egy
hdrnégyszoget hataroznak meg. Ezen ki, Parhuzamos AB-vel, igy létezik egy
parhuzamos oldal. Valamint azFs ivhez tartozé szog JFFD = FFFD, tehat

hartrapéz

3. megoldas:
Ez a megoldas a latdékort hasznalja fel. Maga a ihdégougy sziletett, hogy
konzulensem felhivta ra a figyelmem, hogy igy igrehet oldani, ezért gondoltam

végig hogyan.

Tehat adottak a felepontok és a c oldalhoz tartoz6 magassag talppddatjabra)

Azt Tudjuk, hogy HF, kdzépvonal ABC-ben, ezért parhuzamos AB-vel. Ezen
kivil azt is tudjuk, hogy d és k rajta
vannak AB-n, tehat dFc parhuzamos
FaF, —vel . Tehat ez a négy pont egy

3
\ trapézt hataroz meg. Be kell még

latnunk, hogy hurtrapéz, azaz létezik

/ olyan kor, amelyen mindhdrom pont
rajta van T, F;, F,, Fp sorrendben.

A v = 8 Ehhez elég belatnunk, hogy a jelolt

c Cc

szOgek egyenk.

4. abra

Mivel FcFy és RFa is kézépvonal, igy #F.F-C négyszdg parallelogramma, igy a
szemkozti sz6gei megegyeznek, teRgEF,D = F F.F.D .

Valamint RFp-re tilkrozve C-t éppen & kapjuk, mivel BF, kozépvonal. igy
FoTcF-C négyszdg deltoid, melynek tengelyg-F amib | kbvetkezik, hogy T-nél,
illetve C-nél lév sz6ge megegyezik, CF,b = F, T.F.D

Az el z két egyenlség miattF, T.F,D = F,F_F,D, tehat mindkett rajta van az
FiFv szakaszF,CF,D - latokorivén, azaz létezik olyan kor, amely minchégy

pontot tartalmazza ebben a sorrendbeR; TeF;, igy RF,TcFc hurtrapéz.
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A megoldasok értékelése:

A masodik megoldasrél nem szeretnék beszélni anmgivel ahhoz kell, hogy
megtanitsuk a Feuerbach-kor fogalmat a gyerekekAek.ez a témakor szerintem
nagyon érdekes lehet, agyhogy én mindenképp megtem egy szakkoron.

Az els és harmadik megoldas is szogek segitségével bizamy teljesen mas jelleg
kett .

Az els azeért fontos, mert csak a hartrapéz és a tukiidssionsagait hasznalja fel, igy
akar barmelyik kdzépiskolai tanulétél elvarhatnahkgy egy ilyen bizonyitast meg
tudjon csindlni, fleg ha emelt szinten tanulja a matematikat.

A masodik megoldas a latokort alkalmazza, ami ma meak az emelt szint
tananyagban fordul el igy ez a megoldas ,nehezebbnek” szamit, am geeminha

valaki tudja a latokort, itt kevesebbet kell bizéapia, mint az elsmegoldas szerint.

IV. feladat
Oldjuk meg az egészek korében:

X*+y? =2xx+2xy- 3

1. megoldas:
Rendezzik at az egyenletet teljes négyzetté asskita Ennek segitségével
valészin leg megsejthetlehet az eredmény, illetve ha nem lehet megoldani
egyenletet, akkor igy kdnnyebben meglatjuk.
X>+y®=2xx+2xy- 3
x?-2xx+y?-2xy=-3
(x- )%-1+(y-13-1=-3

(x-D*+(y-D*=-1
Az igy kapott egyenlet nem oldhatdé meg, hiszennéglyzetszam 6sszege nem
lehet negativ. Tehat a valos szamok halmazan mregpldasa, igy az egészek

korében sem lesz.

Megjegyzeés: a feladat koordinatageometriai felaglattks el keriilhet, hiszen x

€s y azonos egyutthatoval szerepel, valamint gekiésben nem szerepeby-

os tag, igy felfoghat6 kdregyenletként is. Szamoewavolt az alapgondolat,
hogy kéregyenletre rendezzem.
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2. megoldas:

(Ez a megoldas akkor jutott eszembe, amikor az etsegoldast mar
begépeltem.) Bontsuk ketté a feladatot! Ez egy tagtalmazo és egy y-t
tartalmaz6 egyentlenség 6sszege. Az a sejtésiink, hogy nincsen oésgdehat

ezt bizonyitjuk.

x? > 2xx, ha x>2 vagy ha x<0,

illetve y? > 2xy - 3 barmely egész y-ra.

Mivel a fent szerepl fliggvények mind szigorGan monotonok, igy az 6 kaea
utan a kovetkezegyenltlenség is fennall:

x*+y? >2xx+2xy- 3 (1), ha x>2 vagy x<0 azaz, ezeken az intervallusnok

nincs megoldasa az egyenletnek.

Mivel véges sok kimarado eset van: {0, 1, 2}, ezéreket kilén meg kell

néznunk, hogy mi torténik, ha x ezeket az értékeksti fel.

Ha x=0® x*=0=2xx, viszont barmely y-ray> > 2xy- 3gy

x*+y? >2xx+2xy- 3 igaz lesz minden y-ra, tehat ekkor sincs megoldas.

Ha x=1® x* =1<2=2xx. Ekkor Ggy alakul at az (1) egyetienség, hogy
y?+1>2+2xy- 3 y®>2xy- 2, amely szintén igaz, hiszen atrendezhetjik:
y?>2xy-2U0 y?-2xy>-20 (y-1)?-1>-20 (y-1)*>-1, ez pedig
barmely egész y-ra igaz. Tehat ebben az esetbeagiobb a baloldalon allo

kifejezés értéke, tehat nincs megoldas.

Ha x=2® x* =4=2xx. Innent| viszont ugyanaz a bizonyitas alkalmazhat6

r4, mint x = Oesetén tettik.

3. megoldas:
Rendezzik at ugy az egyenletet, hogy a baloldadak az x-et tartalmazo tagok

legyenek, mig a jobb oldalon az 6sszes tobbi. Aeldiaz adodik:
X*- 2xx=-y*- 2xy-3
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Mit is kaptunk? A baloldalon egy olyan parabola eggte all, amelyiknek
tengelye parhuzamos az y tengellyel, mig a jobkalofd egy x tengellyel
parhuzamos tengelyparabola all.

Ezzel a feladatot atvezettik két parabolara, arkeble a metszéspontjat kell
megkeresni, amennyiben létezik. Az brazolaskoszegl atirni a kifejezést a
kovetkez alakba (5. 4bra):

XXX-2)=-(y-1*-2

Ebb 1jol latszik, hogy a bal oldali kifejezés zérusfel0 és 2, minimuma 1-ben

van, melynek értéke -1. A jobboldali kifejezés széitéke -2, amit az y=1-ben

vesz fel.

5. abra
4. megoldas:

Ez egy kis algebrai okoskodas, amellyel az x éaritgsat vizsgaljuk.

X2 +y? =2xx+2xy- 3

Ha x és y egyszerre paros, vagy paratlan, akkal@dalon mindig egy paros
szam all, mig a jobb oldal paratlan. Ebben az &betenem oldhaté meg.
Tehat csak az az eset marad, hogy az egyik parasasik paratlan. Ekkor
vélasszuk x-et parosnak, igy y pératlan, amit ntegtenk, mivel szimmetrikus

az egyenlet x-y-ra.
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Ekkor x felirhat6 2>a alakban, y pedig2:b+ Jlakban, ahol a és b szintén
egész szamok.

irjuk be x és y elbbi alakjait az eredeti egyenletbe:

(2xa)% + (2>b+1)? =2x(2xa) +2x(2>b +1) - 3

4xa° +450° +4xp+1=4xa+4%p+2- 3

4>a” +43b” +4b+1=4a+43b-1

Lathatd, hogy a baloldal 4-gyel osztva egy maratédy mig a jobboldal
maradéka -1 (azaz 3), tehat nem lehet egyakiét oldal semmilyen a-ra és b-re.
igy az eredeti feladat akkor sem oldhaté meg, pargs és y paratlan.

Tehét a feladat nem oldhaté meg az egészek kdrében.

A megoldasok értekelése:

Ez a feladat sok oromet okozott nekem, mikézbeamirta dolgozatom. Az els
megoldas a tipikus iskolai megoldasa a feladatrakistem, am mint mar emlitettem,
nekem a kor egyenlete volt az efgondolatom, mikor meglattam.

A masodik megoldas az egyetiénségekkel szerintem akar mar akkor is bemutathat
amikor a diakok még nem tanultak nevezetes azogokat

A harmadik megoldast val6szieg nem valasztana egy kdzépiskolas sem véleményem
szerint, mivel a grafikus abrazolast inkabb az atpteendszerek megoldasara szoktak
alkalmazni, nem pedig egy egyenletre.

Az utols6 megoldas egy kis szamelméletet haszmnabifei szamomra sokkal inkabb
elképzelhet, hogy el kerll egy hasonl6 jellegfeladat megoldasanal, mint mondjuk a
harmadik megoldas. Szerintem ha a legegy$iteés leggyorsabb megoldast keressik,

akkor mindkét esetben az elsz.
V. feladat

Szerkesszlink egyenbkzari haromszoget, amelynek az alaphoz tartoz6 maggaga
4,2cm, az oldalhoz tartozé magassaga 3,8cm!

1. megoldas:

Ezt a megoldast magam talaltam ki. Hasonlé harogedgtvalamint Pitagorasz-
tétel segitségével kiszamolhatd a két magassaduanalkét kilonboz oldal (az
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alap és a szar) hossza. Ez a megoldas inkadbb aalfsrszamolast részesiti
el nyben, mondjuk tgy, nem kell kifejezetten sok dtiezza.

Miel tt elkezdenénk a feladatot megoldani, készitstuykvéglatrajzot (6. abra)

Adottak:
m, =42
m, =38

A két magassagvonal két hasonlo
deréksz6g haromszdget hoz létre
az ABC -ben.

ABTA ~CTcB , mivel

derékszogek, és a B-nél lév

hegyesszdguk k6zos.

6. abra
Ebb | felirhat6 az alabbi arénypé% _m _38_19
b 42 21

Tehata = E o)
21

Ez egy Osszefliggés a és b kdzott, am ha nézzgB Gét, akkor ebben felirhat6 a
Pitagorasz tétel, és cB éppen a fele, mivel az egyenkzardG haromszog

szarszogeél indulé magassagvonal sulyvonal is.

2
igy tehatm_® + % =p?

2
Behelyettesitve:48° + i—sz =b®. Ez egy masodfoki egyenlet b-re melynek

megoldasai kdzll az egyik negativ, tehat csak &ipaznézzik, mivel b hosszusag.
Tehatb » 538 a» 487

A szerkesztés menete:

- vegyunk fel egy egyenest, rajta @dontot
- Tc pontbdl induldé két félegyenesre mérjunk ﬁ%l-t. gy megkaptuk A és B

pontokat
- A és B pontokbdl mint k6zéppontbdl huzott b sugadrivek metszéspontjai

lesznek a lehetséges C-k.
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2. megoldas:

Ez a megoldas, valamint a harmadik egy konzultatiélmaval szlletett meg a
témavezetm segitségével.

Ismert CT hossza: 4,2 cm, valamint
mivel CT¢ sulyvonal ABC -ben, ezért
ha Tc-ben hizunk egy parhuzamost AT
val, akkor az igy keletkezTcP szakasz
g hossza éppen 3,8 fele lesz, azaz 1,9cm.
| Mivel ez a CEP derékszog és ismert

az atfogoja, valamint egy befogoja, igy

ez megszerkeszthetés igy ABC s

szerkeszthet (7. abra)

7. dbra

A szerkesztés lépései:

- vegyunk fel egy 4,2 cm hosszu szakasztd)Cmajd irjuk fel a Thalesz-korét

- az egyik végpontjabol ¢) korivezzink 1,9cm-rel megkapjuk P pontot

- CP egyenesét meghosszabbitjuk

- CTc szakasz ¢§ pontjaba allitsunk melegest CE-re, ennek metszete a fenti
meghosszabbitassal megadja B-t

- B-t tikrozzik CE egyenesre A

3. megolc!és
\ e
Ebben kihasznaljuk, hogy ha tikrozink egy

egyenl szari haromszoget az alapjanak fepentjara,

akkor egy paralelogrammat (jelen esetben rombuszt)

kapunk, ahol m= m.. (8. abra)
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Szerkesztés lépései (9. 4bra):

vegyunk fel egy parhuzamos egyenespart 3,8 cn {n3,8 cm) tavolsagra
egymastol.

az eqgyik egyenesen vegyunk fel egy telisges pontot, legyen ez C

ebb | kdrivezzink 8,4cm (d) sugaru korivvel mig elmésaimasik egyenest,
amely ezzel parhuzamos volt (ez azért j6 igy, martfent emlitett
paralelogrammat fogjuk megszerkeszteni az atlditségével) kapunk egy C’
pontot

CC’ felez pontja lesz & pont (az egyenkzari haromszog alapjanak
felez pontja, F)

Tc pontban meregest allitunk C & egyenesre (mivel ez magassagvonahol
az eredeti két parhuzamos egyenesiinket metszimez éeges ott lesznek A és

B pontok.

9. abra

A megoldéasok értékelése:

Ez a feladat szamomra kifejezetten nehéz volt, atudhatd annak is, hogy sohasem

szerettem a geometriai szerkesztéseket. Ezt matatja, hogy a harom megoldasbdl

onélléan csak egyet sikerllt alkotom. Valojabareladat megoldasa igy utdlag nem

olyan nehéz, de at kell latni, hogy mi hogyan hadmité fel. Ez utdbbi neheziti meg a

megoldast.

Az els megoldas mindossze a geometria algebrajat alkabmdrszen minden kell

adat kiszamolaséaval oldjuk meg a feladatot. Ezeiil khegjegyezném még azt, hogy a

feladat befejezése nem csak az oldalak megadaségikégével fejerhet be. Ha az

a-b-re felirt aranyt alkalmazva rajzolunk ez teksges haromszoget, akkor annak

magassagvonalai segitségével a parhuzamosksaetelét alkalmazva megadhaté a

keresett egyenkzari haromszog.
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2. Feladatok a KbMaL és az Abacus folyoéiratokbdl

Ezeket a matematikai folyoiratokat az Elemi matenaatigv targy keretében ismertem
meg. Ezek kozt is talaltam egy két nagyon j0 példdelyhez tudtam a KoMal
honlapjan megjelen megoldason felil masikat is talalni. Az Abacusadigtot a

folyGirat honlapjan talaltam, ott viszont nem spaiemegoldas.

VI. feladat:
KoMaL 2007 oktéberi szam:

K. 134. Egy pozitiv egész szamrol tudjuk, hogy odmtd 2-vel, 5-tel és 9-cel.
Tudjuk még azt is, hogy ezeken a szamokon kivll ptmsan 9 tovabbi pozitiv

osztdja van. Melyik ez a pozitiv egész szam?

Megoldas otlete: Meg kellene talalni az 6sszes Gbsatietve amennyit csak

tudunk.erre van egy formalis megoldasmad.

1. megoldas: formalisan

x = 26595k = 2>x3% 5k, ahol k egy nem nulla természetes szam

Ekkor mik az osztok?
1=2°x3"8°
2=2"x3"8°
3=2°3"8°
5=2°3" 8"
6=2"x3"8°
9=2%x3>8°
10=2"x3° 5"
15=2°>3" 8"
18=2" 3" 8°
30=2" 3" &'
45=2° 3" &'
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90=2"x3*>6"
Ez O0sszesen 12 darab 0sztd, azaz k=1. Maga a 98z aminek 12 osztoja

van.

2. megoldas: a még formalisabb megoldas, ha ismerik a tételheln
megfogalmazza, hogy a primtényezfelosztasbdol hogyan kaphaté meg az

0sszes 0sztok szama. (Ez megtanithatd egy szakbgutidyban!)

Hasznéljuk a meglevadatokra az oszték szamara vonatkozé tételt:
x=2>5>9>k = 2"-3%'5"k, ahol k egy pozitiv egész szam.
Tétel szerint, az osztok szama minimufk:1)(2+1)(1+1)=12.

KonklGzio: mivel a szamunknak pontosan 12 oszt@a,wezeért k=1 adodik.

Tehat a szam2! 332 »51 =90

3. megoldas: ,az okoskodas”, amely azutan, hogy a feladatot atuEgtam

szerepelt a KoMaL-ban is megoldasként:

Tudjuk hogy 2, 5 és 9 osztja a szamot. Milyen masdosehetnek?

9=3:3 ezért az osztok: 3, 6, 10,15, 18, 30, 45 és @dvédl az 1 mindennek
osztoja.

Ezzel 6sszesen 12 darab oszté szamolhato dsszent@san ennyi kell. Akkor

ezek kozll a legnagyobb szam lesz a keresett, 8h@tmegoldas.

A megoldéasok értékelése:

A feladat megoldasa még egy-két félévvel korablgatémnt. Ekkor szamomra az els
megoldas volt a legegyszéb. A harmadik megoldast, mint fent jeleztem én
.,okoskodasnak” gondoltam, am valosdeay ez az altalanosabb, ha ezt kozolték a
KbMal-ban. Ez engem meglepett.

Az els és masodik megoldas két hasonld jellegegoldas, am meégis kulon vettem.
Ennek az az oka, hogy ebben a félévben talalkoztgntamarnvel, akit | megtudtam,
hogy tanitia a primszamok témakorében az osztok szaw@matkozo tételt a
kozépiskoldban. Ezen én magam megiiem, hiszen annak idején mi ezt a tételt nem

ismertlk, st én magam ekz0r az egyetemen ismerkedtem meg vele. Ennekdnatas
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gondoltam, akkor megtanithatd ez egy szakkor Keeetéigy beirtam ezt a lehseéget
IS.

VII. feladat:

KoMaL 2008 szeptemberi szam:
B. 4104. Keressilink olyara, b, c szamokat, amelyekre minden pozitiv egése

esetén teljesil az
(n+3f=a (n+2P+b (n+ 1F+c'n’

1. megoldas:
A két kifejezés felfoghato egy-egy masodfoku patk@nt. Ekkor ha kifejtjuk
ezeket a kifejezéseket, akkor mar tudjuk, hogydihnkegoldani ezt a problémat:
egyenl egyutthatok modszerével.
(N+3)%=n*+61+9
axn+2)?+bxn+1)?+cxn® =axn’+4xn+4)+bxn*+2xn+1)+cxn’ =
an+4:asn+4’a+b>n”+2>b>n+b+con® =
=(a+b+c)n® + (4xa+2x)n+ (4xa+hb)
(egyenl egyutthatok médszere)
l=a+b+c
6=4xa+2>
9=4xa+b
Tehdtb=9- 4>a az egyenletrendszer masodik egyenletébe helystesit
6=4’a+2>9- 4*a)=4>a+18- 8a 4*a=12 a=3
Ebb | kdvetkezik:
b=9- 4>a=9-12=-3
c=1-a-b=1-3-(-3) =1
Tehat a=3, b=-3 és c=1 megoldas. Ez minden n-ta@gaen a két polinom

egyenl, tehat ha valamely n-re a bal oldal igaz, akkbd is!
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2. megoldas:
(n+3)?> =axn+2)*+bxn+1)? +cxn?
(n+3)? =axn+2)* +bxn+1)?+cxn®* minden n-re igaz irjunk fel egy
egyenletrendszert a, b, c-re az n = 1, 2, 3 sz&dmwbklyettesitésével! Azért csak
haromig kell elmenni, mert a, b, ¢ harom ismeretlen
n=1
A+3)* =ax(l+2)* +bx(L+1)* +cx1)?
16=9xa+4>0+cC
n=2
(2+3)7 =ax(2+2)* +bx2+1)? +cx(2)?
25=16xa+9x+4x
n=3
(3+3)? =ax(3+2)* +bx3+1)” +cx?3)°
36=25xa+16>%+9x

Ezekb | a kovetkez adodik:

Az els egyenletbl:

c=16- 9%a- 4:b

A masodik egyenletet hasznalva:
25=16+9°b+4>@16- 9>a- 4:°b)
25=16xa+9x% +64- 36xa- 16>

39=20%a+ 7>
b (39-720>a)

A harmadik egyenletet hasznalva:
36=25°a+16°b+93(@16- 9>a- 4°b)
36=25xa+16x +144- 81xa- 36>
56xa+20% =108

igy felhasznalva az imént kiszamolt b-t:

56a + 2o><(39'—720’a) =108

392xa+ 780- 400xa =756
24=8xa
a=3

Ebb | mar kovetkezik, hogy b=-3,c=1
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Viszont ennél a megoldasnal még nem kovetkeziky agerre a harom értékre

j6 a megoldas, akkor ugyanugy jo lesz n = 4-reyvag 121-re!

Ezért itt egy teljes indukciot kell alkalmazni, lyogelassuk, hogya =3, b =-3
€s ¢c=1 minden n-re megoldas.

Mivel mér tudjuk n = 1, 2, 3-ra, mar csak az inddkdépést kell levezetni

Tehat be kell bizonyitani, hogyha n-re mar adotigixc értékek, akkor ezek

(n+1)-re is jO!

(N+D+3)* =3(n+D+2)* - 3Y(n+) +1* +(n+1)*

Itt, vagy kifejtlik a zaréjeleket, és ugy jon kigyapedig észre vesszik azt, hogy
az 6sszeadas kommutativ, tehat bele lehet csemagsziedeti egyenletet az

Ujba az alabbi médon:

Eredeti egyenlet(n+3)? =3xn+2)? - 3n+1)? +n?
(N+1)+3)> =3X(n+1) +2)%- 3((n+1) +1)* + (n+1)?, atalakitva:
(N+3)+1)* =3x(n+2)+)*- 3(n+D+1)* +(n+1)*

baloldal:

(N+3)*+2Xn+3)+1=(N+3)* +2xn+7

jobboldal:

3N+2)?+6XN+2)+3x- 3xn+1)°- 6Xn+1)- 34+n°+2xn+1=
3N+2)%-3n+1)*+n*+6xN+12- 6XN- 6+2xn+1=
3XN+2)?-3xn+1)*+n*+2n+7

Tehat(n+3)? +2x1+7=34n+2)*- 3{n+D*+n*+2xn+7

(n+3)2 =3xn+2)?- 3Yn+1)*+n® ez maga az indukcios feltétel, tehat

teljesul minden n-re!

A megoldasok értekelése:

Az els megoldast tartom altalanosnak, és ezt kozoltelkomad -ban is. A masodik

megoldas inkabb az érdekes. Ebben kifejezettero$oak tartom és hibaként meg is

jelenhet, hogy miutan behelyettesitettiink az 13 8amokat, ne felejtsik el, hogy ez

még nem garantalja azt, hogy minden természetenrazj lesz, ezért kell még az

indukci6 is.
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VIII. feladat:

Abacus matematikai pontverseny:

B564. Egy ajandékboltban tobbféle dsszedllitAsbanaghatdk karacsonyfadiszek.
Egy-egy csomag ara ugy adodik, hogy a benne léwiszek arat 6sszeadjak.
(Egyforma diszekért azonos 6sszeget kell fizetn&g alabbi csomagok arat a képek
alatt feltintettik. Mennyibe kertl a negyedik csomg? (10. abra)

10. abra

(1O | |40 (A |UOC O
A 1OC| |0 aAal |OAO

210Ft 190Ft 240Ft ? Ft
1. megoldas:

Ugyesen 6sszerakjuk az el8 csomagbdl a negyediket: Az elg€s masodik
csomagot egybe megvesszik, akkor megkapjuk a négyeplusz egy haromszog,
€s egy négyszog diszt, ami pedig egy fél harmastknag. Tehat akkor az elgs
masodik 6sszege minusz a harmadik fele, ugyanazomagot adja, tehat ezek

araival szamolva ugyanazt kapjuR10+190- (2—30) =280 Ft. Szdveges valasz:

Tehat a negyedik csomag karacsonyfadisz ara 280Ft.
2. megoldas:

Az egyenletek segitségével felirjuk az adatokat:
1) + + + =210
(2) + + + =190
3)_+ + + =240

+ + + + + =?

Az (3)-bdl egyszersitéssel az alabbi egyenletet kapjuk: =120 (hiszen a
baloldalon 2 darab volt mindenlb ezért kettvel oszthatunk.)
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Aztan észrevehet hogy a masodik egyenletben pontosan e@g talalhato,
tehat innen kiszamolhat6 aegységara:

=(190-( + ))/2

=(190-120)/2=35
Aztan ha mér tudjuk a egységarét, és+ értékét, akkor az elegyenletbl
ezek segitségével kifejezhet értéke/egységara.

+ +( + )=210
+35+120=210
=210-120-35
=55
Innen mar magatol kdvetkezik, hogy agyseégara:
=120-
=65

Ekkor az egységéarakbdl kiszdmolhat6 a csomag ara:

+ + + + + =2

2 +3 + =255+335+65=280
Tehat a negyedik csomag ara: 280 Ft

Ezt a megoldast akar egyenletrendszerként is &jik x, y, z-re, st akar az

egyenletek és egyenletrendszerek megtanitasaraeisgt!

A megoldasok értekelése:
Ez a feladat szerintem kifejezetten alkalmas dromy az egyenleteket megtanitsuk a
diakoknak. Miutan megtanultak, akkor megmutathagkikn a masik moddszer is,

amennyiben nem jottek ra.
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3. Feladatok Roka Sandor 2000 feladat az elemi

matematika koréb | cim koényvéb |

Err | a konyvr | annak idején Elemi matematika kurzusaim sorarsaok hallottam,

hogy igen érdekes feladatok vannak benne. Munk&énsart tapasztaltam, hogy nem

csak érdekesek, de szamomra nagyon hasznos fddadaszerepeltek benne a tébb

megoldas szempontjabol. Ezek kozil valogattam ebldejezetben.

1815. lgazoljuk a kdvetkez oszthatosagokat.

IX. feladat

a)4|7"+3" n=1,2,...

1. megoldas:

A maradékokon keresztll prébaljuk megfogni a felatla

Mennyit ad egy héthatvany maradékul 4-gyel osztva?

N | 7 hatvanyai Osztasi maradék 3 hatvanyai Osztasaadaar
117 3 (vagy -1) 9:=3 1
2 [49=72 1 27 =3 3
3[343=7 3 81=3 1
47 1 3 3
Tehat 7n esetén: Tehat 3" esetén:
ha n pératlan, 3 ha n paratlan, 1
ha n paros 1 ha n paros 3

Tehat barmilyen n-re a két tag osztasi maradékaisakege, ami egyendz 6sszeg

osztasi maradékaval, az 3+1, illetve 1+3 lesz,&ami

igy tehat a kifejezés felirhat6 az alabbi modon:

7" +3™=4>A+4>B+3+1, ahol A és B szimbolumok. igy mar kénnyen lathato,

hogy mivel 4 | 3+1, azért az egészet osztja.

2. megoldas:
Mivel ez a feladat a kdnyvben a teljes indukci®teitben szerepel, ezért feltehet

hogy a szerzels sorban ezt a megoldast varja. A feladat megoldésaszerepel a

konyvben.
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4| 7" + 3™ allitas bizonyitasahoz alkalmazzunk teljes indutcié

n=1-re7'+3" =7+9= 16 és 4|16, ez igaz.

Tegyuk fel, hogy n-re mar tudjuk, hogy igaz aztaslj be kell latnunk, hogy n+1-re
is az. A kapott kifejezést irjuk fel a kbvetké&ppen:

7n+1 +3n+2 — 7x7n +3>Gn+1

Most alkalmazzunk egy trikkoét, hogy hasznalhassuk iredukcios feltételt:
757" +3x38™ =7 x(7" +3™) - 43"

Hasznaljuk az oszthatésag tulajdonsagat, mely rdzegy szam akkor oszt egy
kéttagu Osszeget illetve kilbénbséget, ha avetetben szerepl mindkét szamot
osztja. Jelen esetben:

4 | 7" +3™, az indukcios feltétel miatt, tehat a kisebbitendsztja. Mivel a

kivonandénak is osztdja a 4 az allitas igaz.

3. megoldas:
Itt az els megoldashoz hasonloan az osztasi maradékok kapjakzerepet, am
mésfel | ,kdzelitjuk meg” a szamokat:
7=8-1
3=4-1
Tehat az altalunk vizsgalt oszthatosag igy alakwt &4(8- )" + (4- D™
.
k=0 K

Ebb | latszik, hogy (8-1) esetén a 4 (az utols6 tag kivételével) minden aagb

— -k k
Hasznaljuk a binomidlis tételf@ + b)" = xa" " xb

szerepel szorzoként, igy ezek a tagok mind oszth&igyel, és az utolso tag, nkt
fugg en, 1 vagy -1.

Hasonl6 médon (4-1)' esetén is, felirva 6sszegként csak az utolsé &g n
oszthatd 4-gyel, és ez is 1 vagy -1.

Rendezzik tablazatba amit kaptunk:

n paritasa (8-utolsé tagja (4-1Y! utolsé tagja
n paros 1 -1
n paratlan -1 1
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Ha Osszeadjuk a sorokban léertékeket, akkor kijon, hogy 0 a maradék 4-gyel

osztva, hiszen a (-1p lilletve a (-1J*-b | jov tagok éppen kiejtik egymast.

A megoldasok értekelése:

Mikor elkezdtem a megoldott feladatokat 6sszerenidekkor nagyon elgondolkoztam
azon, hogy ez a feladat belekeriljon-e a dolgozathganis mar volt egy hasonl6nak
mondhat6 feladat, melyet témavezatadott. Végul ugy dontottink, hogy maradjon,
mivel az mas jelleg Ezen felll amiért én ragaszkodtam hozza az kolly a harmadik
megoldas egy olyan trukkot alkalmaz, ami nagyorekked és még nem volt olyan
feladat, aminek a megoldasa sorarketilt volna a binomialis tétel.

X. feladat

Ez a terlletatalakitasok témakdr alatt szerepel. Afeladat, hogy mutassuk meg,

hogy a vonalkazott és po6ttydzott részek tertlete ggnl .

1303. Egy korlemez negyedét hatarolé koriv harmadopontjaibodl
mer legeseket bocsatottunk az egyik hatarolé sugarrapovabba az egyik
harmadoldpontot 6sszekotottik a kor kozéppontjavah 11. abra szerint.
J,.J & /

f,”/

11. 4bra

Megjegyzés:

Mivel én a GeoGebra nevmatematikai rajzolé programot hasznalom az abrak
rajzolasahoz (kivéve a 11. abra), ezért beiik meg az adodé metszéspontokat.
A metszéspontok altal alkotott sikidomok segitséfénalok a kdvetkexben

az alakzatokra. Van, amikor két abraban abrazolkat, akkor a bal oldali abra
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tartozik a korcikkhez, amely betése A-t6l H-ig mehet. A jobboldali abra

bet zése a bal oldalihoz hasonl6, &m itt Al4’-ig megy.

1. megoldas:

Ez volt a gyakorlaton az én sajat megoldasom.4dhea)

> S
- . F T \Fl
\.E \ E
\
\\ \\'u\
| |
B Cc D B' cC'

12. abra

Bebizonyithatdé hogy a két tertlet egyenligy, ha megmutatjuk, hogy a
kérlemez negyed tobbi része (a AFG és A'F'G’ sikmbdkon kivil fennmaradd)
azonos tertlet Mivel azonos teriletekl (a kérnegyed) azonos nagysagu
terlleteket veszink el, igy a maradékok is azomsetek kell, hogy legyenek.
A baloldali és a jobboldali &brdn az azonos szinekilt tertletek, egyenl
nagysaguak. Ennek oka:

- CDE és C'D’E’ sikidom terilete ugyanakkora, edvanvalo

- AEF és A'F'G’ korcikkek terulete ugyanakkora, relunindkett ugyanannak
a kornek a 30°-0s sz6ghoz tartozé korcikke

- valamint ACE és A'B’F haromszogek egybevagoky tgruletiink egyenl|,
mivel van egy derékszoguk, valamint a masik kégs2o, illetve 60°, és ezen
felil mindkett nek az atfogdja az eredeti kor sugara.

Tehat a feladatban jeldletlen részek a két egyhewignegyedben egyenl

terllet , igy a maradék részek tertletei is egyformak. Hzzezen is vagyunk.

31



2. megoldas:
A kovetkez megoldas ugyanazon a geometria gyakorlaton stijlée ez az,

amihez a megoldas gondolatat adja a Roka példatérd. abra)

H “\\ F H' \\ F
\E \ E
| | |
A B C D B ¢ D
13. abra

A fenti baloldali 4bran lathaté egy korcikk (AFGkisiom), amely az adott
negyedkaor terUIetének%-ét teszi ki, mivel 30°-hoz tartozd koércikk, ha F

harmadol6pont.

Most probaljunk meg hasonl6 darabokat keresni bgtaali abran:

- A'F'G’ sikidom ezen az 4bran is ugyanaz a koércikk

- B egy F-bl indulé A’'D’-re mer leges és A'D’ metszete, valamint ha
mer legest allitunk F’-bl A'G'-re is, akkor kapjuk H’ pontot. igy A'B'F'H’
négyszog téglalap lesz, A’F’ az atloja, tehat AB'Re A'F'H’

- ezen felll C'D’E’ sikidom azonos HGF sikidommalyagis mindkett gy
keletkezett, hogy egy adott kér negyedének egyikmhadolépontjabdl
mer legest bocséjtottunk a hozza kozelebb katarold sugarra. igy tehat
A'B'F + E'C'D’ sikidom egyuttes terllete szintén kiadyeg§FG-fel
egybevago korcikket.

Tehat a jeldletlen tertlet a jobboldali abran mle@yedg -at teszi ki, tehat a

jelolt terlilet ugyanakkora, mint a baloldali ébraémbrnegyed tertletnyi.
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3. megoldas:
Ezt a megoldast a geometria gyakorlaton a gyakezat Moussong Gabor

mutatta.

A megoldas Iényeges |épése, hogy mivel egy aslagard kdrben minden
azonos szdgnagysaghoz tartoz6 korcikk egybevagdt Ergassuk el az eredeti
feladatban megadott korcikket AEF kércikkbe.

14. abra
- Az abra kissé atrajzolva igy néz Kki.
T (14. &bra)
~_F i
\\ Tehat kell: Taer=TgcER
\ Az abran latszik, hogy itt 6sszesen
i \\E ACEF sikidomon belil 4 rész jelenik
_ \ meg.
b M Legyen Tawr = ti, Tver = b,
t, Tagm = 13, €S Bcem= U
& | ABF (ACE , ugyanis AF = AE,
A B C D

ezzel szemkozti sz6g deréekszog, a
masik két szog pedig 30°, illetve 60°. Tehat dbtbvetkezik, hogy Ker =
ti+t3= ts+ty = Tace , amib | kdvetkezik, hogyt= t,.

Most irjuk fel, hogy mibl alinak az eredeti ,korrészeink*k segitségével:

Taer = tHty, €s Bcer = G+, Mivel t-t egyenl dnmagaval, a masik két
terlletr | pedig az elbb lattuk be, hogy egyerk, igy a két adott terilet is
egyenl .

4. megoldas:

Ez a megoldas mindtssze a korcikk és a korszeldetképletét alkalmazza.

El szor tukrozzik arra a hatarol6 sugarra az abratelymen merlegest

bocsatottunk a harmadolopontokbdl. Igy ezt az alkapjuk, amelyen a

csucsokat elbertem. (15. abra)

Eddig is ki tudtuk szamolni a korcikk teriletét, nnez egy 30°-hoz tartozo

korcikk egy r sugard korben. Tehd&t a  korcikk  tetgille
30°

1
Tisrcike = 36C° X2p = 12 X 2p
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Most probaljuk meg kifejezni a feladat szerint gouott rész teruletét. Ezen az
abran jol lathaté, hogy a BF huar Altal
hatarolt korszelet tertletéh ha levonjuk a
CE hur altal hatarolt korszelet teriletét,
akkor éppen a keresett tertlet kétszeresét
kapjuk. (A keresett teriilet BCIH sikidom.)
A BF hdrhoz a 120°-os kdzépponti szdg
tartozik, mivel AOBDB= 30° tehat
BODD = 60°, és a tukrbzés miatt lesz
BOFD = 120°. Hasonléan COE = 60°.

15. abra

Tehat a BF-hez tartozo korszelet tertileteolos korcikk- TBOE =

r? >£
1200 r2xsinl20?) _ 1, o 1, r2x/3
X -t =N -— S =X -
36C° 2 3 2 3 4
A CE-hez tartozé Kkorszelet terllete: golos korcikk - Tcoe =
V3
2
6° ,  r5sin@B0) 1 _, " Yo 1,  r?x/3
X S EZIXTX- — 5 = XX -
36C° 2 6 2 6 4
Most vonjuk ki a BF-hez tartozo korszelet tertiletédb CE-hez tartoz6 korszelet
terlletét:
1 , 23 1 , r*xf3 1., 1 ., 1,
=X - - =X - ==X - =X ==X
3 4 4 6 P 4 3 i 6 P 6 ¥

Tehat a BCEF sikidom terUIetée»r2 %o , ennek fele a keresett pottyozott terilet

terllete, amii2 x 2 xp , amely éppen a 30°-0s korcikk teriiletével egyenl

A megoldéasok értékelése:
Bevallom ez a feladat volt az egyik kedvencem akaworan. Ezzel a feladattal még a

negyedik féléves geometria gyakorlaton talalkozwnszor. Akkor szlletett meg a
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feladat els harom megoldasa, ahol kikdtés volt, hogy szamoékil hajtsuk végre a
bizonyitast. Az els a sajat ,hazi feladatom” volt. A masodik és harikadegoldasnal
feltintettem, hogy honnan szarmaznak. A negyedilgalad@ds, melyet készitettem,

tipikusan olyan embereknek szél, akik inkabb mindészamolnak.
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4. Feladat az Elemi matematika kurzusrol

Talan a legtbbb segitséget ez a tobb féléves kurads&a szadmomra a
szakdolgozatomhoz. Ugyanis itt gyakranfetdult az, hogy tobben tdbbféleképpen
probaltunk megoldani egy feladatot. Ezen feladatakzik az alabbit tartottam
kifejezetten fontosnak, hogy bekeriljon a szakdodgomba, mivel a megoldasok
szépek, nagyon jol elkilonilnek, és talan ezt adfot élveztem legjobban a

szakdolgozat készitése kozben.

Xl. feladat

Az ABC szabalyos haromszdg kortlirt korén felveszikegy D pontot az AB kozti

koriven. Mutasd meg, hogy a DC=DA+DB!

C

1. megoldas
El szor is készitstink egy abrat a feladatrol. (16.
abra)
Egyszerbb ha megbetzzik az oldalakat, mert
igy lehet, hogy kédb a bizonyitds soran

kénnyebb lesz atlatni:

Legyen szabalyos haromszdg oldala: a,
DC=d, DA=b és DB=c.
igy a feladat: d=b+c

16. abra

Legegyszerbb megoldas, ha ugy tekintink az abrara, hogy kdiagy ADBC
négyszoget, amely hurnégyszdg.

Erre a hirnégyszogre alkalmazhaté a Ptolemaiosz-#étely kimondja: egy
négyszog pontosan akkor hurnégyszog, ha a kétzkétlgzti oldal szorzatanak
0sszege egyenkz atlok szorzataval.

Tehat Ptolemaiosz tételdikovetkezik, hogy igaz az alabbi:

a’ct+tbra=a>d

Ha mindkét oldalt osztjuk a-val méaris megkaptuk\akt egyenletet.
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2. megoldas:

Az abrén (17. abra) jeldlt szines szogek azonogsd@agiak, hiszen ACD sz6g és

ABD szdg mindketten az AD ivhez tartoz6 kertletigak.

Hasonléan DAB és DCB szdgek a DB ivhez tartoznak.

Ha megnézzik ACB szdget, latjuk, hogy a
kétféle sarga szog 6sszege 60°.

Ebb | kiszamolhato, hogy DBC haromszdg

D-nél lév szbge 60°, ugyanis ABC szdg

60°-0s mivel ABC haromszdg szabdalyos.

Ehhez hozzaadva a narancs és sarga szin
szoget 120°-ot kapunk, tehat CDB sz6g
180°-120°=60° (Ez a kerileti szogek

tételébl is adddik: ugyanis CDB szd6g CB

ivhez tartozik, akarcsak CAB sz6g.)

17. bra

Ugyanilyen médon ADC szdg is 60°.

Ezek utan irjuk fel DBC haromszdgben a cosinustitétel
a® =d?+c? - 2xd xcxcosE0°)

Hasonl6an DCA haromszogben a cosinus-té&telk d* +b* - 2>d X0 xcosE0° )
Hasznaljuk fel, hogy cos(60°};=, majd vonjuk ki egymasbdl a két egyenletet:

a’=d?*+c?-dx

a’=d’+b’- dx

0=c2- b?- dxc+dx
0=(c?- b?)- d Xc+b)=(c- b)(c+b) +d>(c- b)=(c-b)(c+b-d)

Innen két lehetség adodik:
a. Hacb c+b-d=0 azazc+b=d. Ezt kellett bizonyitani.
b. Ha c=b, akkor (c-b)(c+b-d) lehet nulla ugy is, hactb. Am ekkor az
torténik, hogy CD hur felezi az AB szakaszt, ezgplitt ACB szoget is.
Ekkor ACD és DCB sztgek 30°-osak lesznek. Tehat AGDD&C

haromszogek derékszaek, amelyek atfogoja lesz d. Az ilyen specialis
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haromszogekd (a 30°-60°-0s sz0g derékszdg haromszdogeki)
tudjuk, hogy a rovidebb befogd az atfogo fele. Igwetkezik, hogy

b=c:%><d, igyb+c- d=2°b- d=d- d= 0ismét teljesiil.

Ezzel a bizonyitas teljes.

3. megoldas:

Ez a megoldas mas jellegttletet
igényel. Ez a megoldas egy 6ra ksll
kbzepén jutott eszembe, amikor is
éppen a Napdbleon-haromszdgekr
volt sz6, amely arrél szol, hogy
szabalyos haromszogeket rajzolunk a
haromszog oldalaira. Nos ezt én is
megtettem. (18. abra)

Az otlet agy indul, hogy mivel d-t

szeretnénk o©sszehasonlitani b+c-vel,

ezért j6 lenne egy b+c hosszt egyben

latni.

18. abra

Mérjunk tehat ¢ mellé DB-t meghosszabitva D4iindulva egy b hosszusagu

szakaszt. Ez gyakorlatilag az AD szakasz elforgatoEinnek masik végpontja

legyen E. Kossuk 6ssze E-t A-val.

Azt allitom, hogy az igy kapott ABE haromsz6g egydmgy ACD haromszdggel.

Tudjuk, hogy hasonléak:

- ACD és ABD szogek egyerk (a kertleti szogek tétele miatt, lasd fentebb),

- AEB és ADC szogek egyer (mindkett 60°),

Mar tudjuk, hogy hasonldk, de nekiink egybevagosaly Mivel a 60°-kal

szemkozti sz6g mindkét hdromszdoghkeenilletve AD = AE ezért egybevagoak.
Tehat az harmadik oldal is megfelel egyméasnbkic =d. Ezzel megmutattuk,
hogy DC=DA+DB.
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4. megoldas:
Ez a megoldas a 2007-2008-2 féléves Vancsd Odondi@mi matematika 2
gyakorlaton sziletett meg az egyik csoporttarsadai. §lL9. abra)
Az AC hdarhoz (illetve ivhez) tartozo
kerileti szogek egyerk, igy
ADCD =ABCD =60°
Ezen kivul tudjuk, hogy ADBC
harnégyszég ADB B +ACBD =180°, igy
adodik, hogy ADBD =120°
Tehét d oldal az ADB szogfelezje.

fjuk fel a harnégyszég terilletét

kétféleképpen:

T=Tapc +Tcos =Tasc +Tape

19. abra
V3 J3
Taoc +T =md*m60)+dmmm@m)=b“x3f+dm»5
aoc +Tcos 5 ; ) :
V3, A3
_bxexsin(l20°) axa>sin(60°) _ b>C>‘7 a ><7
Tasc +Taoe = ; + . - N :

Ha a fenti két egyenletet egyemé tesszik, atalakitasok utan az alabbi

egyenletet kapjuk:

dxb+c)=bxc+a?

Valamint irjuk fel a cosinus-tételt ADBre:
a® =b®+c?- 2x0xcxcos(20°) =a’* =b®* +c? - 2x>cX- %)

Tehat a® =b*+c®+bc, ezt behelyettesitve a teriiletképletdkbkapott,

bekeretezett egyenletbe:
dxb+c)=bx+a’*=b>xxc+b*+c*+b>xxc=b*+2x0xc+c®> =(b+c)?
Ha leosztunk (b+c)-vel, ami nyilvanvaléan nem nuliészen egy haromszog két

oldala b és c, akkor megkapjuk az egysébet, amit bizonyitani akartunk: d=b+c.
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5. megoldas:Ezt a megoldast egy konzultacio keretében mutatthane

témavezetm a masik megoldas mellé (20. abra):

C DB egyenesére merjuk fel a-t Bitigy

kapjuk meg a P pontot.
Mivel ADBC hurnégyszog, ezért
CBPPb = CADD =a
CAD D @CBPD mivel két oldal és a
kozbezart szog egyenligy CD=CP.
CDPDB=60" mert CB ivhez tartoz6

kerileti sz6g.

20. abra

CDPD szabdalyos, mert egyesizara (CP=CD) és van 60s sztge (CPD).
igy PC=PD=a+b. Ezzel a feladatot belattuk.

A megoldéasok értékelése:

Mint mar az elz feladatnal is emlitettem vannak kedvenc feladat@mitt szereplk
kozul, és ez is ilyen. A feladat megoldasa koziyeegegy évfolyamtarsam, egyet
témavezetm, a tobbit pedig magam készitettem.

Az 6t megoldas mindegyike teljesen mast hasznalAelels a Ptolemaiosz—tételt,
amely inkabb csak szakkoron fordul eViszont ez a legegyszdrb megoldas.

A masodik egy trikkot alkalmaz, aminek segitségéyggl egyenesre ,rakjuk” b-t és c-t,
ezt alkalmazza az 6t6dik megoldas is.

A harmadik és negyedik megolddsok inkadbb ,szamskiso A harmadik példaul a
cosinus-tétel ismerete nélkil nem alkalmazhaté.m®ndra igy egyben latva az 6t
megoldast ez nik a leghosszasabbnak, legbonyolultabbnak. A rdigyeiszont, a
terlletek felirasara épul, ami nem kdvetel mas listeecsak azt, hogyan lehet két oldal

és a kdzbezart szdg segitségével felirni a tetiilete
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EL KESZIT FELADATSOROK FELADATOK TOBB
MEGOLDASAHOZ

Dolgozatom elkészitéséhez tobb vonatkozdsban homitdpz Elemi matematika
kurzus, ahogy ezt mar korabban is emlitettem. Aksibeadandé feladatainal tébbek
kozott el készit feladatsort is kellett késziteni, amelyek megaddasegitheti a
tanulokat a megoldas megtaladlasdban. Ez adta atetptleogy dolgozatomban két
feladathoz, de ezuttal a tobb megoldas megtalavadédszitsek ilyen feladatsorokat.

Az egyikben az elemi matematika kurzuson készitethdandém ekészit
feladatsorat vettem alapul. Ezt kissé atalakitva eleam be” a dolgozatomba,
megoldasokkal kiegészitve. A feladat témaja szamlelnvolt.

A masik feladat ebd a dolgozatb6l a korabban targyalt Roka Sandar-fél
példatarbdl vett feladatok kozil a geometriai glldett. Azért gondoltam, hogy ez
kifejezetten megfelel egy ilyen feladatsorhoz, ugyanis nem csak az eggittvenc
feladatomrol van sz6, de nem is kifejezetten nehlifithez egy 3 feladatbdl allé
feladatsort allitottam 6ssze.

A segit feladatok nem ugy készultek, mint egy O6ravazlagy oOraterv. Ez
mindossze egy fiktiv feladatsor ahhoz, hogy milatene és milyen modon atismételni
az adott tdbb megoldasos feladatttel

Ugy gondoltam, hogy nem ismétlem meg a megoldaseldaen a részben, hiszen
ezek mar kordbban szerepelnek. Viszont a feladatokannak visszautalasok a
korabbiakra.

Most kdvetkezzenek a lehetségekékzit feladatsorok:
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1.) feladat: szakdolgozatom VI. feladata

K. 134. Egy pozitiv egész szamrol tudjuk, hogy odmtd 2-vel, 5-tel és 9-cel.
Tudjuk még azt is, hogy ezeken a szamokon kivil ptrsan 9 tovabbi pozitiv

osztéja van. Melyik ez a pozitiv egész szam?

EL KESZIT FELADATSOR

A feladathoz olyan ekészit feladatsort kellene gyartani, amely a fenti fogeiat
atismételteti, ezaltal a hianyossagok vagy bizdagsgok még a feladat megkezdése
el tt felszinre kertilnek, ezaltal korrigalhat6ak.

A feladat megoldasahoz szikséges 0sszefliggésehtemenz elkészit feladatsor
megoldasa utan mar lathatok, igy nem szandékozmnkeitn felhivni a figyelmet.

A feladatokat ebben a témakorben nagyon konnyeshiéthatok, hiszen példaul, egy
primtényezs alak felirasahoz csak egyszm 6sszeszorozgatunk néhany primet, igy
maris készen van a feladat.

A harmadik feladatban szeregkladatok valészideg barmely szamelmélet kényvben
illetve matematikai feladatgjteményben megtalélhatdéak, ezért nem tartaniéenh sajat

feladatnak.

1. 13860-nak mi a primtényezs alakja?

Megoldas:

Példaul torténhet igy is: 13860 osztbéja a 4 mivekr®d végzdik (négyes
oszthatosagi szabaly), a 3 is osztja, ugyanis 1++83+ 6 + 0 = 18. S mivel 9|18,
igy kilenccel is oszthaté Ezen kivil 5-tel is osabhanivel 0-ra végzdik.

Ekkor mi marad3860=4>5>9> 77 Innen mar latszik a primtényezfelosztasa:

13860= 2% x3°x5x7 X 1
2. Hany osztdja van a 20-nak? Irjuk fel ezeket primtégez s alakban a 20-ban

szerepl primszadmok segitségével!
(Példaul: a 2 osztja a 6-ot. Ekka= 2" x3°%)
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Megoldas:

A hlsz osztéi: 1, 2, 4, 5, 10, 20

A hdsz prim osztoi: 2, 5

. lgazak-e az alabbi kovetkeztetések? Ha igen indoKahk, ha nem adjunk

ellenpéldat!
a) 9|x =>3|x?

b) 15|xy => 15|x vagy 15|y?

c) hap primszam, akkor oszt6i: az 1 és p?

d) Ha x=2%x3°>5" ésy=22>5"x1°, akkor y|x?

Megoldas:

a) lIgen, mivel ha kilenccel oszthatd, akkor a szayg&gisszege oszthatd
9-cel (9-es oszthatésagi szabaly), akkor viszomtaBis oszthatdé az dsszeg
(3-mas oszthatosagi szabaly).

b) Nem igaz. Példaul x =3,y = 5.

c) lgaz, p primszam volta miatt.

d) Akkor osztja y x-et, ha minden prim szerepel x-bemj y-ban is, és a

primek hatvanykitevje kisebb vagy egyenly-ban. Az alabbi tablazat
segitségével konnyen eldéntheEbben az y-ban szerepprimek és azok

hatvanykitevi szerepelnek a két szdmban. Ha a kozézlop értékenem

nagyobbak mint a harmadik oszlopban szerdplakkor oszthatd x y-nal.

Primszam Kitevje y-ban Kitev je x-ben
2 2 4
5 1 7
11 0 0

Tehét osztja x-et y.
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4. 10500=2°x3>6° x7. Hogyan szamoljuk ki 10 500 az 6sszes osztojanak a
szamat? Gondold meg az osztok szamat abban az essthis, ha a szam
alakja: 2% x3° »5° x7¢.

/Ezzel a feladattal az osztok szama tételre |ényagédvezetjik a gyerekeket!/

Megoldas:

Vegyuk az 6sszes prim szerint végig hatvanyozvar agy, mint ahogy azt a
masodik feladatban probaltuk.

Tehat az 0sztok altalanos alakp: x3° x6° x7¢

Milyen értékeket vehetnek fel? a = {0, 1, 2}, b& {l}, c ={0, 1, 2, 3},

d={0, 1}.

Tehat akkor hanyféle szam primtényg#elbontasat tudom felirni ezeknek a

szamoknak a segitségévar2:4:2 = 48hat ennyi osztbja van.
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2.) feladat: a szakdolgozatomban szerepelt X. felat

1303. Egy korlemez negyedét hatarolo koriv harmadodpontjaibol mer legeseket
bocsatottunk az egyik hatarolé6 sugérra, tovabba azegyik harmadol6pontot
0sszekotottik a kor kozéppontjaval az abra szerinf(21. abra)

21. abra

EL KESZIT FELADATSOR

Mivel ez a feladat volt az egyik kedvencem, ezégyhnorommel alltam neki, hogy
el készit feladatsort gyartsak ehhez. Mindéssze négy fatadatitottam Ossze, de
véleményem szerint ez megfeleh 6sszeszedi a trikkoket, amelyek segithetnek a
megoldasban.

Az elején az elkészit feladatsorban egy kifejezetten egyszsiadattal inditottam,
amelyet tobbféleképpen meg lehet oldani, hiszendiatjuk azt, hogy ha a két vonal
kozul az egyiket veszem csak, az felezi a négyaétdtét, majd a masik kézépvonal
vagy atlo a felét felezi, igy negyede a terlileegyszog tertletének mindkét oldalon. A
masik megoldas az lehet, ha megmutatjuk, hogy néindlakzat két darab egybevago
derékszOg egyenl szard haromszogb all, aminek szara éppen az alapnégyzet fele.
Harmadik megoldasként pedig, a nem szinezett tekde probaljuk meg bemutatni,
hogy egyenlk.

A masodik és harmadik feladatok inkdbb a szamoldsegoldast készitik el
Megpréobaltam agy megkonstrualni a feladatokat, hagpden fellelhet problémat
el készitsek vele, de ugy gondoltam, hogy a negyeeigatlashoz sziikséges tikrozést
nem szeretném megmutatni nekik, hiszen erre kénngdahet jonni. Ezen kivll kell
egy kis gondolkodas is a feladat megoldasatt,elnem szabad mindent eé
megmondani.
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A negyedik feladatot inkadbb érdekességnek szantam,ezen felll kifejezetten
alkalmas arra is, hogy a harmadik megoldasi motspeodellezze”. Hippokratész
holdacskai egy oOkori gérog matematikai problémalyeteén egy egyetemi kurzus

keretében ismertem meg (G6rog matematika).

1. feladat
Az alabbi két szinezett terllet kézul melyik a nalgy? (22. 4bra) A vélaszt

indokoljuk meg!

22. abra

Megoldas:

A két terllet megegyezik, mivel a baloldali és &boldali abrdn is a négyzet
negyedét szineztik ki. (Vettik a felét, és az etfilk.)

Masik megoldas, ha azt valaszoljuk, hogy a jel@tlletek felbonthatok két
egyforma haromszogre, amelyek egyeskariak, a szarai a négyzet oldalanak
felével egyenlk, és a szbgeik 2 darab 45°-0s és 1 darab 90°-0s.

Harmadik megoldasként megmutathatd, hogy a nenezeinteriletek egyeznek,

igy a szinezetteknek is meg kell egyeznilk a kgynet egybevagosaga miatt.

2. feladat
Mekkora a terilete egy 120°-0s
~ korcikk alak( virdgoskertnek, ha a

korcikkhez tartoz6 sugar 5 m? (23.

L s abra) A viragoskert a mellékelt abra
-
e . . , ,
AN <>’ - szerint oszlik meg a margaréta és a
S tulipan viragok kozt.
23. dbra
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A tulipant az A, B, O pontok altal hatarolt harordgzalaku teriletre Ultették. A
tulaj azt allitja, hogy ha minden négyzetméterepangnnyi nyilik tulipanbaol, mint
margarétabol, akkor tébb tulipanja lesz, mint megtfga. lgaza van-e?

(A valaszokra szoveges valaszt adjunk! A kert @il két tizedes jegyre
kerekitsuk!)

Megoldas:
A feladat megoldasahoz hasznalnunk kell a korcilk kérszelet terlletére
vonatkoz6 képletet, illetve ezek a tertletek kisithatok a korcikk és teljes kor
terlletére és a kdrponti szogek aranyara felirygrarokbol.

Az egész terilet az el&érdés. A valasz:

Thert = %’62 X = 2P

Ezek utan azt kell leellenizni, hogy igazat mondott-e a tulaj, azaz az ABO

» 7554.

haromszog tertlete nagyobb-e, mint az AB ivhentarkorszelet terllete.

ABO haromszdg terllete szamolhat6 a trigonometrigtiletképlet segitségével:

V3
56sini2® 2055 | 25x3
T = > =% "2 »1083.

igy a korszelet teriilete kétféleképpen is szamoéthaagy arra is alkalmazzuk a
képletet, vagy pedig kivonjuk a haromszog teriileétert teriiletéd. En most
utébbit alkalmazom.

_25p  25%/3 _ 25x4xp - 3x/3)
orszelet 3 4 12
kdzelit eredményekH is megadhatd!)

T, »1535. (Ez az eredmény az ébi

Tehat a valaszok:
A Kkert teriilete megkozelilieg 75,54 m.
A tulajnak nincsen igaza, mert ha mindef-en ugyanannyi nyilik a virdgokbol,

akkor margareétabdl tébb lesz, mivel nagyobb teeiletan Ultetve.

3. feladat

Ez a feladat egy Okori gorog probléma volt, mell@pokratész foglalkozott, ezért

nevezték el rola. ime Hippokratész holdacskai éda):
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Bizonyitsd be, hogy a két vildgoskék ,holdacskatikete egyenl az a, b, ¢ oldalu
derékszog haromszdg teriletével, ha a félkorivek az atfagé éefogok foleé, mint

atmér folé irt Thalesz-korok ivei.

C

24. abra

Megoldas:
Tudjuk, hogy a c oldal felé, mint atmérfelé irt Thalesz-kor fele éppen a
haromszog, a lila kdrszeletek terlletésszege.

Ezen kival tudjuk, hogy Pitagorasz-tétel szerint
2 2
a2+b=c0 & + B ¢
2 2

2

2

Ha a fenti masodik egyenletet végig szorozzulel, akkor éppen azt kapjuk meg,
hogy a két befogo felé irt Thalesz-kor felek tegi@bpen egyenlaz atmér folé irt

terulettel. igy tehat & (lildk + rozsaszin ) = T (lilak + kékek)

igy tehat ha a két egyenteriiletb | ugyanazokat levonjuk (lilak terilete), akkor a
maradék teruleteknek is meg kell egyeznilk. Ezzés lézonyitottuk.

Masképpen bizonyithatd agy is, ha megnézzik mek&knegész sikidom terilete (a
haromszog terilete + a két félkor terilete), alkddalp | levonva a c felé irt Thalesz-

kor felének teriletét éppen a két ,holdacska” wtdil kapjuk. Itt ismét alkalmazhaté

a Pitagorasz-tétel, és ezzel bebizonyitottuk.
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Osszegzés

Szakdolgozatom zérasaként szeretném o6sszegezmy&imeés gondolataim.

A témavalasztasom igy utélag nagyon szerencsésae&mt, hiszen nem csak
kordbban elkészitett anyagaimbol tudtam hasznatzizdn Gtleteket, megoldasokat,
hanem lehetségem volt arra is, hogy ezeket és az Uj részéttelgozva, azt hozhattam
ki bel le, ami szdmomra fontos volt.

A munka soran volt olyan, hogy akar napokig képedtammn gondolkodni egy
feladaton, mikor mar volt hozza két megoldasom. Ea&n Ugy gondolom, remek
agytorna volt. Olyan megoldasok is eszembe jutoffakeg a geometriai jelleg
feladatokra gondolva), amelyek korabban meg senduftak a fejemben. Igy
kifejezetten hasznosnak tartom ezt a par honapokabuamit végeztem. Mondhatnam
ezt ugy is, hogy talan ,szélesebb lett a latokoroamiit azért fontos kiemelni, hiszen a
szakdolgozatom bevez@tben, ezt emlitettem, mint ledfb megvaldsitando célt.

Ezen fellil Gugy érzem, hogy nem csak nekem sikerUteraabol sok mindent
kihoznom, hanem forditva is, a témabol magatoldédsak oGtletek, hiszen példaul a
villaminterj, amelyet Palmay Lorant tanar Grralskiéettem, talan soha meg sem
szlletett volna, hogyha nem ezt a témat valasztom.

Osszességében tehat nagyon élveztem a munkat, jabkadultam, és remélem
egyszer lesz lehetégem arra, hogy az &Eszit feladatsoraim, vagy az ezek alapjan

készithet Oraterveim kiprobaljam egy matematika tagozatasabgban.

Ezuton is szeretnék koszonetet mondani még egysmeavezetmnek a kezdeti

feladatokért, a sok segitségért, valamint Palmaghidanar urnak a villaminterjaért.
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MELLEKLET

Feladat kilenc megoldassal
A feladat:

Adott kertllet derékszég haromszogek kozul melyiknek minimalis az atfogoja?

1. megoldas

Legyen az ABC derékszogharomszog, és a kerlletét (2s) mérjik fel az tarab
lathatd modon AC egyenesére. Ekkor PQ = 2s.

A PQ = 2s kerlletderékszdg haromszdgek B csucsai a PQ-val 45°-0s szoget bezar
félegyenesen vannak, A-t0l z tavolsagra. Ez a pgihtdnvaléan PQ belspontja. A
keresett B pont az A kortl AQ = z sugarral rajddgit és a félegyenes kdzos pontja
(B) (2. abra)

V2, 2

E koOzbs pont akkor létezik, haAB= AQ3 — AP3—(2 - AQ azaz, ha

AQ3 25(+/2- 1). x+y > zmiatt a%? =s> AQ feltételnek is teljesiinie kell.
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igy 2s(v2- 1) £ AQ<s.
Ebb | kdvetkezik, hogy AQ =z akkor minimalis, haAQ=23(\/§- 1) . Ebben az

esetben az A kbzéppontu, AQ sugaru kor érinti dékRjyenest, igy #BAD 90°-0s,
azaz az ABC haromszdg egyesaru.

2. megoldas
Tekintstink egy derékszog szarait érjD kdzéppontu s sugaru kort! E derékszdgb
az adott 2s keriletderékszog hdromszdgeket lemetszik a kér azon érjramelyek

elvalasztjak az E csucsot O-tdl. (3. abra)

Az EBOA négyzet, és ®OCD = DOC® =45 aghol C és D, a CO = OD esetén a

megfelel érint metszéspontjai a szogszarakkak, D¢ ugyanilyen metszéspontok
CO1! OD¢ esetén. OT a CDO haromszdé@T ¢ a COD( haromszog, CD illetve
CO( oldalhoz tartoz6 magassaga. Igy = OT¢

3. adbra
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Forgassuk el a£©OD( haromszoget O korul agy, hogyt a T-re keruljon. (4. abra)
A CD egyenesén iggZ(-nek feleljen meg &£¢, a D(-nek aDt. Az O pont A illetve

B vetileteit | valé tavolsdga miatbB = OA<OC(<OC =0D < 0D¢. (1)

Ezért CC a CT-nek bels pontja, migD¢ a CD félegyenesén a CD szakaszon kivul

van. Ez nyilvanvaléan feltehethiszen ekkor @¢(, ED szakasz pontja lesz.

Megmutatjuk, hogyCCt< DD¢ .

COC® =DOD®, hiszenCtOD® =45°, TukrozzikCOCtharomszoget az OT-re.
Ekkor Ctképe C°. A C°ODCharomszbégben OD szogfelezZs mivel (1) miatt
OD(>0C«=0C°), igyC°D=C«C <D®.

igyCD <CO¢, tehat OC=0D feltétel mellett teljesiil a kivantajdbnsag, azaz az

egyenl szaru derékszégharomszdg adja a minimalis atfogot.

3. megoldas

Az 5. abra alapjan készitsuk elGICCtharomszoget, amelybe@Ct=2s. C rajta
van a

CCt=2s-hez tartoz0 135°-os latokoriven. £Ct CCtés a CClszakaszok
felez pontjai rendreF ( F € és F.

A CCt és CCtszakaszok feleaner legesei egymast &£ CCtharomszog korilirt
korének kozéppontjdban (O) metszik.

FF(=sésFF(||CC«, hiszenF & (kozépvonal &aCCCtharomszdgben.

FEC_m°+m
AB me
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: . L . . .. MPHEmM
Mivel F&Chossza allandd, AB, azaz az atfogé akkor minimdhta,

mO
maximalis.
. m°+m m o £ . C e
Mivel —+1+— és m° alland6, az édbi kifejezés akkor a legnagyobb, ha m
m m

maximalis. A CCCt hdromszdgCCtoldalahoz tartoz6 magassaganak fele m, tehéat
ez akkor maximdlis, ha &(CCt haromszbg, és igy az ABC haromszog is

egyenl szaru.

4. megoldas
Legyen az ABC derékszogharomszdg beirt korének sugara, t a terilete.
gy a+b=c+2s, azaz2s+2c+2s (2)

. t _C . .. . . . p
Mivel s =—= xm°, a t=s>s ismert Osszefuggést és (2)-t is felhasznalva
S S
2s° Ly
=_<5 adodik
2s+m,

igy c akkor minimalis, rogzitett kertilet melletg m, maximalis.

Az 5. abra alapjan C rajta vanGIC( = 2s-hez tartoz6, 135°-0s latdékoriven, s emiatt

m. akkor maximalis, ha talppontja @C« felez pontja, azaz ha AC = BC, tehat a

haromszog egyenszaru.
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5. megoldas

Derékszdg haromszoglnkre a szokésos jeltléseket alkalmazmukelhasznaljuk a
szamtani-mértani kozépre vonatkoz6 egydehséget 3 b’re.

¢’ =a’+b’3 2ab

(a+b)? =a® +b* +2ab £ 2c?

igy a+b£+/2x adédik.

a+b-c

Mivel s = , kovetkezik, hogy:

s £%>«(cxf2- c)=%><(\/§- D (3)

(2)-b | kovetkezik, hogys- s =c (4)

Adott kerllet deréksz6g haromszog atfogoja tehat akkor minimalis, sa

maximalis.

S = CX\/ET-l (3) miatt, barmely ¢ esetén.

igy s- c><£L =c irhato (4) alapjan, ahonnarn= s _ 28>‘(\/§- D).
2 J2+1

Ebben az esetben, mint azt majd a (9)-ben latjgkbaazaz a derékszéparomszog

egyenl szaru.

6. megoldas
A szokasos jelolés mellett alkalmazzuk a as b pozazamokra a szamtani és

négyzetes kdzépre vonatkozo egyéehséget, amely szerint:

2 2
a+b£ a‘+b (5)
2 2

Mivel a+b+c=2s és a haromszog derékszpg +b £ \/m =cx/2

igy 2s- c£cx/2

2s£ (V2 +1x)

azaz2sX+/2- 1) £ ¢ (5) irhato.

Mivel 2s &llandg, igy ¢ nyilvanvaléan akkor mininsalhac = 25><(\/§- 1. Ebben az

esetben viszont az (5) egyethénségben egyerdég all fenn, igy a = b, azaz a

deréksz6g haromszog egyenszaru.
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7. megoldas
A szokasos jelolés mellett alkalmazzuk az a2, bAtppomennyiségekre a szamtani —

2+ 2
meértani kdzépre vonatkozé egyetténséget. Ennek aIapjér%z—3 ab (6) irhato.

A feltételekb | az is kovetkezik, hogyfa +b)* = (2s- ¢)?

Felhasznalva ez ut6bbit és azt, hogy a haromszé@siaig, b2ab= (2s)® - 4sc (7)
irhato.

igy viszont a (6) egyentlenségbl azt kapjuk, hogyc? +4sc- (2s)>3 0(8) mindig
teljesdl.

Vizsgaljuk meg, hogy ez esetben mikor lesz a c méfis!

A c? +4sc- (2s)” =0 masodfoku egyenlet gyokei:

- +
Cp, = as* §S>Qﬁ = 2sX- 1+ /2).

A (8) feltételt figyelembe véve, valamint, hogy ckéll legyen, ac?3 (\/E- 1) X2s
adodik.

Azaz c akkor minimalis, ha az &lbi kifejezésben egyergég all fenn.

igy a+b+(W2-1)s=2s

(25)2 - 2X(25)% X2 - 1) ©

a+b+=(2- ¥2)xs, illetve (7) alajan:ab= >

3- ;ﬁ X(25)® =0 egyenlet gyokei. Ennek

diszkrimindnsa 0, igy a = b, azaz a haromszég égyzéru.

Tehat a és b azd?- (2- /2) @2sxA+

Megjegyzés 1(7) miatt T =((25)° - 2>Qs><:)><%. Ebb | lathat6, hogy az alland6

kerllet , derékszdg haromszog pontosan akkor maximalis terjléta az atfogodja
minimalis.
Megjegyzés:2a 2., 3., 4. megoldasok alapjan az eredeti fatadialtalanosa bb allitas
is igaz:

Az olyan ABC haromszogek kozil, amelyeknek kerléggenl, és egyenl a

szOguk is, a = b esetén lesz wal szemkdozti oldal a legkisebb. (10)
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Az adott feltételek mellett a masodik megoldaséddsat, 6. abra, segitségével lathaté,

hogy DOC® =90° - % azaz allandd, s a bizonyitas soran c&0OC® allando

voltat hasznaltuk ki. A harmadik és negyedik esei®rhasonl6 gondolatmenet
alkalmazhato.

A masodik, harmadik és negyedik megoldasok eseggtehettiik volna tehat, hogy
rogton az altalanos esetet bizonyitjuk.

8. megoldas
Alkalmazzuk a szokasos jeldléseket ABC haromszogekhegyen 2s ésrogzitett.

Fejezzik ki a keruletet ¢ oldal segitségével, as@tel felhasznalasaval:

Zs:a+b+c:C>,Sma+C>,Smb+c: ,C Xsina +sinb +sing) =
sing sing sing
¢ in2 2 weos? b+2>sin(g/2)>cos(g/2) =

=— 2>sin
2sin(g/2) cos(g/2) 2

(o a-b .
= X COS +sin(g/2) .
sin(g/2) 2 ©/2)
stsing
Innenc = 2

a-b . g
cos——— +sin<
2 2
A jobb oldalon a nevezels tagjanak kivételével allandé mennyiségek szerebeln
A c akkor minimalis, ha ez a tag maximalis, azaz ka .
A feladatnak természetesen analitikus geometriaigaid@dsa is létezik, s

gyakorlasképpen bérki végiggondolhatja.

9. megoldas
A szokéasos jeldlések melles=a+b+c ésa® +b* =c? irhato.

igy (2s- b- ¢)? +b? =c?. (11)

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
2X2sb- (25)° - 2b ebb | fqb) = (29)° - 2b +4b>Qs_

Tehatc = f (b) = 2
2xb- 29) 2xb- 29)
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=sx(2++/2) esetén f(b)-nek helyi maximuma, mig

Lathato, hogyb = ZS(ZT“/E)

b :—25(2_ \/E) =s(2- \/E) (12) esetén pedig helyi minimuma van.

Ha b=2sx2- \/5), akkor a=sx(2- \/5), hiszen (11)-ben a helyett b is irhato.
Akkor egy f(b)-vel megegyezalaku c = f(a) figgvéeny minimumat kell keresni,iamn
(12)-vel megegyez eredményt ad a-ra. igy tehat a = b, azaz a fhigkeaz
egyenl szaru derékszégharomszdg tesz eleget.

Az eddigiekbl természetesen nem kovetkezik, hogy nincsen toldgoidasa a
feladatnak. S valéban a negyedikben tovabbi elemongetriai megoldast is
taldlhatunk. A megoldasokhoz hasznalhaté eszkozokféeségét azonban az
eddigiek is jol bemutatjak, ki-ki kedve szerintaghthat kozottik.
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