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1. Bevezető 

 

Témaválasztásomat tekintve fontos szempont volt számomra, hogy a matematikának 

olyan területével foglalkozzak, és olyan témakört dolgozzak fel, mely közel áll hozzám. A 

matematika iránti elköteleződésem mellett mindig is érdekeltek a különböző nyelvek, kultúrák 

és a történelem. Ebből adódóan választottam szakdolgozatom témájának a matematikai 

analízis történetét, mely ötvözi és párhuzamba vonja a történelem eseményeit, fordulópontjait 

és a matematika fejlődését, a tudományon belüli felfedezéseket. Ezenkívül a 

matematikatörténet, mint tudományág alaposabb tanulmányozása inspirált, melynek 

megismerésére a középiskolai-, és az egyetemi tanulmányaim során is csak kevés 

lehetőségem nyílt. Dolgozatomat a matematikatörténetre alapozva építettem fel, melynek 

segítségével vizsgáltam a matematikai analízis kibontakozását a kezdetektől napjainkig, 

kiemelve a 17. és 18. század legfontosabb eseményeit. Az egyes fejezetek a történelem nagy 

korszakait jelzik, s habár a legtöbb tudomány fejlődésének szakaszakai általában nem esnek 

egybe a történelmi szempontból határolt korszakokkal, a matematikai analízis fejlődésének 

történetével kivételt téve szemléltetem és vonom párhuzamba e tudományág történetét a 

politikai történelem határköveivel. A fejezetekben, a történelmi háttér bemutatásán kívül az 

egyes matematikai módszerek, fogalmak, gondolatok és elméletek keletkezésének 

körülményeit, a különféle eredmények egymáshoz való viszonyát mutatom be és azt, hogy 

egyes népeknél, különböző történelmi korszakokban a matematika fejlődésének milyen 

sajátosságai és jellemzői voltak. A vizsgálat részét képezik a korok neves matematikusai, 

gondolkodói, akik munkásságukkal hozzájárultak a matematikai analízis fejlődéséhez és 

sokszor egymástól tanulva, vagy épp egymás munkáját felhasználva alkottak maradandót e 

tudományban. A matematikatörténet tárgya, mely dolgozatom szerves részét képezi, tehát 

annak a tisztázása, hogy a vizsgált történelmi szakaszokban hogyan megy végbe és hová vezet 

ez a fejlődés. Ehhez elengedhetetlen a fejlődés főbb periódusainak meghatározása: 

1. A matematika, mint önálló tudomány kialakulása (ősidők – i. e. 4-5. század) 

2. Az elemi matematika korszaka, „az állandó mennyiségek matematikája” 

(i. e. 4-5. – i. sz. 16. század) 

3. Változó mennyiségek matematikája, az analízis fejlődésének kezdete és a differenciál-, 

illetve az integrálszámítás megjelenése (16-19. század) 

4. A modern matematika korszaka (19–20. század). 
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Ezekre a periódusokra alapozva szeretném a továbbiakban jellemezni és bemutatni a 

matematika egyik legfontosabb ágának, a matematikai analízisnek a kialakulását, létrejöttét és 

az évszázadokon átívelő fejlődését, melynek gyökerei az ókori tudományok világába nyúlnak 

vissza, kiteljesedését pedig a változó mennyiségek matematikájának korszakában, a 17-18. 

században éri el. 

 

2. Ókor 

2.1 Történelmi háttér – az ókori Görögország 

 Az i. e. 5. század hozta el az ókori Görögországnak azt a fejlődést, mely során 

nemcsak gazdasági vonalon, hanem a tudományok területén is jelentős változások mentek 

végbe. A keleti despotikus államszervezet lerombolásával egy olyan merőben más vonásokat 

mutató állam jött létre, amelyben a polgárok jogilag egyenlőek, szabadok voltak, 

tevékenységeiket az állam nem korlátozta. Így születhettek meg a szabad emberi elme azon 

alkotásai, melyek az irodalmat, a szobrászatot, az építészetet vagy akár a tudományokat 

tekintve a későbbi fejlődés kezdetét jelentették. Ekkor rakták le a természettudományok és a 

mai értelemben vett matematika alapjait is. Mindennek kiindulópontja az ókori görög 

gondolkodás és szellemiség fejlődése és nyitottsága volt, hiszen meg akarták érteni a világot, 

amelyben éltek, a világ jelenségeit, és nem utolsó sorban önmagukat, az embert. Ennek 

köszönhető, hogy az ókori Görögország lett a bölcsője a matematikai elméletek 

kialakulásának és a matematika tudománnyá válásának.  

A matematikai elméletek felépítése során előtérbe kerültek olyan sajátos problémák, 

amelyek megoldásához határátmenet, végtelen folyamat és folytonosság vizsgálatára volt 

szükség. Az éleai Zénón (i.e. 460 körül) is foglalkozott hasonló problémákkal, de a végtelen 

kicsi és a végtelen nagy fogalmának tisztázatlansága miatt paradoxonjaira
1
 nem talált 

megoldást. 

2.2 Zénón paradoxonjai 

 Egyik leghíresebb paradoxonja „Akhilleusz és a teknősbéka” néven ismert, melyben 

azt mondja ki, hogy hiába fut Akhilleusz tízszer olyan gyorsan, mint a teknősbéka, sosem 

fogja utolérni. A feltevés a következő. A teknős, aki Akhilleuszt versenyre hívta ki azzal a 

                                                             
1 látszólagos ellentmondás 
2 K. A. Ribnyikov: A matematika története 65. oldal 
3 négyzetesítése, azaz területe 
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feltétellel, hogy a 100 méteren 10 méter előnyt kap, így gondolkodott: Akhilleusz nem érhet 

utol, mert mire behozná a 10 méteres előnyömet, mennék 10 dm-t, és mire azt behozná, 

mennék ismét valamennyit. Így folytatva a végtelenségig mindig lenne egy kis előnyöm. 

 A paradoxon megoldására azonban egészen a 17. század közepéig kellett várni, hiszen 

akkoriban ezeknek a feltevéseknek a megcáfolása a végtelen, illetve a határérték fogalmának 

tisztázatlansága miatt nem volt lehetséges. 

2.3 Infinitezimális számítás 

A matematikai analízist, a differenciál- és integrálszámítást kezdetben a végtelen 

kicsiny mennyiségekkel, az ún. infinitezimálisokkal történő számolás jellemezte. Ezért szokás 

ezt az eljárást infinitezimális számításnak nevezni. Ezek azonban a matematikában 

megkövetelt szabatosság hiányában csak megsejtett eredmények igazolásai, bizonyításai 

voltak. A tényleges számítást csak a határérték fogalmának tisztázása tette volna lehetővé, 

azaz annak a felfedezése, hogy az infinitezimálisok valójában határértékek.  

2.4 Eudoxosz és a „kimerítés” módszere 

Az infinitezimális számítások alapját egy olyan eljárás, az ún. „kimerítés” módszere 

adta, melynek felfedezőjeként Eudoxoszt (i.e. 4. század), korának egyik legnagyobb görög 

matematikusát tartják. A köztudatban elterjedt tévhittel ellentétben ez a módszer nem kezdeti 

alakja sem a differenciál-, sem az integrálszámításnak mint számolási eljárásoknak, hiszen a 

kimerítés módszerét mint bizonyítási eljárást, mint az előzőleg valamiképpen megsejtett 

eredmények igazolását alkalmazták. Nevét a középkorban kapta, mert hasonló ahhoz a 

művelethez, mely során egy edényből egy kisebb merítőedénnyel a folyadékot kimerjük. A 

módszer lényege tehát egy olyan indirekt bizonyítás, mellyel rendszerint síkidomok területét, 

testek térfogatát, görbe vonalak hosszúságát vagy görbékhez húzott érintőket határoztak meg. 

Eudoxosz például ezzel a módszerrel mutatta meg, hogy két kör területe úgy aránylik 

egymáshoz, mint átmérőik négyzete. 

  

1. ábra 
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Ahogy az 1. ábra is mutatja, Eudoxosz az első kört -nek, területét -nek, átmérőjét 

pedig -nek jelölte. Hasonlóan a második kör jelölése , átmérője , területe pedig . 

Ekkor 

.     (1) 

Az indirekt bizonyítás menetéből adódóan Eudoxosz feltette, hogy ez az állítás nem igaz és 

feltételezte, hogy az aránypár akkor helyes, ha  helyett egy nála kisebb vagy nagyobb  

területet veszünk, tehát 

.      (2) 

Először megnézte a  esetet. Ekkor a  körbe berajzolta a kör területének felénél 

nagyobb PQRS négyzetet. Fontos az a megállapítás, miszerint ha egy mennyiségből elvesszük 

a felénél nagyobbat, majd a maradékból ismét annak a felénél nagyobbat, akkor eljutunk egy 

olyan maradékhoz, amely kisebb egy előre megadott, tetszőlegesen kicsi számnál. Erre 

alapozva Eudoxosz első maradékként, a négyzet területének a kör területéből való „kimerése” 

után négy egybevágó körszelet területének összegét kapta. Ebből elvéve a PTR háromszög 

területének négyszeresét, mely szintén nagyobb a kisebbítendő felénél, maradékként a kör 

területének és egy szabályos nyolcszög területének különbségét kapta. Ezt az eljárást folytatva 

eljutott egy olyan n oldalú sokszöghöz, melynek területe nagyobb t-nél, azaz . Ezután a 

 körbe egy hasonló,  oldalú szabályos sokszöget rajzolt. Mivel hasonló sokszögek 

területének arányát már ismerte, nevezetesen a területek aránya megegyezik a hasonlósági 

arány négyzetével, ezért a következő arányt kapta: 

.     (3) 

Az (1) és a (3) arányokból adódik, hogy 

 vagy . 

Mivel itt , ezért  kell, hogy legyen. Ez azonban ellentmond annak, hogy  

kisebb, mint . A másik esetet megvizsgálva, miszerint , illetve az előző 

gondolatmenetet követve szintén ellentmondásra jutott. Ezek alapján igaz az (1) összefüggés. 

2.5 Arkhimédész 

Arkhimédész az ókor legnagyobb matematikusa és fizikusa volt, aki az i. e. 3. 

században, a szicíliai Szürakuszai városában született. Nevéhez fűződik a Newton és Leibniz 

által megfogalmazott differenciál- és integrálszámítás alapjainak megteremtése. Munkássága 
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meghatározó volt a matematikai analízis történetében, Leibniz is így ír róla: „Arkhimédész 

munkáit tanulmányozva, nem fogod csodálni a mai matematikusok sikereit.”
2
 

Az Eudoxosz által felfedezett kimerítés módszerét Arkhimédész is gyakran alkalmazta. 

„Módszer” című művében ír matematikai felfedezéseiről, melyeket rendszerint valamilyen 

mechanikai vagy fizikai kísérlet alapján sejt meg, és azután a megsejtett törvényt a 

matematika teljes szigorával igazolja. Ennek egy gyakorlati példája lehet „A parabola 

kvadratúrája”
3
 című tanulmánya, melyben az emelő törvénye alapján sejti meg a 

parabolaszelet területét, majd sejtését Eudoxosz kimerítéses módszerének tökéletesített 

formájával igazolja a következő képpen. 

 

2. ábra 

A koordináta-geometria fogalmait felhasználva legyen az ábrán látható parabola 

egyenlete . A parabolaszelethez tartozó húr végpontjainak abszcisszái  és , 

ahol , ordinátái ekkor  és . A parabolaszelet területének első közelítő 

értékeként vegyük az ABC háromszöget, melynek oldalai a parabola ,  és a 

abszcisszájú pontjait összekötő húrok. Az  egyenest berajzolva, a kapott két kisebb 

háromszög területét megkapjuk, ha a közös alapnak (a BC húr felezőpontjának ordinátájának 

és az a abszcisszájú pont ordinátájának különbsége) és a közös magasságnak (b) vesszük a 

felét, azaz . Ebből az ABC háromszög területe . Következő közelítésként szerkesszünk 

az AB, illetve az AC húrra egy-egy újabb háromszöget, melyek csúcsait válasszuk a másik két 

csúcs abszcisszájának számtani középértékének. Területük az előző gondolatmenet alapján 

. A közelítő érték így . Az eljárást folytatva, négy, nyolc, … stb. 

kisháromszöget mindig az előzőekre építve kapjuk az n-edik lépés után a 

                                                             
2 K. A. Ribnyikov: A matematika története 65. oldal 
3 négyzetesítése, azaz területe 
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közelítő értéket, mely alulról közelíti meg a keresett területet. Érdekes, hogy a parabolaszelet 

területe egyenlő a bele írt ABC húrháromszög -szorosával. 

Ezenkívül a gömbről és hengerről szóló tanulmányában meghatározta az egyenes 

henger, az egyenes körkúp, valamint a gömb felszínét és térfogatát. Ezek alapján írta meg, 

szintén ebben a tanulmányában a híres 3:2:1 területarányú egyenlő oldalú henger, az abba 

írható gömb és egy egyenes körkúp viszonyát, melynek ábráját (2. ábra) a sírkövére is 

felvésette.  

 

3. ábra 

A 17-18. századi analízis fellendülésének előzményeként fontos megemlíteni „A 

konoidokról és szferoidokról”, azaz a forgásparaboloidokról és forgásellipszoidokról írt 

munkáját, melyben ezek síkmetszeteinek felszínével, térfogatával, területével kiszámításával 

foglalkozik.  

A „Körmérés” című tanulmányában pedig a körbe és a kör köré írt, növekvő 

oldalszámú szabályos sokszögek segítségével közelíti meg a kör kerületét, valamint ez alapján 

ír a π közelítő értékéről. A kör köré és a körbe írt szabályos 96 oldalú sokszög kerületének 

kiszámításával a π-t két érték közé szorította és a következő becsléshez jutott: 

 

Arkhimédész mindig törekedett arra, hogy sejtéseit a matematika pontos szigorával, 

precízen igazolja és fogalmazza meg munkáiban. Ehhez a legtöbb bizonyításában felhasználta 

a kimerítés módszerét, ezzel megkerülve a határérték-fogalmat, pedig minden olyan 

ismeretnek birtokában volt, mely a határozottintegrál-számításhoz szükséges. A 

fogalomrendszer hiányossága miatt azonban nem tudott általános módszert adni az azonos 

típusú feladatok megoldásához. Ettől függetlenül kiválóan alkalmazta minden bizonyításában. 
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Arkhimédész életének matematikai munkásságát tekintve joggal nevezhetjük őt az 

ókor legnagyobb matematikusának, hiszen annak ellenére, hogy nem álltak a rendelkezésére 

olyan matematikai eszközök és módszerek, melyek számolásait megkönnyítették volna, 

tanulmányaiban előforduló terület- és térfogatszámításaiban, feladatmegoldásaiban, 

bizonyításaiban az integrál- és differenciálszámítás gyökereit fedezhetjük fel. 

2.6 Út a középkorba 

Az ókori görög matematika kiteljesedését és csúcspontját az i.e. 3. században érte el 

Eudoxosz, Euklidész és Arkhimédész munkásságának és tudományos tevékenységének 

köszönhetően. Az őket követő korszakok azonban a tudományok fejlődésének szempontjából 

nem hoztak újabb változásokat. A hellenizmus korában (i.e. 323 – i.e. 146) a Nagy Sándor 

által létrehozott erős és hatalmas államalakulat részeire esett szét, melyek végül a rómaiak 

fennhatósága alá kerültek. Az egyre növekvő Római Birodalom sem lett a matematika új 

központja. A rómaiak irodalma, építészete és szobrászata ugyan nagy jelentőséggel bírt a 

későbbi korszakokra nézve, de a természettudományokat illetően nem alkottak maradandót. A 

Nyugatrómai Birodalom bukásával i.sz. 476-ban pedig egy új korszak kezdődött. 

3. Középkor 

A középkori matematika története sem büszkélkedhet igazán nagy elméleti 

eredményekkel, de azt ki kell emelnünk, hogy ez a 476-tól 1492-ig terjedő időszak, amely a 

köztudatban sokszor a sötét középkor elnevezéssel él, sem telt el anélkül, hogy a tudományok 

és ezen belül a matematika ne érdemeljen néhány szót. Történelmi szempontból megközelítve 

ezt a korszakot, a 11. századtól kezdve indult meg a városok és a falvak fejlődése, 

fellendülése, melyhez hozzájárult a mezőgazdasági, technikai vívmányok, valamint a papír 

elterjedése. Ehhez hasonlóan, kezdetben nagyon lassan, majd egyre gyorsabban fejlődtek a 

középkori Európában a természettudományok és a matematika is. Az egyház hatalma és 

befolyása, a skolasztika, mint filozófiai rendszer, eleinte kevés teret engedett a tudományok 

kibontakozásának, hiszen a kereszténység kezdetben elutasított minden pogány tudományt. 

Emiatt az 5. és 11. század közötti időszakban a matematikai ismeretek még igen alacsony 

szinten álltak, a mindennapi élethez szükséges tudás birtokában is csak kevesek voltak. Ehhez 

hozzájárultak a nyelvi akadályok is, hiszen a középkor tudományos nyelve az egyház hatására 

a latin lett, s az ókori tudományos művek átvételéhez először latinra kellett volna fordítani 

azokat.  
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A matematika fejlődése az első tanintézetek és később az első egyetemek 

megnyitásával indult útjára és még ekkor is csak, mint a művészeti fakultáson tanított hét 

szabad művészetnek volt része. A felélénkülés lassú folyamata a 13. században folytatódott 

Roger Bacon skolasztika- és teológiaellenes harcának és Leonardo Pisano (Fibonacci néven 

ismert) matematikai munkáinak köszönhetően, aki Euklidész és Arkhimédész munkáit 

tanulmányozta és használta föl. Ezzel egy időben kezdett az antik szerzők lefordított 

könyveinek tartalma és így a matematikai ismeretek is a tudósok egyre szélesebb köreiben 

elterjedni, melyek már mind egy új, tudományos fellendülés felé vezettek. Ez a korszak ugyan 

nem hozott gyökeres változásokat a matematika fejlődésében, mégis fontos a további fejlődés 

előfeltételeinek felhalmozódása miatt. Gondolva itt a hatvány fogalmának általánosítására, a 

számfogalom általánosítására vagy a logaritmus előzményeire. Az európai kultúrában 

megjelenő reneszánsz hatása, a városok fellendülése, a világi kultúra fejlődése, a 

könyvnyomtatás feltalálása 1440 körül Gutenberg nyomán és a nagy földrajzi felfedezések 

már átvezetnek az újkorba, mely a matematika fejlődésének, ezen belül is a matematikai 

analízis fejlődésének szempontjából a legkiemelkedőbb és legfontosabb korszak. 

4. Újkor 

4.1 Történelmi háttér – a 15. század végétől a 18. századig 

 Fontos történelmi háttér övezi a 15-16. században meginduló, és a 17-18. századra 

kiteljesedő fellendülést és áttörést a tudományok terén, melyet szeretnék részletesebben 

elemezni, annak érdekében, hogy a matematikai felfedezések történelmi, gazdasági és 

politikai szempontból is világosak, érthetőek legyenek. 

Általában a nagy földrajzi felfedezésektől, a 15. század végétől számított újkor 

mélyreható változást hozott Európa gondolkozásmódjában. Az ekkor kiteljesedő korstílus, a 

reneszánsz a megújulást jelentette mind a művészetben, mind pedig a tudományokat tekintve. 

A korábbi istenközpontúsággal szemben maga az ember került a középpontba és a reneszánsz 

eszmei háttere, a humanizmus hozta meg azt a változást, amelyben az antik világ 

eredményeit, téziseit újra vizsgálat tárgyává tették. A 15-16. századra már elterjedt technikai 

találmányok, a kialakulóban lévő erős nemzetállamok, valamint az ipar és a kereskedelem 

megerősödése tették lehetővé az elméleti természettudományok fejlődését, hiszen a 

matematika és más tudományágak fejlődése szorosan összefüggött a felvirágzó technika, ipar, 

hajózás és kereskedelem gyakorlati követelményeivel. 
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Ezt a fejlődést segítették továbbá a 17. század hajnalán az európai és főleg nyugat-

európai országokban meginduló folyamatok: a feudalizmus felbomlása, ezzel együtt a tőkés 

gazdaság kibontakozása és a polgárság megerősödése. A már említett nagy földrajzi 

felfedezések hatására bekövetkező változások a 16.-18. században a világgazdaságot is 

gyökeresen átalakították, melynek központja Európa lett. Az európai nagyhatalmak és a 

fejlődő országok közül kiemelkedő fontosságú volt Anglia, hiszen gyarmati kereskedelme, 

külkereskedelmi forgalma megteremtette azt a biztos társadalmi és gazdasági hátteret, mely 

lehetővé tette, hogy az ipari fejlődéssel párhuzamosan tudományos eredmények is szülessenek 

akár az irodalom, akár a filozófia és nem utolsó sorban a matematika terén. A 16.-18. század 

gazdasági nagyhatalmai közé tartozott Franciaország is, ahol az ún. abszolutista 

gazdaságpolitikát folytatva IV. Henrik, majd a trónon őt követő XIII. Lajos és XIV. Lajos 

mind a gazdasági fellendülést szorgalmazták. Ezek a bevételek és sikerek tették lehetővé a 

mai napig fennálló építészeti csodák megépítését, a tudományok támogatását, vagy a Francia 

Akadémia megalapítását. 

4.2 A tudományos élet kibontakozása 

Ez a gazdasági és társadalmi folyamat egy új stílustörténeti korszak kibontakozását 

eredményezte, hiszen a statikus reneszánszt felváltotta a mozgékony barokk. A 17-18. 

századra jellemző korstílus mellett pedig egy fontos, a későbbiekben is nagy szerepet játszó 

filozófiai irányzat, a racionalizmus bontakozott ki, mely a 17. századi Franciaországban, majd 

Európa többi államában is teret hódított. Ezzel párhuzamosan indult fejlődésnek a matematika 

is, talán nem véletlenül, hiszen a kor matematikusai egyben filozófusok is voltak, mint 

Descartes, Pascal, Newton vagy Leibniz. Mellettük említhetjük azon filozófusok nevét, akik 

ugyan nem voltak matematikusok, de ismereteik kiterjedtek a matematikára is, például 

Francis Bacon, Hobbes vagy Spinoza. Bacon tett kísérletet a tudományok rendszerezésére és 

a tapasztalat és kísérletezés fontosságát hangsúlyozta. Ezzel szemben bontakozott ki a 

racionalizmus, melynek követői, Baconnel ellentétben, nem a tapasztalaton alapuló 

megismerést vették alapul, hanem az általános elméletekből kiindulva magyarázták az egyes 

jelenségeket. Úgy vélték, hogy a megismerés útja a gondolkodás. A tudományos 

gondolkodásnak máig ez a kétfajta gondolkodásmód az alapja. 

A újonnan kibontakozó korstílus és filozófiai irányzat kialakulása mellett a gazdasági 

fellendülés, a kereskedelem és az ipar megindulása oka volt a tudományos élet 

felpezsdülésének és a matematika átalakulásának is. Nemcsak új felfedezéseket tettek az 
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akkori tudósok, hanem a tudományok szervezeti formái is óriási változásokon mentek 

keresztül. A matematika szervezői a tudományos szervezetek és társulatok lettek. Ez főként a 

nagyhatalmi országokra volt jellemző, hiszen 1662-ben a legrégebbi angol tudományos 

társulat, a Royal Society, azaz az Angol Tudományos Akadémia kezdte meg munkáját, 

melynek tagja volt Francis Bacon és Isaac Newton is. Ezenkívül 1666-ban megszervezték a 

párizsi akadémiát, melynek első elnöke Christiaan Huygens volt. Ezzel megindult az olyan 

tudományos intézetek és társulatok szervezésének korszaka, melyek állami támogatás mellett 

tudtak működni. 

A tudományos élet fellendülését szorgalmazta a nyomtatás és a könyvek elterjedése is. 

A tudósok levelezése már nem elégített ki a tudományos kapcsolatok fenntartását, így a 17. 

században olyan tudományos folyóiratok jelentek meg, melyekben a tudósok értekezései, 

felfedezései láttak napvilágot. Ilyen folyóirat volt az 1665-ben, Londonban megjelent 

„Philosophical Transactions”, a párizsi „Journal des Savants”, vagy a Leibniz által 1682-ben, 

Lipcsében alapított „Acta Eruditorium”. 

Akár a társulatokat, akár a megjelenő tudományos folyóiratokat tekintve ez a fajta 

fellendülés magával vonta a matematika minőségi megváltozását is. Az ókori görög 

matematika korlátait lerombolva, a középkori ideáloktól elfordulva, az új eszmék és filozófiai 

irányzatok hatására ez az időszak gyökeres változásokat, új eredményeket hozott. Az eddigi 

állandó mennyiségek tanulmányozása kiegészült a mozgás, a változás vizsgálatával és 

létrejött a változó mennyiségek matematikája. Ennek hátterében a már említett filozófiai 

irányzat, a racionalizmus, a fizika és a matematika hármasa áll, melyek szoros együttfejlődése 

tette lehetővé a korszak eredményeinek átütő sikerét. A 17. században a matematikán belül 

négy nagy terület kezdett el rohamosan fejlődni, melyek a projektív geometria, az analitikus 

geometria, a matematikai analízis és a számelmélet voltak. Mindegyik rész alapjait már az 

ókori görögök fogalmazták meg, ebből indult ki mindegyik fejlődése. A 17. századi 

matematikusok, akiknek a tudományos felfedezések köszönhetők, azonban nem csak egy-egy 

résszel foglalkoztak, hanem a több ágra szakadó matematika egészét tanulmányozták. Ezért 

bukkan fel egy-egy tudós neve többször a különböző területek vizsgálatakor. 

A vizsgálat tárgya ezentúl a matematikai analízis és annak kialakulása, fejlődése. 

Talán a század legnagyobb felfedezése volt a differenciál- és integrálszámítás, melynek 

kezdetét a matematikában megjelenő infinitezimális mennyiségek analízisének módszerei 

jelentették. A kialakulás hosszú folyamatát tudósok munkáinak sora övezte. Fontos 

megemlíteni, hogy e folyamat indítóokai a mechanika, az asztronómia és a fizika szükségletei 
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voltak, tehát a matematikai analízis fogalmai és módszerei mind a természeti- és technikai 

tudományok szükségleteinek hatása alatt és velük összefüggésben keletkeztek. A technika és 

a gazdasági élet gyakorlati követelményei a természetnek a korábbinál sokkal mélyebb 

tanulmányozására és ezáltal a környező világban megfigyelhető és tapasztalható folyamatok 

és jelenségek pontosabb ismeretére vezettek. Ahhoz azonban, hogy a folyamatokat 

mennyiségileg is tanulmányozni tudják, újfajta matematikai fogalmakat kellett létrehozni. Ezt 

a szerepet töltötte be a matematikai analízis, mellyel képesek voltak a folyamatokban szereplő 

különféle mennyiségek egymástól függő változását, a függvénykapcsolatokat jellemezni. 

A gazdasági, történelmi és gondolati hátteret megismerve tudunk igazán képet alkotni 

az akkori világról és a benne zajló folyamatokról és talán ez által tudjuk csak megérteni a 

tudományokban, filozófiai nézetekben, a 16.-18. században végbemenő folyamatokat. Az 

említett országok mindegyike olyan tudósokat, és elsősorban említve, olyan matematikusokat 

adott a világnak, akik a matematikai analízis történetében az ókor által megtett első lépéseket 

továbbgondolva alkottak maradandót. Egy időben, egy században, Európa különböző 

országaiban, egymástól függetlenül, vagy épp egymást ismerve gondolkodtak a matematika 

tudományos világában. Ezt a talán nem túl egyszerű folyamatot szeretném most bemutatni, a 

tudósok életén és munkásságán keresztül. A továbbiakban tehát a kalkulus születéséig terjedő 

időszak nagy matematikusairól, Johannes Keplerről, Bonaventura Cavalieriről, Evangelista 

Torricelliről, Blaise Pascalról, Pierre Fermat-ról, John Wallisról, illetve Christiaan 

Huygensről lesz szó. 

4.2.1 Johannes Kepler 

 A 16. századi tudósok közül kiemelkedő fontosságú Johannes Kepler (1571-1630), aki 

amellett, hogy csillagászként a bolygómozgás törvényeinek felfedezésével óriási 

elismertségre tett szert, kiváló matematikus is volt és akár az integrálszámítás előfutárának is 

nevezhető. Kepler a csillagászatban felmerülő matematikai problémákon kívül szívesen 

foglalkozott más, matematikai jellegű feladatokkal is. Arkhimédész munkásságát vizsgálva, 

tanulmányozva, az ő gondolatait, bizonyítási módszereit alapul véve szerette volna a már 

említett, Arkhimédész által használt kimerítés módszerét megkerülni, és általánosítani ezeket 

az eredményt csak megsejtő módszereket. Ennek alapján született meg 1615-ben a 

„Stereometria doliorum vinorum”, azaz „A boroshordók térmértana” című munkája. Ebben 

közel 100 különböző forgástestet vizsgált meg, melyek térfogatát a határozott integrálhoz 

hasonló eljárással számolta ki. A módszer lényege az volt, hogy végtelen kis területeket, 
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illetve térfogatokat összegzett. A forgástestet végtelen sok szeletre, azaz végtelen kicsi 

térfogatokra bontotta és a szeletekből egy olyan másik testet rakott össze, melynek egyrészt 

megegyezett a térfogata az eredeti testtel, másrészt a kapott test térfogatát már könnyen ki 

tudta számolni. Ezt az eljárást egy síkbeli eseten szeretném szemléltetni: 

 

4. ábra 

Kepler módszere alapján a 4. ábrán látható körlap felbontható végtelen sok egybevágó 

körcikkre, melyek egyenlő szárú háromszögeknek is tekinthetők alapjuk végtelen kicsiny 

volta miatt. Ezeket a „háromszögeket” körív alapjukkal egy AB szakaszra helyezve, melynek 

hossza megegyezik a kör kerületével, kapjuk az ábrán látható módon az  

„háromszögeket”. Ezeknek  csúcsát eltolva az O pontba kapjuk az azonos területű 

 háromszöget. Minden körcikkháromszöget hasonlóan átalakítva, a háromszögek 

alapjai éppen lefedik az AB szakaszt, így a kör területe ugyanakkora, mint az ABO 

háromszögé, vagyis . Az eljárás a forgástestek esetén is hasonlóan történik, ahol egy test 

térfogatát fogják adni a forgástest-szeletek. 

Ezek a módszerek azonban nem adtak precíz bizonyításokat, amivel persze maga 

Kepler is tisztában volt, mégis adódott egy viszonylag egységes, végtelen kicsiny 

mennyiségekkel való számolási eljárás a forgástestek térfogatának kiszámítására. 

Kepler és munkássága már mind átvezeti a matematika történetét a 17. századba, 

melyben egy új korstílus, a barokk határozta meg mind a művészeteket, mind az emberek 

gondolkodását. A 17. század eseményei a reneszánsz embert és művészt a katolicizmus 

megújulásával ismét hit felé fordították. 

4.2.2 Bonaventura Cavalieri 

Keplert követően és Newton, illetve Leibniz munkásságát megelőzve olyan 

matematikusok éltek és alkottak, akik a kialakuló integrál- és differenciálmódszerek pontos 

kidolgozásához munkájukkal nagyban hozzájárultak. Bonaventura Cavalieri (1598-1647) 

olasz matematikus például Arkhimédész ötlete alapján dolgozta ki az oszthatatlanok 
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elméletét
4
, mely szerint a síkidom párhuzamos húrjai, egy test pedig párhuzamos síkmetszetei 

összességének tekinthető. Keplerrel ellentétben úgy képzelte, hogy mind a síkidomok, mind 

pedig a testek a síkhoz, illetve a testhez képest eggyel kisebb dimenziójú elemekből állnak. Ez 

alapján dolgozott ki egy olyan eljárást a terület- és a térfogatszámításra, mely a határozott 

integrálszámítás előfutárának tekinthető. A módszer alapelvét, miszerint a síkidomok és a 

testek területei, illetve térfogatai úgy aránylanak egymáshoz, mint az oszthatatlanjaik aránya, 

a következő példa jól szemlélteti. 

 

5. ábra 

Az 5. ábrán látható  és  függvények görbéi hasonlóak, melyből az 

következik, hogy az  intervallumon az  arány állandó. Ebből adódóan az -ek 

összességének, a -nek és az -k összességének, a -nek az aránya is ugyanakkora, 

azaz . Cavalieri szerint az -ek összessége az ABCD síkidomot, az -k 

összessége pedig az ABEF síkidomot alkotja. Az elve szerint tehát: 

. 

Mai jelölésekkel: 

. 

Ez azonban még nem adott lehetőséget arra, hogy valamennyi oszthatatlan összegét 

megítélje. Ezért volt kénytelen Cavalieri azokra az esetekre korlátozódva vizsgálni a 

síkidomok, illetve a testek viszonyát, amikor az oszthatatlanok aránya állandó. 

4.2.3 Evangelista Torricelli 

 Cavalieri módszerének sok lelkes híve volt, köztük Evangelista Torricelli (1608-1647) 

itáliai matematikus is, aki „A parabola kiterjedéséről” című munkájában a Cavalieri-féle 

eljárást Arkhimédész ókori kimerítési módszerével ötvözve alkalmazta. Ezek segítségével 

tudta meghatározni a 6. ábrán látható végtelenbe nyúló forgástest térfogatát, amely egy 

                                                             
4 az atomos felfogás alapján a síkidom atomjai, oszthatatlanjai a húrok, a testé pedig a síkmetszetek 
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hiperbolaívnek az egyik tengelye körüli forgatásával keletkezik. Érdekes, hogy az így kapott 

forgástest térfogata véges, felszíne azonban végtelen, tehát „meg lehet tölteni, de kifesteni 

nem lehet”. 

 

6. ábra 

4.2.4 Blaise Pascal 

Blaise Pascal (1623-1662), kiváló francia matematikus neve a matematikán belül 

főleg a projektív geometria kapcsán merül fel, azonban lényegesen hozzájárult az analízis 

kibontakozásához is. Cavalieri nyomán az oszthatatlanok elméletét alkalmazva az 1654-ben 

megjelent „A számhatványok összege” című tanulmányában olvashatunk először az  

parabola alatti terület kiszámításáról. Ezenkívül, az „Értekezés a negyedkör szinuszáról” című 

munkájában hasonló módszert alkalmazva meghatározta a szinuszgörbe alatti területet is a 

[0,π] intervallum fölött. Fontos megemlíteni, hogy Pascal nevéhez kötődik az a ma 

differenciál-háromszögnek vagy karakterisztikus háromszögnek nevezett háromszög, melyet a 

későbbiekben Leibniz is, pont a Pascal által ábrázolt háromszög alapján alkalmazott. 

 

7. ábra 

A 7. ábrán látható az a BGD karakterisztikus háromszög, mely a g görbe E pontjához 

tartozó e érintőhöz és n normálisához tartozik a CH intervallum fölött. Ennek a háromszögnek 

a DG befogója az ordináták, a BG oldala pedig az abszcisszák különbsége. Pascal azt emelte 

ki, hogy e háromszög két oldalának BG:GD hányadosa mindig egyenlő az EF:AF 
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hányadossal bármilyen kicsinek választjuk is a CH intervallumot. Pascalnak ez a 

megállapítása már magában hordozza a hányados határértékének a fogalmát, és a számítási 

eljárás egésze összefüggést mutat a görbe érintője és a görbe alatti terület között. Pascal 

azonban nem definiálta a differenciálhányados és az integrál fogalmát, illetve nem jött rá a 

közöttük lévő összefüggésre. „Mintha bekötött szemmel járt volna” – írta később Leibniz is. 

4.2.5 Pierre Fermat 

Pascalhoz hasonlóan Pierre Fermat (1601-1665), francia matematikus is közel járt az 

integrál- és differenciálszámítás felfedezéséhez. Fermat, akinek a jog mellett csak hobbija 

volt a matematika, előszeretettel olvasta és tanulmányozta az ókori görög tudósok műveit, 

melyekből ötleteket és feladatokat merítve tudott tovább gondolkozni. Következő két tétele 

mutatja, hogy tulajdonképpen az integrál- és differenciálszámítás precíz, általános 

megfogalmazásai már csak egy karnyújtásnyira voltak tőle.  

Tétel (1630): Legyen  egy racionális szám, és legyen x egy tetszőleges pozitív valós 

szám. Ekkor az  hatványfüggvény x pontbeli érintőjének meredeksége . 

Tétel (1636): Legyen  egy valós szám, és legyen a és b két pozitív szám, . 

Ekkor az  függvény alatti előjeles terület a és b között 

 

 A két tételt egymással összehasonlítva látszik, hogy az 
 
függvény alatti terület az 

 függvényhez vezet, s ez utóbbi érintőjét véve, visszakapjuk a kiindulási 
 
függvényt. 

Ezt minden bizonnyal Fermat is észrevette, de őt a polinomokon kívül nem foglalkoztatta más 

függvény, ezért nem is gondolt valamilyen általános integrálási módszer kidolgozására. 

Ezenkívül azt, hogy Fermat mennyire közel járt a határérték fogalmához, a következő 

gondolatmenete tükrözi, melyet egy Papposz (IV. századi matematikus) által megfogalmazott 

feladatra adott. A feladat így hangzik: ha egy a szakaszt két részre osztunk, és az így kapott x 

és  szakaszokkal téglalapot készítünk, akkor ennek a téglalapnak a  

területe akkor lesz a legnagyobb, amikor a szakaszt felezzük, azaz amikor . E 

feladat alapján próbált meg Fermat általános módszert találni a maximum- és minimumesetek 

megállapítására a következő gondolatmenettel. Felmérünk az adott a szakaszra valamekkora x 

távolságot. Az x és az  szakaszokkal szerkesztett téglalap területe ekkor 
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. 

Ha az x távolság helyett valamilyen  távolságot mérünk fel, akkor az így 

kapott téglalap területe . A maximális terület esetén a T kifejezéséből ugyanúgy 

meg kell kapnunk a maximális értéket, mint a -éből, azaz ekkor  kell, hogy legyen, 

vagyis . Behelyettesítve: 

, 

ahonnan 

, 

azaz 

. 

Ezenkívül  esetén , ami csak úgy lehet, ha . Ekkor pedig , 

tehát . 

Fermatnál fordul elő elsőként a matematika történetében, hogy egy változót kis 

értékkel megnövelünk, majd a növekményt nullának tekintjük, viszont még hiányzott az a 

lépés, konkrétan a határérték fogalma, melynek segítségével belátható az E-vel jelölt 

növekmény fokozatos zérussá válása. 

Az integrálszámítás területén is felmerül Fermat neve, hiszen hozzá köthető az 
 

görbe alatti terület kiszámítása. Mint tudjuk, Fermat szívesen tanulmányozta az ókori 

matematikai műveket, így Arkhimédész munkáit is, és ebből merítve alkalmazta a következő 

eljárást. A görbe alatti területre téglalapsorozatot fektetett a 8. ábrán látható módon. 

 

8. ábra 

Az OA intervallumon kijelölte az x, , , , … (0<e<1) pontokat és 

meghatározta a keletkezett téglalapok területeinek összegét, melyek mértani sort alkotnak: 
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azaz 

 

Az  helyettesítés, valamint a területösszeg számlálójának és nevezőjének szorzattá 

alakítása után -vel leosztva és az e, azaz az E helyére 1-et írva kapta a görbe alatti 

területet: 

 

amely azonos az  határozott integrállal. 

A bizonyítás során felmerülő problémára, miszerint az e kezdetben mint egy egynél 

kisebb pozitív konstans szerepel, mely később nullává válik, valamint az e-nek egyazon 

feladaton belüli többféle értékválasztására Fermat nem tudott kielégítő magyarázatot adni. 

Éppen ezért hiába szerepelt nála a területszámítás és az érintő-probléma, a köztük lévő 

mélyebb kapcsolat, vagyis az integrálszámítás általános számítási eljárásának kidolgozása 

még váratott magára. 

4.2.6 John Wallis 

Fermathoz hasonlóan John Wallis (1616-1703) angol matematikus is közel járt a 

határérték pontos megfogalmazásához. Wallis neve egyébként nemcsak a matematikai 

analízis területén, hanem az analitikus geometriában is felmerül. Ezenkívül ő volt az egyik 

alapító tagja és szervezője a már említett londoni Royal Societynek, a legrégebbi angol 

tudományos társulatnak, és említésre méltók több ókori matematikus művének lefordításai. 

1655-ben megjelent művében, „A végtelenek aritmetikája” című tanulmányában Wallis 

Cavalieri gondolkodását követve az oszthatatlanok módszerét alkalmazta, és vizsgálta az 

oszthatatlanok hatványösszegének arányait, melyeket számok összegének arányaiként fogott 

fel. 
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9. ábra 

A 9. ábrán látható háromszög oszthatatlanjainak összege, valamint az ugyanolyan 

alapú és magasságú téglalap oszthatatlanjainak összege által meghatározott arányt Wallis a 

 

arányra vezette vissza, mely tulajdonképpen a háromszög és a téglalap területének az aránya. 

Hasonló elképzeléssel az oszthatatlanok négyzetösszegének az aránya a háromszög és a 

téglalap esetén: 

 

Az -ot Wallis úgy állapította meg, hogy megfigyelte a hányadost az  értékeknél 

és a kapott sorozat elemeit , , , … alakban írta fel. Észrevehető, hogy az -tól 

való eltérés , ami az n növelésével bármilyen kicsivé tehető. Mind Cavalieri, mind pedig 

Wallis is csak –ig számította ki az arányokat, melynek általánosítását Wallis mondta ki: 

, 

ami ekvivalens a későbbi  határozott integrállal. 

4.2.7 Christiaan Huygens 

 Huygens (1629-1695) holland matematikus, fizikus és csillagász, valamint a párizsi 

akadémia első elnöke volt. A Szaturnusz gyűrűjének felfedezése és fény hullámelméletének 

kidolgozása mellett az ingaóra megépítésével, tökéletesítésével, órásmesterként volt korának 

egyik meghatározó alakja. Az ingaóra megépítése közben számos matematikai felfedezést is 

tett, többek között az ívhossz- és a területszámításban, mellyel ő is hozzájárult az integrál- és 

differenciálszámítás megteremtéséhez. 



22 
 

A nyugat-európai országok matematikusai között széles körben elterjedtek a határozott 

integrál elemeit tartalmazó gondolatok, azonban akár Cavalieri, akár Fermat, akár Wallis 

példáját látva még egyiküket sem nevezhetjük igazán a differenciál- és integrálszámítás 

felfedezőjének. Még Isaac Barrow (1630-1677) angol matematikus, aki egyébként Newton 

cambridge-i tanára volt, sem jutott el a nagy felfedezésig, hiába volt tisztában az érintő- és 

kvadratúrafeladatok problémakörének összefüggéseivel. A felfedezés szempontjából jelentős 

lépéseket tettek, mégis a korban utánuk következő két matematikus, Newton és Leibniz voltak 

azok, akik e felfedezésekre építve, az ókori sablonoktól elszakadva feltalálták az egyetemes új 

módszert, a kalkulust. 

4.3 A kalkulus születése 

A kalkulus kifejezés a matematikai analízist, azaz a differenciál- és integrálszámítást 

jelenti, melynek kialakulása a 17. századra, azon belül is az 1670-es évekre tehető. Ekkor 

bontakozott ki a matematikának egy új területe, a végtelen kicsiny mennyiségek analízise, 

melynek létrejöttét, mint a korábbiakban is láthattuk, sok kiváló tudós munkája készítette elő. 

Az analízis ilyen mértékű fejlődése forradalmasította az egész matematikát és véglegesen 

átalakította a változó mennyiségek matematikájává. A megjelenő új kalkulus előfeltételei, 

elemei és összetevői már adottak voltak, fordulat a módszert illetően következett be. Ez a 

fordulat pedig olyan matematikai munkák megjelenésében nyilvánult meg, amelyekben az 

adott terület felgyülemlett ismeretanyagát egységes szempontok alapján kezdték el 

felülvizsgálni. Az egyes feladatok megoldása helyett a középpontba maga a megoldási 

módszer kerül, melyet igyekeztek világosan megfogalmazni, továbbfejleszteni és alkalmazni. 

Azzal például, hogy konkrét síkidomok területének illetve testek térfogatának meghatározásán 

túl egy olyan általános eljárást dolgoztak ki, mellyel bármely síkidom területe és test térfogata 

meghatározható, létrejöhetett a határozottintegrál-számítás fogalma. Az ekkor kialakuló 

integrál- és differenciálszámítás jelenti tehát a végtelen kicsiny mennyiségek analízisének első 

szakaszát, melynek létrejöttét elsősorban a kor két nagy tudósának, Newtonnak és Leibniznek 

köszönhetjük. Nevük pedig végképp összeforrt egy prioritási vita miatt, amely a differenciál- 

és integrálszámítás felfedezésének elsőbbségéért folyt, pedig mint láthattuk, a felfedezés 

dicsősége sokaké. A vitát a későbbiekben fejtem ki részletesebben, előtte pedig a két nagy 

tudósról lesz szó. 
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4.3.1 Isaac Newton 

Isaac Newton (1643-1727) kiváló angol fizikusa, csillagásza és matematikusa volt 

korának. Kisbirtokosi családból származott, egy Cambridge melletti kis helységből. Már 

viszonylag korán elkezdett érdeklődni a tudományok iránt, Euklidész, Kepler, Descartes, 

valamint Wallis műveit olvasva és tanulmányozva lett ő is természettudóssá. A cambridge-i 

egyetemen végezte tanulmányait, ahol tanára volt többek között Barrow is. Neki 

köszönhetően lett 1669-ben Newton az egyetem professzora egészen 1701-ig. 1672-ben 

tagjává, majd 1703-ban elnökévé választotta a londoni Royal Society. Newton cambridge-i 

tartózkodása alatt írta legjelentősebb matematikai munkáit. Tudományos tevékenységének 

területei a fizika, a mechanika, a csillagászat és a matematika voltak, mely területeken igen 

sok eredményt ért el. Csak a legfontosabbakat említve, felfedezte az általános tömegvonzás 

törvényét, a fény színkép-felbontásának törvényeit, nevéhez kapcsolódik számos, a 

mechanika területén tett felfedezés, valamint a mozgástörvények. Dolgozatom témáját 

tekintve azonban a legfontosabbak az elméleti matematika terén tett felfedezései, ezen belül is 

a differenciál- és integrálszámítás, melyeket 23 éves korában fedezett fel. A modern 

matematika e legjelentősebb vívmánya – amellett, hogy számos újabb kori matematikai 

elmélet magját képezi – nélkülözhetetlen eszköze a legtöbb modern tudományág fejlődésének. 

Newton tudományos világszemléletében a matematika mint a természettel foglalkozó 

általános tudománynak a részeként és a fizikai kutatások eszközeként jelentkezett. Így az 

általa fluxióelméletnek nevezett számítási apparátust is csillagászati és fizikai kutatásaiban 

használta már 1665 táján. Ezen elmélete, módszere jelenti tulajdonképpen az analízis 

legkorábbi formáját, az integrálszámítás inverz műveletét. Az eljárást azonban sokáig nem 

hozta nyilvánosságra, mert tudta, hogy logikai megalapozása még nem pontos. A 

fluxióelmélet kidolgozásához fizikai modellt használt, melyet elnevezései is jól szemléltetnek. 

A képzeletben egyenletesen múló időtől függő, az időben lefolyó változásnak, például egy 

mozgásnak, az épp vizsgált mennyiségét, például az útját, nevezte fluensnek
5
. Az út időbeni 

megváltozását, vagyis a mozgás sebességét hívta fluxiónak
6
. 

Egy t időtől függő fluenst Newton y-nal jelölt, a fluxiót -tal, a fluxió fluxióját pedig 

-tal, mely jelölések ma is használatosak a fizikában. Az idő végtelen kicsiny 

megváltozásának a jele pedig egy kis nulla (o) volt. Az x és y voltak a fluensek, a változók, az 

o időtartam alatti megváltozására pedig az , illetve az  jeleket használta, és ezeket az x, 

                                                             
5 latin eredetű szó, jelentése: folyó, megváltozó 
6 latin eredetű szó, jelentése: folyás, változás; a differenciálhányados megfelelője 
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illetve az y fluens monumentumának
7
 nevezte. Newton egyik példája jól szemlélteti, hogy 

ezen eljárás tulajdonképpen a konkrét feladattól való függetlenítés, mely a valódi újdonságot 

jelenti a fluxiószámításban. 

A példa a következő. Legyen két, az időtől függő fluens x és y. Adott a köztük lévő 

összefüggés, miszerint 

, 

mely alapján az x és az y kapcsolatát keressük. Az x o idő alatt o -tal növekszik, míg az y 

mennyiség o -tal. Ez alapján: 

. 

Rendezve az egyenletet kapjuk, hogy: 

. 

Az első négy tag összege az eredeti egyenlet szerint nulla. A bal oldalt o-val végigosztva, 

majd elhagyva azokat a tagokat, amelyekben az osztás után is előfordul a o, megkapjuk a 

fluxiók közötti összefüggést, azaz 

. 

Látható, hogy még Newtonnál is megmaradt az a meg nem magyarázott o-val való 

leosztás, mely Fermat-nál az E-vel való osztást jelentette. Próbálta ugyan indokolni a 

jelenséget, de valószínűleg ez lehetett az a logikai hiányosság, amely miatt Newton nem 

szívesen publikálta ezt az eljárást. A magyarázata a következő volt: „Az utolsó hányadosok, 

amelyekben a mennyiségek eltűnnek, pontosan szólva, nem az utolsó mennyiségek 

hányadosai, hanem határok, amelyek felé ezen mennyiségek hányadosai határtalanul 

közelednek, és amelyeket bár minden adott különbségnél jobban megközelítenek, mégsem 

haladnak túl, sem el nem érnek, amíg a mennyiségek nem csökkennek a végtelenségig.”
8
 Ez a 

magyarázat tulajdonképpen a határérték-fogalom felé mutat, az értelmezése azonban még 

homályos. Newton ennek ellenére már világosan látta a fluxiószámítás és az integrálszámítás 

inverz kapcsolatát. A fluxióelmélet segítségével ki tudta számolni egy változás mértékét, 

vagyis azt, hogy egy adott időpillanatban milyen gyorsan változik egy mennyiség. Az 

integrálszámítás ennek épp az inverzét fedi le, miszerint egy mennyiség adott változásának 

mértékét ismerve kiszámítható maga a mennyiség értéke. 

                                                             
7 jelentése: mozzanat, szaporulat; a  és  megfelelője 
8 {ŀƛƴ ałǊǘƻƴΥ bƛƴŎǎ ƪƛǊłƭȅƛ ǵǘΗ стуΦ ƻƭŘŀƭ 
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Newton a fluxióelmélet eredményeinek többségét a 17. század 60-70-es évei során érte 

el, azonban művei publikálására még akkor sem adott engedélyt, mikor a prioritási vita körül 

vita támadt közte és Leibniz között, aki Newtontól függetlenül egy hasonlóan jó módszert, a 

differenciálokkal való számolást hozta létre. 

4.3.2 Gottfried Wilhelm Leibniz 

 Leibniz (1646-1716) német matematikus és filozófus volt. Lipcsében született, 

tanulmányait a lipcsei és a jénai egyetemen végezte. Diplomáciai megbízatással sokat utazott, 

eljutott Párizsba és Londonba is. Utazásai során, eredményei elismerése jeléül – ahogy a 

mechanikus számológépe révén is – tagja lett a legkiválóbb tudósokkal büszkélkedő 

tudományos társulatoknak, 1673-ban a londoni Royal Societynek és 1700-ben a párizsi 

akadémiának. Ezenkívül ő alapította meg a berlini akadémiát és fontos szerepet játszott a 

szentpétervári tudományos akadémia szervezésében is. Fontos kiemelni Leibniz 

sokoldalúságát és igen sokirányú érdeklődését. Elsősorban nem csak matematikus volt, a 

matematikus együtt élt benne a filozófussal, a történetíróval, a jogásszal és az irodalmárral,  

melyek polihisztorrá tették. Ezeken a területeken gyakran egészen kiváló és sok későbbi 

eredményt megalapozó felfedezése született, és mindezen területek számára tudott egységes 

filozófiai nézőpontot találni. Leibniz filozófiai nézetei igen sajátosak voltak. A racionalizmus 

és az empirizmus határán állva a célja a tudományos megismerés univerzális módszerének 

megteremtése volt. A matematikában ezt Leibniz a fogalmak egyértelmű szavakkal való 

megfogalmazásával és egyértelmű szimbólumok használatával akarta elérni. Filozófiai nézetei 

és az általa elképzelt ideák határozták meg végső soron a differenciál- és integrálszámítás 

felfedezéséhez vezető matematikai tevékenységének irányát és jellegét. 

 Visszatérve Leibniz életútjához, 1673-ban jutott el Párizsba, ahol találkozott 

Christiaan Huygens-szel. Ő ismertette meg vele az analízis fogalmait, többek között a 

matematika infinitezimális problémáit és természetesen saját elképzeléseit, gondolatait. Ennek 

hatására Leibniz, aki addig a kombinatorika területén kereste az általános gondolkodási 

törvényeket, az analízissel kezdett el foglalkozni. Tanulmányozta Descartes, Cavalieri, 

Fermat, Pascal, Wallis és persze Huygens munkáit is, és igyekezett az általuk vázolt 

analitikus módszereket a saját filozófiai gondolkodáskörébe beilleszteni, valamint egy olyan 

egységes jelrendszert kidolgozni, melynek segítségével e módszerek egységes matematikai 

műveletté, „kalkulussá” általánosíthatók. 
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 Leibniz, Newtonhoz hasonlóan nem sietett a publikálással. A kalkulus módszereinek 

tökéletesítése, pontosítása volt az elsődleges cél számára. 1684-ben publikálta először a 

végtelen kicsinyek analíziséről szóló értekezését a lipcsei „Acta Eruditoriumban” (Tudósok 

folyóirata), melyet két évvel azelőtt alapított meg. Az ebben megjelenő alapvető cikkének 

címe: „Új módszer a maximumokra és a minimumokra, valamint az érintőkre, amelyet nem 

akadályoznak sem a törtek, sem az irracionális mennyiségek, és az azokra vonatkozó 

különleges számítási művelet”. Ebben a cikkben jelent meg először, ha sok helyen hibákkal 

teletűzdelve is, a differenciálszámítás a matematikai kutatások tárgyaként olyan alakban, 

amely szerkezetét tekintve már sokban a maira emlékeztet. Már itt is megjelenik Leibniznél az 

a geometriai modell, melyben a görbék érintőjének meghatározásakor a Pascal-féle 

karakterisztikus háromszöget használta. Ezt a későbbiekben is gyakran alkalmazta, és 

lassanként arra a gondolatra jutott, hogy lehetséges a karakterisztikus háromszög oldalait 

alkotó (dx és dy) különbségeket összegezni. Mivel a kvadratúrafeladatok is e kis különbségek 

összegéhez vezettek, erre alapozva mondta ki Leibniz azt a sejtést, miszerint az érintőkre 

vonatkozó fordított feladatok megoldását teljesen vagy részben kvadratúrára lehet 

visszavezetni. Leibniz, Barrowtól és Newtontól függetlenül, az érintőkre vonatkozó fordított 

feladatokból kiindulva felfedezte az érintő-meghatározási módszerek, azaz a későbbi 

differenciálszámítás és a kvadratúrák közötti kölcsönös inverz kapcsolatot, vagyis hogy egy 

görbe érintőjének a problémája valójában a területek és a térfogatok kiszámításának a 

„fordított problémája”. Emellett kifejezésre juttatta azt az elképzelését is, miszerint a 

differenciálás eredményeit egyszerű megfordítás útján fel lehet használni függvények 

integrálásánál. 

 Mint tudjuk, Leibniz törekedett a fogalmak egyértelmű leírására és az egyszerű, 

világos szimbólumok használatára. Ezért dolgozott többek között azon is, hogy egy 

kényelmes, áttekinthető szimbólum-rendszer jöhessen létre. Emiatt használta munkáiban a 

végtelen kis különbségek jeleként a d szimbólumot, amely a differencia szó rövidítése. Ennek 

alapján jelölte dx-szel és dy-nal az x és y értékekhez képest a kis növekményeket és  

aránnyal határozta meg az y változásait x függvényében. Szavaival élve: „Gondoskodni kell 

arról, hogy a jelek alkalmasak legyenek a felfedezésre. Ez a legjobban akkor sikerül, ha a 

jelek röviden kifejezik és mintegy tükrözik a dolog mély természetét, és akkor csodálatos 

módon csökken a gondolkodásra fordítandó munka.”
9
 

                                                             
9 Simonovits András: Válogatott fejezetek a matematika történetéből 65. oldal 
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10. ábra 

A 10. ábrán lévő  függvényre Leibniz a következőket írta fel: 

, 

azaz 

 

ami az érintő meredekségének közelítése a szelővel. Azt a problémát azonban, hogy ha dx és 

dy nem egyenlők nullával, akkor  nem y változásának a pillanatnyi mértéke, hanem csak 

egy közelítés, Leibniz is észrevette. Ezt pedig úgy próbálta korrigálni, hogy a dx-ről illetve a 

dy-ról feltételezte, hogy infinitezimálisan kicsi. 

 Leibniz kézirataiból kiderül, hogy már 1676-ra x tetszőleges hatványát tudta integrálni 

a következő képlet alapján: 

. 

 1677-ben pedig megfogalmazta az állandó mennyiségeknek, valamint a függvények 

összegének, különbségének, szorzatának, hányadosának, hatványának és gyökének 

differenciálási szabályait. Két differenciálható függvény deriváltja a derivált függvények 

összege: . A szorzat deriváltjához azonban már bonyolultabb képletre 

volt szükség. 

Tétel: Két függvény szorzatának a deriváltja: 

. 

Leibniz bizonyítás nélkül közölte a szabályt. Bizonyítás először Guillaume L’Hospital (1661-

1704) tankönyvében szerepel. 

Bizonyítás: Legyen x, illetve y pici megváltozása, differenciálja dx, illetve dy. A szorzat pici 

megváltozásában a differenciálok szorzata elhanyagolható, mert jóval kisebb, mint a 

differenciálok. Ekkor 
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. 

Ezenkívül Cavalieri és Pascal nyomán az integrált, mint az „összes”, azaz végtelen 

sok ordináta összegét fogta fel, és ennek értelmében jelölte a tulajdonképpeni integrálokat az 

10 vagy az  szimbólumokkal. Ezért található a kéziratában a következő 

összefüggés is: 

 

Leibniz 1686-ban megjelent „De geometria recondita” című műve tartalmazza az 

elemi függvények integrálási szabályait, valamint az integrálás műveletét is, amelyet Leibniz a 

differenciálok összegeként értelmezett. Itt jelent meg először az áltata, az omn helyett 

bevezetett, ma is használt ∫ szimbólum, mely a „summa” szó kezdőbetűjének nyújtott alakja. 

Az említett tanulmányban hangsúlyozta továbbá az integrálás és a differenciálás műveletének 

kölcsönös inverz kapcsolatát, melyet igyekezett a használt szimbólumokban visszatükrözni, 

például a következő képpen: ha , akkor . Az integrál szimbólumának 

továbbfejlesztése után kapott jelölés, melyben már a differenciálargumentum szimbóluma is 

szerepel: .  

 A későbbi éveket tekintve Leibniz számos eredménye látott napvilágot különböző 

publikációiban. Többek között kiterjesztette a kalkulust transzcendens függvényekre is, 

meghatározta az általános exponenciális függvény differenciálási szabályát, általánosította a 

differenciál fogalmát a negatív és törtkitevők esetére, majd 1702 – 1703 folyamán kidolgozta 

a racionális törtfüggvények integrálási eljárását. Említésre méltó ezenkívül, hogy 1691-ben 

meghatározta, milyen alakot vesz fel a végeinél felfüggesztett súlyos, de hajlékony homogén 

fonal – ezt nevezte el láncgörbének – és levezette a láncgörbe egyenletét. 

 Leibniz szimbolikája és terminológiája nagyon jól átgondolt rendszer volt, mindig 

törekedett a kifejezőbb jelölésre. Elnevezései, jelölései egyszerűek voltak, melyek segítették a 

megértést, pontosan tükrözték az egyes problémák lényegét és lehetővé tették a velük való 

egyszerű számolást. Sok közülük a mai napig fennmaradt és a matematikai jelölések alapjait 

képezik egyszerűségük és használhatóságuk miatt. Ezt tükrözi az is, hogy H. V. Alekszandrov 

„Matematikai terminusok” című könyvében számos, Leibniz által bevezetett vagy 

népszerűsített jelölés, elnevezés, fogalom van megnevezve és felsorolva. Ilyenek például: 

simulókör, differenciál, differenciálszámítás, ordináta, transzcendens görbe, függvény, 

                                                             
10 latin eredetű, jelentése: minden 
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exponenciális görbe stb. Jelei között szerepelnek a dx, dy, , ∫, ~,  és még sok más 

jelölés is. A Leibniz-féle kalkulus egyszerűsége, hatékonysága és gyakorlati eredményessége 

hozzájárult ahhoz, hogy a differenciálszámítás a tudományos kutatások alapvető eszközévé és 

a matematika központi területévé váljon. Ennek ellenére sok fogalom és meghatározás maradt 

tisztázatlan. A végtelen közeliség, a végtelen kicsinység vagy valamely folyamat végtelen 

folytathatóságának fogalma még Leibniz cikkeiben és tanulmányaiban sem kapott racionális 

és pontos meghatározást. 

 Összegezve Newton és Leibniz eredményeit megállapíthatjuk, hogy annak ellenére, 

hogy egyikőjük sem tisztázta a differenciál- és integrálszámítás logikai alapjait, a 

matematikának ebben a fejezetében egymást érték a jelentős felfedezések és mindketten 

megalkottak egy olyan matematikai apparátust, melynek eredményei mindig helyesnek 

bizonyultak. Mindketten rájöttek arra, hogy a differenciálszámítás és annak inverz művelete 

felhasználható a határozott integrál kiszámítására. Mivel a két tudós egymástól függetlenül 

fedezte fel ezt, méltán nevezhetjük a következő tételt Newton-Leibniz- tételnek: 

Tétel: Ha  primitív függvénye az [a, b] - n folytonos  függvénynek, akkor 

. 

4.3.3 Prioritási vita 

 Matematikatörténeti szempontból fontos az úgynevezett prioritási vita, mely 1700 után 

tört ki Newton és Leibniz követői között. Az előző eredményeket látva valóban felmerül az a 

kérdés, hogy a két nagy tudós, Newton és Leibniz közül melyiküket illeti meg a differenciál- 

és az integrálszámítás felfedezésének prioritása. Időrendileg tekintve a történéseket Newton 

1665 körül már többé-kevésbé tisztában volt a kalkulussal, míg Leibniz, tőle függetlenül 

1673-1676 között fedezte fel azt. Publikálására azonban egyikük részéről sem került sor. A 

Royal Society titkárának, Oldenburgnak a közvetítésével Leibniz levelezni kezdett Newtonnal. 

A levelezés során Leibniz közölte saját eredményeit, és igyekezett minél többet megtudni 

Newton eredményeiről és módszereiről, aki sokszor csak kitérően válaszolt. 1684-ben végül 

Leibniz megkezdte a kalkulus kifejtését az általa alapított matematikai folyóiratban, melyet 

széles körben propagált. Az első cikke azonban még a Bernoulliak szerint is „inkább rejtély, 

mint magyarázat”. A Bernoulli család tagjairól a későbbiekben írok. Newton végül 1700 után 

publikálta egy-két fontosabb matematikai írását. Ennek hatására tört ki a vita, mely 

nemzetközi méretű vetélkedéssé és viszállyá fajult, amelyet csak 1712-ben a Királyi Társaság 
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bizottsága döntött el Newton javára. A történelem fintora, hogy a későbbiekben a Leibniz-féle, 

világosabb és a fejlődést jobban elősegítő jelölésrendszer terjedt el inkább, amelyet az 

angolok a Newton iránti tiszteletből nem vettek át, ezáltal előidézve az angol matematika 

visszamaradását. 

 Minden arra utal, hogy Newton és Leibniz egymástól függetlenül, más-más alakban 

fedezte fel a kalkulust. Mindketten kiindulhattak számos olyan tapasztalatból, melyet a korban 

őket megelőző tudósok fedeztek fel, és amelyekből a felfedezések számára már elegendő 

gyűlt össze. Különböző premisszákra támaszkodva fejtették ki, hogy a végtelen kicsiny 

mennyiségek analízise elengedhetetlen a tudomány más területeit tekintve. Az elsőbbséget 

vizsgálva valószínűleg Newton ért el előbb sikert, azonban a publikálás elsőbbsége, a 

kényelmes szimbólumok előnye és az új kalkulus aktív propagandájának érdeme Leibnizé. 

 A felfedezés érdeme azonban, mint ahogy már többször is említettem, nem csak 

kettőjüké. Az előfeltételeket és a szükséges felfedezéseket már a korban előttük élő tudósok 

megteremtették, melyekre támaszkodva tudta magát Newton és Leibniz is beírni a 

történelembe. A 11. ábrán látható „családfa” ábrázolja azokat a tudósokat, akik nagyban 

hozzájárultak a kalkulus születéséhez, mellyel a matematika alapjaiban változott meg. 

 

11. ábra 

4.4 A 18. századi matematika fejlődése 

 Már a 17. század elején fejlődésnek induló kapitalista világgazdaság a 18. században 

teljesedett ki, a század második felében kialakuló ipari kapitalizmus jegyében. A tudomány 

rohamos fejlődését az ipari forradalomnak, a világpiac kialakításának és az ezzel kapcsolatos 

tengerhajózási, haditechnikai, hőtechnikai igényeknek köszönheti, melyek egyre bonyolultabb 
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feladatokat állítottak elé. A tudomány különböző területei, mint a mechanika, a csillagászat az 

elektromágnesesség vagy a hőtan megkövetelték a matematikai apparátus megteremtését. 

Ezáltal a 18. század folyamán lényegesen megváltozott a matematika tartalma. A legnagyobb 

változáson pedig a matematikai analízis ment át. A század folyamán a klasszikus analízisből 

fokozatosan kivált egy sor olyan részterület, amely azután önálló fejlődésnek indult, mint 

például a differenciálegyenletek elmélete, az analízis geometriai alkalmazásai, a sorelmélet 

vagy a variációszámítás. 

 A kalkulus fejlődése és kiteljesedése csaknem 200 év alatt ment végbe és a 

matematika által megkövetelt logikai tisztaság és világos fogalomrendszer csak a 19. század 

második felére alakult ki. Azonban Newton és Leibniz munkássága után következő 

időszakban is említhetünk olyan matematikusokat, akik nagyban hozzájárultak ehhez a 19. 

századi eredményhez. Ilyen matematikus többek között Brook Taylor, a Bernoulli család 

tagjai, L’Hospital, Euler vagy D’Alembert, akik majd egy generációval később éltek, mint 

Leibniz és Newton. A korban őket követők Lagrange, Fourier, Laplace, és már a 19. századba 

átnyúlva élt és alkotott Dirichlet, Bolzano és Cauchy. Az általuk képviselt közel 150 év 

történéseit tartalmazzák a következő fejezetek. 

4.4.1 A Bernoulli család 

 Leibniz után Európában a Bernoulli család egyes tagjai folytatták a kalkulus 

művelését. A család első két matematikusa Jacob (1654-1705) és Leibniz tanítványa, Johann 

Bernoulli (1667-1748) volt, akik Leibniz hatására kezdtek el a matematikával foglalkozni és 

tértek le teológiai illetve orvosi pályájukról. Jacob, aki 33 éves korában már a bázeli egyetem 

matematikaprofesszora volt, nemcsak az analízis terén, hanem a sorelméletben és a 

differenciálegyenletek elméletében is kiváló eredményeket ért el. Az ő nevét őrzi a Bernoulli-

egyenlőtlenség is, mely szerint: 

Tétel: Ha ,  és  egész szám, akkor 

. 

Johann, aki Jacob rábeszélésére kezdett a matematikával foglalkozni, megszerezte 

ugyan az orvosi diplomáját, de rá egy évre már a groningeni egyetemen matematikát adott 

elő. Itt tanította két kiváló fiát, Nikolaust és Danielt, valamint fiai jó barátját, Eulert is. 

Jelentős szerepe volt rajtuk kívül Guillaume François L’Hospitalnak (1661-1704), egy kiváló 

francia matematikusnak, gazdag főnemesnek, akivel Johann 1692-ben Párizsban találkozott, 

és akitől a kalkulust ismerte meg. Későbbi megállapodásuk szerint L’Hospital fizetett Johann 
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minden újabb eredményéért, melyet megosztott vele. A barátságuknak végül a L’Hospital 

által megírt differenciálszámítást tartalmazó első analízistankönyv vetett véget, melyhez 

hasonlót Johann is akart írni. Annak ellenére, hogy L’Hospital elismerte, hogy sok eredmény 

nem tőle származik, halála után Johann mégis plágiummal vádolta. Ez az oka annak, hogy 

nem Bernoulli-, hanem L’Hospital-szabálynak nevezik a következő tételt:  

Tétel: Legyenek , f és g folytonosak és differenciálhatóak -n, 

, . Ha létezik , akkor . 

 Rajtuk kívül nagy hatással volt még a matematika fejlődésére Johann két fia, Daniel 

(1700-1782) és Nikolaus (1695-1726), akik a szentpétervári Akadémia tagjai voltak és 

leginkább differenciálegyenletekkel és valószínűségszámítással foglalkoztak. Daniel egyik 

fontos eredménye volt például az  összefüggés. 

A 12. ábrán látható családfa jelzi a Bernoulli család legkiválóbbjait, akik a matematika 

területén igen fontos, és az analízis fejlődésének szempontjából igen jelentős eredményeket 

értek el. A következőkben a család egyik barátjáról, a kiváló matematikusról, Leonhard 

Eulerről lesz szó. 

 

12. ábra 

4.4.2 Leonhard Euler 

 A kiváló svájci matematikus, Euler (1707-1783) Bázelben született. Már ifjú korában, 

egyetemi tanulmányai során látogatta Johann Bernoulli matematika előadásait a bázeli 

egyetemen, ahol kiváló eredménnyel végzett. Johann fiainak, Danielnek és Nikolausnak 

köszönhetően Eulert az 1725-ben alapított szentpétervári Akadémiára hívták, ahol 14 évig, 
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1727-1741-ig foglalkozott fizikával és matematikával. Ott tartózkodása idején több mint 50 

tudományos munkát tett közzé, melyeknek témái az analízis, a számelmélet, a 

differenciálegyenletek és a csillagászat voltak. Az országban fennálló bizonytalan politikai 

légkör azonban arra késztette Eulert, hogy elfogadja a berlini Akadémia meghívását. 1766-ig 

mintegy 380 művet írt, melyek jelentős része Oroszországban jelent meg, ahol őt még 

továbbra is tagként kezelték. Ebben az időszakban jelent meg a „Bevezetés a végtelenek 

analízisébe” és „A differenciálszámítás alapjai” című művei, melyekkel Euler megvetette az 

alapot a matematikai analízis rendszerezéséhez. Ezt kiegészítve jelent meg 1794-ben „Az 

integrálszámítás alapjai” című könyv. E három könyv pedig tartalmazza mindazt, ami az 

analízis területén Euler idejében elérhető volt. 

 Fontos megemlíteni az ún. bázeli problémát, mely a négyzetszámok reciprokainak 

összegéről szól, azaz 

 

A problémát Jakob Bernoulli vetette fel, aki szintén Bázelben született – innen ered a 

probléma elnevezése –, megoldani azonban nem tudta. Eredményre később Euler jutott és az 

 

polinom gyöktényezős alakját, valamint a 

 

egyenlőséget felhasználva megállapította, hogy az összeg . 

Visszatérve Euler életútjához, 1766-ban a hétéves háború elől visszaköltözött 

Oroszországba és annak ellenére, hogy mindkét szeme világát elveszette, tudományos 

aktivitása nem csökkent. Euler azt a célt tűzte ki maga elé, hogy rendszerezi, feldolgozza, és 

kiegészíti korának összes fellelhető matematikai ismereteit. Ez többé kevésbe sikerült is neki, 

és elmondható, hogy a matematikának nincs olyan területe, amelyhez lényegeset ne tett volna 

hozzá. Ezt bizonyítja a több mint 850 műből álló tudományos hagyatéka, melyet a 20. 

században 75 kötetben adtak ki. Munkái tulajdonképpen az egész korabeli matematikát 

felölelik, melyek megadták az egész analízisnek a rendszerezését. Az analízis és a 

matematikai ismeretek összefoglalásán kívül érdeme még Eulernek a függvényfogalom 

további alakítása, mely elengedhetetlen előfeltétele volt az analízis további fejlődésének. 
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4.5 A függvényfogalom fejlődése 

 A függvényfogalom az ókori tudományokban gyökerezik, első definícióját azonban 

csak a 17. században, Descartes által nyerte, aki a függvényt megfeleltetésnek definiálta. 

Ezek a függvények azonban még csak algebrai műveletekkel meghatározott függvények 

voltak. A függvényfogalom további fejlődése Leibnizhez köthető. 1692-ben ő használta 

először magát a függvény, illetve a functio
11

 kifejezést valamely görbének egy pontjához 

tartozó olyan szakaszra, amely változik, ha a pont végigfut a görbén. Ennek kapcsán vezette 

be Leibniz a paraméter, az állandó, a változó kifejezéseket is.  

Újabb lépést jelentett a függvényfogalom fejlődésében egy speciális hatványsor, a 

Taylor-sor felírása, mely felfedezőjéről, Brook Taylor (1685-1731) angol 

matematikaprofesszorról kapta a nevét. Ennek előfutára volt a Newton által 1665-ben felírt 

binomiális sor. A Taylor-sor ez alapján egy meghatározott feltételeknek eleget tevő  

függvény valamely x0 pontja körül az alábbi végtelen sorral állítható elő: 

, . 

Akkoriban minden függvényt Taylor-sorba fejthetőnek gondoltak, a sor 

konvergenciájának, illetve a függvényhez való konvergálásnak a kérdése még fel sem merült. 

A deriválhatóság és az integrálhatóság mellett a hatványsorba fejthetőséggel bővülő 

függvényfogalmat Euler vezette be és analitikus függvénynek nevezte, amelyen a változók és 

az állandók közötti kapcsolatot leíró kifejezést értette, ha az analitikus műveleteket (négy 

alapművelet, hatványozás, gyökvonás, sorbafejtés, differenciálás, integrálás) tartalmazott. 

Ezenkívül az egész értelmezési tartományukra érvényes, egyetlen analitikus kifejezéssel 

megadható függvényeket „folytonosaknak”, míg az egyetlen ceruzavonallal 

megrajzolhatóakat összefüggőknek nevezte. A jelöléseket illetően a két Bernoulli testvér, 

Johann és Jacob, akik a függvényt már Euler előtt is a feljebb említett analitikus 

értelmezésben használták, a  φx jelölést használták. Ezt vette át Euler is, aki a φ betű helyett a 

ma is használt f-et kezdte el alkalmazni. 

A pontos függvényfogalomra egészen 1837-ig kellett várni, amikor Lejeune Dirichlet 

(1805-1859), német matematikus a ma is használt és elfogadott függvénydefiníciót 

meghatározta.  A folytonosság szabatos meghatározását, az egyoldali folytonosság fogalmát 

                                                             
11 latin eredetű, jelentése: eljárás, végrehajtás 
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és a folytonos függvények számos tulajdonságát pedig Bernhard Bolzanonak (1781-1848), 

cseh matematikusnak köszönhetjük. 

4.6 A sorelmélet fejlődése 

 Már az ókorban találunk olyan konkrét feladatokat, melyekhez elengedhetetlen volt 

bizonyos sorozatok ismerete. Tulajdonképpen a sorelmélet fejlődése már ekkor megindult. A 

vizsgált 17. századra azonban olyan eredmények születtek, mint a már említett Jacob 

Bernoulli nevét őrző Bernoulli-egyenlőtlenség. 

Az analízis szempontjából azonban a 18. századra a hatványsorok összegzésének 

kérdése vált alapvető fontosságúvá. A Taylor által meghatározott sorok jelentősége a 18. 

század legelején jelentősen megnőtt, hiszen még Newton is ezt a módszert alkalmazta az 

integrálás elvégzésére úgy, hogy az integrálandó függvényt hatványsorba fejtette, és ezt a sort 

integrálta. Az integrálás sorbafejtéssel igen jó számolási eljárásnak látszott, melyet még Euler 

is alkalmazott, aki azt hitte, hogy minden függvény hatványsorba fejthető. 

Említésre méltó Joseph Louis Lagrange (1736-1813) francia matematikus munkássága 

is, aki a differenciálszámítás algebrai módszereivel foglalkozott és munkáiban a 

differenciálhányadosokat a Taylor-sor együtthatóiként értelmezte. Ezzel ki tudta küszöbölni a 

végtelen kis értékekkel való törődést és a határérték fogalmát. Azt, hogy Lagrange ezen 

elgondolása csak az analitikus függvényekre volt igaz, egy 19. századi német matematikus, 

Carl Weierstrass (1815-1897) vette észre. Lagrange volt egyébként az első, aki meghatározta 

a sor róla elnevezett maradéktagjának képletét konkrét függvényeknél, és először állította elő 

ezt a maradéktagot integrál alakban. Lagrange-hoz köthető ezekenkívül maga a derivált és a 

primitív függvény kifejezés, illetve a magasabb rendű differenciálhányados-függvények 

jelölései, mint , , …,  és a róla elnevezett középérték tétel, mely szerint, ha 

f folytonos függvény az [a;b] intervallumon és differenciálható az (a;b) intervallumon, akkor 

van olyan a<c<b szám melyre 

. 

A 18. századra a konvergencia fogalmának szabatos megfogalmazása, a konvergencia-

feltételek felfedezése és a végtelen sorok összegének helyes értelmezése a matematikusok 

körében igen nagy kihívást jelentett. Ezek pontos kimondása és megfogalmazása azonban 

még váratott magára, hiszen csak a 19. század elején, Augustin Louis Cauchy (1789-1857) 

munkásságával kezdődött igazán új korszak a sorelméletben. Cauchy egy végtelen sor 
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összegének a részletösszegek sorozatának határértékét tekintette, és így tudta kimondani, 

hogy egy sor akkor konvergens, ha létezik határértéke, valamint ő fogalmazta meg először a 

róla elnevezett konvergenciakritériumokat. 

4.7 A differenciálhányados fogalmának fejlődése 

Mint már láttuk, Newton és Leibniz idejében még nem voltak tisztázottak az 

alapfogalmak, melyek a differenciálszámításhoz feltétlenül szükségesek lettek volna. A 

megsejtett eljárást ezért kezdetben csak az ellenőrizhető, helyes eredmények igazolták. A 

pontos megfogalmazás Eulernek sem sikerült, hiszen ő a differenciálhányadost tekintette 

alapfogalomnak, amellyel a változók kis növekményeinek, a differenciáloknak a hányadosát 

jellemezte és a differenciálok tényleges értékét 0-nak tekintette. Mivel a differenciálhányados 

és értéke egy kiválasztott x0 helyen az a szám, amelyhez ott a  hányados tart, a 0-nak 

tekintett differenciálok és a 0-hoz közeledő -ek és -ok ellentmondásba ütköznek. 

Euler után Jean Le Rond D’Alembert próbálta a határértéket a következő definícióval 

leírni. „Egy A mennyiség a változó B mennyiség határértéke, ha B bármilyen közel juthat A-

hoz, de A-t soha nem érheti el.”
12

 Ez a meghatározás sem pontos még, hiszen az így megadott 

határérték csak egyoldali és a differenciálhányados értelmezése sem egyértelmű. 

A határérték első, szabatos megfogalmazása, ahogy már más matematikai területeknél 

is előfordult, csak a 19. században jelenik meg. A határérték fogalmára Cauchy és Weierstrass 

ad olyan definíciót, mellyel a differenciálszámításban a végtelen kicsinyek és a velük való 

számolás problémája megoldódott. 

4.8 Az integrál fogalmának fejlődése 

 Annak ellenére, hogy Newton és Leibniz közül egyikük sem tudta a differenciál- és 

integrálszámítás logikai alapjait tisztázni, mindketten észrevették köztük lévő inverz 

kapcsolatot. Leibniznél az integrál kezdetben határozott integrálként fogalmazódott meg, 

melyet végtelen sok, végtelen kicsiny differenciál összegeként értelmezett, de maga az 

integrálás folyamata nála is a primitív függvények megkeresését jelentette, ahogy a korban őt 

követő két matematikusnál, Bernoullinál és Eulernél is. E két kiváló tudósnál azonban az a 

szemlélet alakult ki, miszerint az integrálszámítás olyan eljárás, ahol a változó mennyiségek 

differenciáljai közötti összefüggésekből meghatározható az a függvény, amely kifejezi e 

                                                             
12 {ŀƛƴ ałǊǘƻƴΥ bƛƴŎǎ ƪƛǊłƭȅƛ ǵǘΗ тлсΦ ƻƭŘŀƭ 
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változók kapcsolatát. A hangsúly tehát itt a határozatlan integrálra tevődött. Euler először „Az 

integrálszámítás alapfogalmai” című munkájában publikált egy olyan apparátust, mely 

tulajdonképpen alig marad el a mai fejlettség mögött. Ebben a műben a határozatlan integrál 

mellett, amit egyébként Euler teljes integrálnak nevezett, említést tett a határozott integrál 

fogalmáról is. Az elnevezést azonban majd csak 1779-ben vezette be Pierre Simon Laplace 

(1749-1827), akit „Franciaország Newtonaként” szoktak emlegetni. Szabatos megfogalmazást 

pedig Cauchy, illetve Riemann (1826-1866) német matematikus által nyert. 

4.9 Variációszámítás 

 A variációszámítás az analízisen belül a függvénytannak olyan része, mely fizikai 

problémákra alapozva a matematika eljárásaival jut eredményre. Kialakulását az 1696-ban, 

Johann Bernoulli által kitűzött feladathoz szokták kötni, mely a brachistochron
13

-probléma 

nevet viseli. A feladat szerint adott két, különböző magasságban, de nem azonos 

függőlegesben elhelyezkedő pont. Meg kell találni azt a görbét, amelyen egy tömegpont 

csupán a nehézségi erő hatására a legrövidebb idő alatt ér az egyik pontból a másikba. A 

feladat megoldására, miszerint a görbe egy ciklois
14

, a Bernoulli testvérek, Newton, Leibniz és 

L’Hospital is rájött. A kor matematikusai később számos hasonló problémát vetettek fel és 

oldottak meg, amelyek végül a variációszámítás elméletének kialakulásához vezettek, 

melynek alapjait Euler és Lagrange dolgozta ki. A variációszámítás megalapozása hozzájárult 

a differenciálegyenletek elméletének kialakulásához. 

4.10 A differenciálegyenletek 

 Ahogy már szó volt róla, a matematikai analízis a 18. század folyamán nagy 

változásokon ment keresztül. A legfontosabb változás talán az, hogy olyan részterületekre 

bomlott, illetve olyan ágazatok különültek el és váltak ki belőle, melyek a későbbiek 

folyamán önálló tudományos területként álltak a kutatások középpontjában. Ilyen 

résztudomány a differenciálegyenletek elmélete is, mely kialakulásának előzményei szintén a 

történelemi eseményekben gyökereznek. A 18. századi gazdasági és politikai fejlődésekkel 

párhuzamosan változás indult meg a tudományok terén is, mely elsősorban a fizika és a 

technikával szorosan összefüggő tudományos területek igényeit igyekezett kielégíteni. A 

differenciálegyenletek elmélete pedig pont az ehhez szükséges matematikai leírást nyújtotta a 

                                                             
13 legrövidebb idejű 
14 egy egyenesen, csúszás nélkül gördülő kör egy kerületi pontját leíró síkgörbe 
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felmerülő problémákhoz. A húrok és a légoszlopok rezgéseinek leírásán kívül több természeti 

jelenséget sikerült differenciálegyenletekkel jellemezni. 

 Matematikai szempontból a differenciálegyenletek olyan egyenletek, amelyek 

kapcsolatot teremtenek a keresendő függvények, azok differenciálhányados-függvényei, és 

azok változói, valamint konstans mennyiségek között. Az ilyen egyenletek megoldása az 

integrálszámítás általánosítása, hiszen a differenciálhányados-függvény ismeretében kell 

keresnünk a primitív függvényt. A differenciálegyenletek között megkülönböztetünk több 

félét, hiszen közönséges differenciálegyenletnek azokat nevezzük, melyekben csak egyetlen 

független változó szerepel, a többváltozójúakat pedig parciális differenciálegyenleteknek 

nevezzük. Az egyenlet rendjét a differenciálegyenletekben előforduló legmagasabb rendű 

differenciálhányados-függvény adja, homogenitása pedig attól függ, hogy az egyenletben van-

e állandó tag vagy olyan tag, melyben csak a független változó szerepel. 

 A közönséges differenciálegyenletek elméletének első megalkotói Johann Bernoulli és 

Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) itáliai matematikus volt. 

Az első ehhez kapcsolódó feladatot Jacob Bernoulli tűzte ki testvérének 1695-ben, aki 

meg is oldotta az  elsőrendű, nemlineáris, homogén, 

függvényegyütthatós differenciálegyenletet. Ugyancsak Johann Bernoulli alkalmazta először 

az integráló tényezővel való szorzás módszerét 1692 körül, mely – mint később kiderült – a 

 alakú differenciálegyenletek megoldásának általános módszerét 

adta. Fontos alapja volt a nemlineáris differenciálegyenletek elméletének az 1724-ben, Riccati 

által írt tanulmány, melyben a  alakú egyenletet vizsgálta. Ezt általánosította 

1738-ban Euler az  egyenletté, ahol az együtthatók folytonos 

függvények. 

 A differenciálegyenletek elméletén belül a 18. század második felében és a 19. század 

elején fizikai, csillagászati, technikai alkalmazhatóságuk révén előtérbe kerültek a parciális 

differenciálegyenletek, melynek megalapozóiként említhetjük Jacob Bernoulli fiát, Danielt, 

és D’Alembertet és Eulert, akik az egyenletek megoldását a közönséges 

differenciálegyenletekre való visszavezetésben keresték. 

A fizikában, a rezgések jellemzésére is alkalmasak voltak másodrendű parciális 

differenciálegyenletek, melyek között nevezetessé vált a húrrezgés differenciálegyenlete: 

. Ezt az egyenletet először 1747-ben D’Alembertnek sikerült felírnia, és az 

 általános megoldást megkapnia. 
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 Leibniz, Johann Bernoulli, Riccati és D’Alembert mind hozzájárultak munkájukkal és 

kutatásaikkal ahhoz, hogy a 18. század elejére a differenciálegyenletek megoldásával 

kapcsolatban összegyűlő óriási mennyiségű anyagból kialakuljon egy olyan általános elmélet, 

melynek alapjait Euler Az integrálszámítás alapjai című művében fejthetett ki. A könyv a 

közönséges és a parciális differenciálegyenletek összefoglalását tartalmazta az akkori 

legújabb eredményekkel együtt. 

 

5. Összefoglalás 

 Szakdolgozatomban igyekeztem a matematikai analízis kialakulását és fejlődését úgy 

összefoglalni, hogy a történelmi eseményekre építve tartalmazza a fejlődés legfontosabb 

mozzanatait és a hozzájuk kapcsolódó tudósokat, matematikusokat. Fontos volt számomra, 

hogy olyan matematikai problémákat emeljek ki és elemezzek, melyek egyrészt elősegítették 

az analízis kibontakozását, másrészt matematikatörténeti szempontból is igen érdekesek. 
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