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1. Bevezeto

Témavalasztasomat tekintve fontos szempont volt szamomra, hogy a matematikanak
olyan teriiletével foglalkozzak, és olyan témakort dolgozzak fel, mely kozel all hozzam. A
matematika iranti elkotelez6désem mellett mindig is érdekeltek a kiilonb6z6 nyelvek, kulturak
¢s a torténelem. EbbOl addddan valasztottam szakdolgozatom témajanak a matematikai
analizis torténetét, mely 6tvozi és parhuzamba vonja a torténelem eseményeit, forduldpontjait
¢s a matematika fejlodését, a tudomanyon beliili felfedezéseket. Ezenkiviil a
matematikatorténet, mint tudomanyag alaposabb tanulmanyozdsa inspiralt, melynek
megismerésére a kozépiskolai-, és az egyetemi tanulményaim sordn is csak kevés
lehetdségem nyilt. Dolgozatomat a matematikatorténetre alapozva épitettem fel, melynek
segitségével vizsgaltam a matematikai analizis kibontakozdsat a kezdetektdl napjainkig,
kiemelve a 17. és 18. szazad legfontosabb eseményeit. Az egyes fejezetek a torténelem nagy
korszakait jelzik, s habar a legtobb tudomany fejlédésének szakaszakai altalaban nem esnek
egybe a torténelmi szempontbol hatarolt korszakokkal, a matematikai analizis fejlddésének
torténetével kivételt téve szemléltetem és vonom parhuzamba e tudomanyag torténetét a
politikai torténelem hatarkoveivel. A fejezetekben, a torténelmi hattér bemutatasan kiviil az
egyes matematikai modszerek, fogalmak, gondolatok ¢és elméletek keletkezésének
koriilményeit, a kiilonféle eredmények egymashoz vald viszonyat mutatom be és azt, hogy
egyes népeknél, kiilonboz6 torténelmi korszakokban a matematika fejlédésének milyen
sajatossagai ¢és jellemzoOi voltak. A vizsgalat részét képezik a korok neves matematikusai,
gondolkodoi, akik munkassagukkal hozzajarultak a matematikai analizis fejlodéséhez és
sokszor egymastol tanulva, vagy épp egymas munkajat felhasznalva alkottak maradandot e
tudomanyban. A matematikatorténet targya, mely dolgozatom szerves részét képezi, tehat
annak a tisztazasa, hogy a vizsgalt torténelmi szakaszokban hogyan megy végbe és hova vezet

ez a fejlédés. Ehhez elengedhetetlen a fejlédés fobb periddusainak meghatdrozésa:

1. A matematika, mint 6nallé tudomany kialakulasa (6sidok — i. e. 4-5. szazad)

2. Az elemi matematika korszaka, ,,az dllandé mennyiségek matematikaja”
(i. e. 4-5. —i. sz. 16. szazad)

3. Valtoz6 mennyiségek matematikdja, az analizis fejlédésének kezdete és a differencial-,
illetve az integralszamitas megjelenése (16-19. szazad)

4. A modern matematika korszaka (19-20. szazad).



Ezekre a periddusokra alapozva szeretném a tovabbiakban jellemezni és bemutatni a
matematika egyik legfontosabb agénak, a matematikai analizisnek a kialakulasat, 1étrejottét és
az évszazadokon ativeld fejlodését, melynek gydkerei az 6kori tudoméanyok vildgaba nyulnak
vissza, kiteljesedését pedig a valtoz6 mennyiségek matematikdjanak korszakaban, a 17-18.

szazadban éri el.

2. Okor

2.1 Torténelmi hattér — az 6kori Gérégorszag

Az i. e. 5. szazad hozta el az Okori Gorégorszagnak azt a fejlédést, mely soran
nemcsak gazdasagi vonalon, hanem a tudomanyok teriiletén is jelentds valtozasok mentek
végbe. A keleti despotikus allamszervezet leromboldsaval egy olyan merében mas vonasokat
mutatd allam jott létre, amelyben a polgarok jogilag egyenléek, szabadok voltak,
tevékenységeiket az allam nem korlatozta. fgy sziilethettek meg a szabad emberi elme azon
alkotasai, melyek az irodalmat, a szobrészatot, az épitészetet vagy akar a tudomanyokat
tekintve a késobbi fejlodés kezdetét jelentették. Ekkor raktak le a természettudomanyok és a
mai értelemben vett matematika alapjait is. Mindennek kiindulopontja az dkori gordg
gondolkodas és szellemiség fejlodése €s nyitottsdga volt, hiszen meg akartdk érteni a vilagot,
amelyben ¢éltek, a vildg jelenségeit, és nem utolsd6 sorban dnmagukat, az embert. Ennek
koszonhetd, hogy az oOkori Gordgorszag lett a bolcsOje a matematikai elméletek
kialakuldsanak és a matematika tudomannya valasanak.

A matematikai elméletek felépitése soran eldtérbe keriiltek olyan sajatos problémak,
amelyek megoldasdhoz hatdratmenet, végtelen folyamat és folytonossag vizsgalatara volt
sziikség. Az ¢éleai Zénon (i.e. 460 koriil) is foglalkozott hasonld problémakkal, de a végtelen
kicsi és a végtelen nagy fogalmanak tisztazatlansaga miatt paradoxonjaira’ nem talalt

megoldast.
2.2 Zéno6n paradoxonjai

Egyik leghiresebb paradoxonja ,,Akhilleusz és a tekndsbéka” néven ismert, melyben
azt mondja ki, hogy hidba fut Akhilleusz tizszer olyan gyorsan, mint a tekndsbéka, sosem

fogja utolérni. A feltevés a kovetkezd. A teknds, aki Akhilleuszt versenyre hivta ki azzal a

! latszolagos ellentmondés
2K. A. Ribnyikov: A matematika torténete 65. oldal
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feltétellel, hogy a 100 méteren 10 méter eldnyt kap, igy gondolkodott: Akhilleusz nem érhet
utol, mert mire behozna a 10 méteres elonydmet, mennék 10 dm-t, és mire azt behozna,
mennék ismét valamennyit. igy folytatva a végtelenségig mindig lenne egy kis elényom.

A paradoxon megoldéasara azonban egészen a 17. szazad kozepéig kellett varni, hiszen
akkoriban ezeknek a feltevéseknek a megcafolasa a végtelen, illetve a hatarérték fogalmanak

tisztazatlansaga miatt nem volt lehetséges.
2.3 Infinitezimalis szamitas

A matematikai analizist, a differencial- és integralszamitast kezdetben a végtelen
kicsiny mennyiségekkel, az un. infinitezimalisokkal torténd szdmolas jellemezte. Ezért szokas
ezt az eljarast infinitezimalis szamitdsnak nevezni. Ezek azonban a matematikdban
megkovetelt szabatossag hianyaban csak megsejtett eredmények igazolasai, bizonyitasai
voltak. A tényleges szamitdst csak a hatarérték fogalmanak tisztdzasa tette volna lehetdve,

azaz annak a felfedezése, hogy az infinitezimalisok valdjaban hatarértekek.
2.4 Eudoxosz és a ,,kimerités” modszere

Az infinitezimalis szamitasok alapjat egy olyan eljaras, az un. ,kimerités” modszere
adta, melynek felfedez6jeként Eudoxoszt (i.e. 4. szazad), koranak egyik legnagyobb gorog
matematikusat tartjak. A koztudatban elterjedt tévhittel ellentétben ez a modszer nem kezdeti
alakja sem a differencial-, sem az integralszamitasnak mint szamolasi eljarasoknak, hiszen a
kimerités modszerét mint bizonyitasi eljarast, mint az elézdleg valamiképpen megsejtett
eredmények igazoldsat alkalmaztdk. Nevét a kozépkorban kapta, mert hasonlé ahhoz a
mivelethez, mely sordan egy edénybdl egy kisebb meritdedénnyel a folyadékot kimerjik. A
modszer lényege tehat egy olyan indirekt bizonyitas, mellyel rendszerint sikidomok tertiletét,
testek térfogatat, gorbe vonalak hosszusagat vagy gorbékhez huzott érintdket hataroztak meg.
Eudoxosz példaul ezzel a modszerrel mutatta meg, hogy két kor teriilete ugy aranylik

egymashoz, mint &tmérdik négyzete.




Ahogy az 1. abra is mutatja, Eudoxosz az els6 kort k,-nek, teriiletét t,-nek, atmérgjét

pedig d;-nek jelolte. Hasonldan a masodik kor jelolése k,, atméréje d,, teriilete pedig t,.
Ekkor

d?:d? =t,:t,. 1)
Az indirekt bizonyitas menetéb6l adodoan Eudoxosz feltette, hogy ez az allitas nem igaz és
feltételezte, hogy az aranypar akkor helyes, ha t, helyett egy nala kisebb vagy nagyobb t
teriiletet vesziink, tehat

d?:d? =t,:t. (2)
El6szor megnézte a t < t, esetet. Ekkor a k, korbe berajzolta a kor teriiletének felénél
nagyobb PQRS négyzetet. Fontos az a megallapitas, miszerint ha egy mennyiségbdl elvessziik
a felénél nagyobbat, majd a maradékbol ismét annak a felénél nagyobbat, akkor eljutunk egy
olyan maradékhoz, amely kisebb egy elére megadott, tetszélegesen kicsi szamnal. Erre
alapozva Eudoxosz els6 maradékként, a négyzet teriiletének a kor teriiletébol vald ,.kimerése”
utdn négy egybevagod korszelet teriiletének O0sszegét kapta. Ebbdl elvéve a PTR haromszog
teriiletének négyszeresét, mely szintén nagyobb a kisebbitendd felénél, maradékként a kor
teriiletének €és egy szabalyos nyolcszog teriiletének kiilonbségét kapta. Ezt az eljarast folytatva
eljutott egy olyan n oldala sokszoghoz, melynek teriilete nagyobb t-nél, azaz t,, > t. Ezutan a
k, korbe egy hasonld, n oldali szabalyos sokszoget rajzolt. Mivel hasonld sokszogek
teriiletének aranyat mar ismerte, nevezetesen a teriiletek aranya megegyezik a hasonlosagi
arany négyzetével, ezért a kovetkezo aranyt kapta:

d?:d% =T,:t,. (3)
Az (1) és a (3) aranyokbol adddik, hogy

ti:t =T,:t,vagy t;: T,, = t: t,,.

Mivel itt t; > T,,, ezért t > t, kell, hogy legyen. Ez azonban ellentmond annak, hogy t
kisebb, mint t,. A masik esetet megvizsgalva, miszerint t >t,, illetve az ¢l6z0

gondolatmenetet kovetve szintén ellentmondasra jutott. Ezek alapjan igaz az (1) 6sszefliggés.
2.5 Arkhimédész

Arkhimédész az Okor legnagyobb matematikusa és fizikusa volt, aki az 1. e. 3.
szazadban, a sziciliai Sziirakuszai varosaban sziiletett. Nevéhez fiizodik a Newton és Leibniz

altal megfogalmazott differencidl- és integralszamitas alapjainak megteremtése. Munkéssaga



meghatarozo volt a matematikai analizis torténetében, Leibniz is igy ir rola: ,,Arkhimédész
munkait tanulményozva, nem fogod csodalni a mai matematikusok sikereit.”?

Az Eudoxosz altal felfedezett kimerités modszerét Arkhimédész is gyakran alkalmazta.
»Mobdszer” cimli miivében ir matematikai felfedezéseir6l, melyeket rendszerint valamilyen
mechanikai vagy fizikai kisérlet alapjan sejt meg, és azutan a megsejtett torvényt a
matematika teljes szigoraval igazolja. Ennek egy gyakorlati példaja lehet ,,A parabola
kvadrataraja™® cimfi tanulmanya, melyben az emelé torvénye alapjan sejti meg a

parabolaszelet teriiletét, majd sejtését Eudoxosz kimeritéses modszerének tokéletesitett

formajaval igazolja a kdvetkezd képpen.

A koordindta-geometria fogalmait felhasznalva legyen az abran lathat6 parabola
egyenlete y = x2. A parabolaszelethez tartozé hur végpontjainak abszcisszai a — b és a + b,
ahol b > 0, ordinatai ekkor (a — b)? és (a + b)?. A parabolaszelet teriiletének elsd kozelitd
értékeként vegyiik az ABC haromszoget, melynek oldalai a parabola a —b, a+ b és a
abszcisszaji pontjait 6sszekotd hirok. Az x = a egyenest berajzolva, a kapott két kisebb
haromszog teriiletét megkapjuk, ha a k6zos alapnak (a BC huar felezépontjanak ordinatajanak

¢és az a abszcisszaju pont ordinatajanak kiilonbsége) és a k6zos magassagnak (b) vessziik a

: b2-b " . .. . .. PR ..
felét, azaz 5 Ebbdl az ABC haromszog teriilete b3. Kovetkezd kozelitésként szerkessziink

az AB, illetve az AC hurra egy-egy tjabb haromszoget, melyek cstcsait valasszuk a masik két
cslics abszcisszdjanak szamtani kozépértékének. Terliletikk az el6z6 gondolatmenet alapjan

3 3 3
2 (g) :b:. A kozelité érték igy b3 +b7. Az eljarast folytatva, négy, nyolc, ... stb.

kisharomszdget mindig az el6zdekre épitve kapjuk az n-edik 1épés utan a

2 K. A. Ribnyikov: A matematika torténete 65. oldal
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b3(1+1+1+ +1) b3 :
—_— —_— ces —_— —_— * —
4 42 4" ) n>oo 3
kozelitd értéket, mely alulrol kozeliti meg a keresett teriiletet. Erdekes, hogy a parabolaszelet

teriilete egyenlo a bele irt ABC hirharomszog g-szoroséval.

Ezenkiviill a gombrél és hengerrdl szold tanulmanyaban meghatirozta az egyenes
henger, az egyenes korkup, valamint a gomb felszinét és térfogatat. Ezek alapjan irta meg,
szintén ebben a tanulmanyaban a hires 3:2:1 teriiletaranyu egyenlé oldalu henger, az abba
irhatd6 gomb és egy egyenes korkip viszonyat, melynek &brajat (2. abra) a sirkovére is

felvésette.

3. abra

A 17-18. szazadi analizis fellendiilésének eldzményeként fontos megemliteni ,,A
konoidokrél és szferoidokrél”, azaz a forgasparaboloidokrol és forgasellipszoidokrol irt
munkajat, melyben ezek sikmetszeteinek felszinével, térfogataval, teriiletével kiszamitasaval

foglalkozik.

A ,Kormérés” cimi tanulmanyaban pedig a korbe és a kor koré irt, ndvekvo
oldalszamu szabalyos sokszogek segitségével kozeliti meg a kor kertiletét, valamint ez alapjan
ir a m kozelitd értékérdl. A kor koré és a korbe irt szabalyos 96 oldalu sokszog keriiletének

kiszamitasaval a m-t két érték koz¢ szoritotta és a kdvetkezd becsléshez jutott:
10 1
3,140845 = 37 <mt< 37 = 3,1428571.

Arkhimédész mindig torekedett arra, hogy sejtéseit a matematika pontos szigoraval,
precizen igazolja és fogalmazza meg munkdaiban. Ehhez a legtobb bizonyitasdban felhasznalta
a kimerités modszerét, ezzel megkeriilve a hatarérték-fogalmat, pedig minden olyan
ismeretnek  birtokaban volt, mely a hatdrozottintegral-szamitashoz sziikséges. A
fogalomrendszer hianyossaga miatt azonban nem tudott altalanos modszert adni az azonos

tipust feladatok megoldasadhoz. Ettdl fliggetleniil kivaloan alkalmazta minden bizonyitasaban.



Arkhimédész életének matematikai munkassagat tekintve joggal nevezhetjiik 6t az
okor legnagyobb matematikusdnak, hiszen annak ellenére, hogy nem éalltak a rendelkezésére
olyan matematikai eszkdzok és modszerek, melyek szamolasait megkonnyitették volna,
tanulmanyaiban el6forduld teriilet- ¢és térfogatszamitasaiban, feladatmegoldasaiban,

bizonyitasaiban az integral- és differencialszamitas gyokereit fedezhetjiik fel.
2.6 Uta kézépkorba

Az okori gorog matematika kiteljesedését és csticspontjat az i.e. 3. szdzadban érte el
Eudoxosz, Euklidész és Arkhimédész munkassaganak ¢és tudomanyos tevékenységének
koszonhetden. Az Oket kdvetd korszakok azonban a tudomanyok fejléddésének szempontjabol
nem hoztak Gjabb valtozasokat. A hellenizmus koraban (i.e. 323 — i.e. 146) a Nagy Sdndor
altal 1étrehozott erds és hatalmas allamalakulat részeire esett szét, melyek végiil a romaiak
fennhatosdga ald keriiltek. Az egyre novekvd Romai Birodalom sem lett a matematika 1
kozpontja. A rémaiak irodalma, épitészete és szobraszata ugyan nagy jelentdséggel birt a
késObbi korszakokra nézve, de a természettudomanyokat illetéen nem alkottak maradandot. A

Nyugatromai Birodalom bukasaval i.sz. 476-ban pedig egy 0j korszak kezd6dott.
3. Kézépkor

A kozépkori matematika torténete sem biliszkélkedhet igazan nagy elméleti
eredményekkel, de azt ki kell emelniink, hogy ez a 476-t61 1492-ig terjed6 idoszak, amely a
koztudatban sokszor a sotét kdzépkor elnevezéssel €1, sem telt el anélkiil, hogy a tudomanyok
¢s ezen beliil a matematika ne érdemeljen néhany sz6t. Torténelmi szempontbdl megkdzelitve
ezt a korszakot, a 11. szazadtol kezdve indult meg a vérosok és a falvak fejlodése,
fellendiilése, melyhez hozzdjarult a mezdgazdasagi, technikai vivmanyok, valamint a papir
elterjedése. Ehhez hasonloan, kezdetben nagyon lassan, majd egyre gyorsabban fejlédtek a
kozépkori Eurdpdban a természettudomanyok €és a matematika is. Az egyhdz hatalma és
befolyéasa, a skolasztika, mint filozo6fiai rendszer, eleinte kevés teret engedett a tudomanyok
kibontakozasanak, hiszen a kereszténység kezdetben elutasitott minden pogany tudomanyt.
Emiatt az 5. és 11. szdzad kozotti idoszakban a matematikai ismeretek még igen alacsony
szinten alltak, a mindennapi élethez sziikséges tudas birtokaban is csak kevesek voltak. Ehhez
hozzéjarultak a nyelvi akadalyok is, hiszen a kdzépkor tudomanyos nyelve az egyhaz hatasara
a latin lett, s az Okori tudomanyos miivek atvételéhez eldszor latinra kellett volna forditani

azokat.
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A matematika fejlodése az elsd tanintézetek ¢€s késébb az elsd egyetemek
megnyitasaval indult utjara és még ekkor is csak, mint a miivészeti fakultdson tanitott hét
szabad miivészetnek volt része. A felélénkiilés lassu folyamata a 13. szazadban folytatddott
Roger Bacon skolasztika- és teologiacllenes harcanak és Leonardo Pisano (Fibonacci néven
ismert) matematikai munkdinak koszonhetden, aki FEuklidész és Arkhimédész munkait
tanulmanyozta és hasznalta fol. Ezzel egy idoben kezdett az antik szerzok leforditott
konyveinek tartalma €s igy a matematikai ismeretek is a tuddsok egyre szélesebb koreiben
elterjedni, melyek mar mind egy 1j, tudomanyos fellendiilés felé vezettek. Ez a korszak ugyan
nem hozott gyokeres valtozasokat a matematika fejlédésében, mégis fontos a tovabbi fejlodés
elofeltételeinek felhalmozddasa miatt. Gondolva itt a hatvany fogalmanak altalanositisara, a
szamfogalom altalanositasdra vagy a logaritmus elézményeire. Az eurdpai kulturaban
megjelend reneszdnsz hatdsa, a varosok fellendiilése, a vildgi kultara fejlodése, a
konyvnyomtatas feltaldlasa 1440 koriil Gutenberg nyoman és a nagy foldrajzi felfedezések
mar atvezetnek az ujkorba, mely a matematika fejlédésének, ezen beliil is a matematikai

analizis fejlodésének szempontjabol a legkiemelkeddbb és legfontosabb korszak.
4. Ujkort
4.1 Torténelmi hattér — a 15. szazad végétdl a 18. szazadig

Fontos torténelmi hattér 6vezi a 15-16. szdzadban megindulo, és a 17-18. szdzadra
kiteljesed6 fellendiilést és attorést a tudomanyok terén, melyet szeretnék részletesebben
elemezni, annak érdekében, hogy a matematikai felfedezések torténelmi, gazdasagi ¢€s

politikai szempontbdl is vilagosak, érthetdek legyenek.

Altalaban a nagy foldrajzi felfedezésektél, a 15. szazad végétdl szamitott ujkor
mélyrehatd valtozast hozott Europa gondolkozdsméddjaban. Az ekkor kiteljesedd korstilus, a
reneszansz a megujulast jelentette mind a miivészetben, mind pedig a tudomanyokat tekintve.
A korabbi istenkdzpontusaggal szemben maga az ember keriilt a kozéppontba és a reneszansz
eszmei hattere, a humanizmus hozta meg azt a valtozast, amelyben az antik vilag
eredményeit, téziseit Ujra vizsgalat targyava tették. A 15-16. szdzadra mar elterjedt technikai
talalmanyok, a kialakuloban 1év6 erds nemzetallamok, valamint az ipar és a kereskedelem
megerdsodése tették lehetdvé az elméleti természettudomanyok fejlédését, hiszen a
matematika és mas tudomanyagak fejlddése szorosan Osszefliggott a felviragzo technika, ipar,

hajozas és kereskedelem gyakorlati kovetelményeivel.
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Ezt a fejlodést segitették tovabba a 17. szdzad hajnalan az eurdpai és foleg nyugat-
eurdpai orszagokban meginduld folyamatok: a feudalizmus felbomlasa, ezzel egyiitt a t6kés
gazdasag kibontakozdsa ¢€és a polgarsag megerdsodése. A mar emlitett nagy foldrajzi
felfedezések hatasara bekdvetkezd valtozasok a 16.-18. szédzadban a vildggazdasagot is
gyokeresen atalakitottak, melynek kozpontja Europa lett. Az eurdpai nagyhatalmak és a
fejlodoé orszagok koziil kiemelkedd fontossagu volt Anglia, hiszen gyarmati kereskedelme,
kiilkereskedelmi forgalma megteremtette azt a biztos tarsadalmi és gazdasagi hatteret, mely
lehetdvé tette, hogy az ipari fejlédéssel parhuzamosan tudoméanyos eredmények is sziilessenek
akar az irodalom, akar a filozofia és nem utols6 sorban a matematika terén. A 16.-18. szazad
gazdasagi nagyhatalmai kozé tartozott Franciaorszdg is, ahol az Un. abszolutista
gazdasagpolitikat folytatva IV. Henrik, majd a tronon 6t kovetd XIII. Lajos és XIV. Lajos
mind a gazdasagi fellendiilést szorgalmaztdk. Ezek a bevételek és sikerek tették lehetove a
mai napig fenndllo épitészeti csoddk megépitését, a tudomanyok tamogatasat, vagy a Francia

Akadémia megalapitasat.
4.2 A tudomanyos ¢let kibontakozasa

Ez a gazdasagi és tarsadalmi folyamat egy 1j stilustorténeti korszak kibontakozasat
eredményezte, hiszen a statikus reneszanszt felvaltotta a mozgékony barokk. A 17-18.
szazadra jellemz6 korstilus mellett pedig egy fontos, a késébbiekben is nagy szerepet jatszo
filozo6fiai irdnyzat, a racionalizmus bontakozott ki, mely a 17. szdzadi Franciaorszagban, majd
Eurdpa tobbi allamaban is teret hoditott. Ezzel parhuzamosan indult fejlodésnek a matematika
is, talan nem véletleniil, hiszen a kor matematikusai egyben filozéfusok is voltak, mint
Descartes, Pascal, Newton vagy Leibniz. Mellettiikk emlithetjiik azon filozofusok nevét, akik
ugyan nem voltak matematikusok, de ismereteik kiterjedtek a matematikara is, példaul
Francis Bacon, Hobbes vagy Spinoza. Bacon tett kisérletet a tudomanyok rendszerezésére és
a tapasztalat és kisérletezés fontossagat hangstlyozta. Ezzel szemben bontakozott ki a
racionalizmus, melynek kovet6i, Baconnel ellentétben, nem a tapasztalaton alapuld
megismerést vették alapul, hanem az altalanos elméletekbdl kiindulva magyaraztak az egyes
jelenségeket. Ugy vélték, hogy a megismerés utja a gondolkodds. A tudoméinyos

gondolkodasnak maig ez a kétfajta gondolkodasmod az alapja.

A Ujonnan kibontakozo6 korstilus és filozofiai irdnyzat kialakuldsa mellett a gazdasagi
fellendiilés, a kereskedelem ¢és az ipar meginduldsa oka volt a tudomanyos élet

felpezsdiilésének és a matematika atalakulasanak is. Nemcsak 0j felfedezéseket tettek az
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akkori tudosok, hanem a tudoményok szervezeti formai is Oriasi valtozasokon mentek
keresztiil. A matematika szervezdi a tudomanyos szervezetek és tarsulatok lettek. Ez foként a
nagyhatalmi orszadgokra volt jellemzd, hiszen 1662-ben a legrégebbi angol tudomanyos
tarsulat, a Royal Society, azaz az Angol Tudomanyos Akadémia kezdte meg munkajat,
melynek tagja volt Francis Bacon és Isaac Newton is. Ezenkiviil 1666-ban megszervezték a
parizsi akadémiat, melynek elsé elnoke Christiaan Huygens volt. Ezzel megindult az olyan
tudomanyos intézetek és tarsulatok szervezésének korszaka, melyek allami tamogatas mellett

tudtak mukodni.

A tudomanyos ¢let fellendiilését szorgalmazta a nyomtatas €s a konyvek elterjedése is.
A tuddsok levelezése mar nem elégitett ki a tudomanyos kapcsolatok fenntartdsat, igy a 17.
szazadban olyan tudomanyos folydiratok jelentek meg, melyekben a tuddsok értekezéseri,
felfedezései lattak napvilagot. Ilyen folydirat volt az 1665-ben, Londonban megjelent
,,Philosophical Transactions”, a parizsi ,,Journal des Savants”, vagy a Leibniz altal 1682-ben,

Lipcsében alapitott ,,Acta Eruditorium”.

Akar a tarsulatokat, akar a megjelend tudomanyos folyodiratokat tekintve ez a fajta
fellendiilés magéaval vonta a matematika mindségi megvaltozasat is. Az Okori gorog
matematika korlatait lerombolva, a kdozépkori idealoktol elfordulva, az Gj eszmék és filozofiai
iranyzatok hatasara ez az id0szak gyokeres valtozasokat, 0j eredményeket hozott. Az eddigi
alland6 mennyiségek tanulmédnyozdsa kiegésziilt a mozgas, a valtozas vizsgéalataval és
létrejott a valtoz6 mennyiségek matematikdja. Ennek hatterében a mar emlitett filozofiai
iranyzat, a racionalizmus, a fizika €és a matematika harmasa all, melyek szoros egyiittfejlodése
tette lehetové a korszak eredményeinek atiitd sikerét. A 17. szdzadban a matematikén beliil
négy nagy teriilet kezdett el rohamosan fejlédni, melyek a projektiv geometria, az analitikus
geometria, a matematikai analizis €s a szamelmélet voltak. Mindegyik rész alapjait mar az
okori gorogok fogalmaztak meg, ebbdl indult ki mindegyik fejlddése. A 17. szdzadi
matematikusok, akiknek a tudomanyos felfedezések kdszonhetdk, azonban nem csak egy-egy
résszel foglalkoztak, hanem a tobb agra szakadd matematika egészét tanulmanyoztak. Ezért

bukkan fel egy-egy tudds neve tobbszor a kiilonboz6 teriiletek vizsgalatakor.

A vizsgalat targya ezentil a matematikai analizis és annak kialakuladsa, fejlédése.
Talan a szdzad legnagyobb felfedezése volt a differencial- és integralszamitas, melynek
kezdetét a matematikdban megjelend infinitezimalis mennyiségek analizisének modszerei
jelentettéek. A kialakulds hosszii folyamatit tuddsok munkdinak sora Ovezte. Fontos

megemliteni, hogy e folyamat inditookai a mechanika, az asztronomia és a fizika sziikségletei
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voltak, tehat a matematikai analizis fogalmai és mddszerei mind a természeti- €s technikai
tudomanyok sziikségleteinek hatasa alatt és veliik Osszefliggésben keletkeztek. A technika és
a gazdasagi élet gyakorlati kdvetelményei a természetnek a korabbinal sokkal mélyebb
tanulmanyozasara és ezaltal a kornyezo vilagban megfigyelhetd és tapasztalhatd folyamatok
¢és jelenségek pontosabb ismeretére vezettek. Ahhoz azonban, hogy a folyamatokat
mennyiségileg is tanulmanyozni tudjak, Gjfajta matematikai fogalmakat kellett létrehozni. Ezt
a szerepet toltotte be a matematikai analizis, mellyel képesek voltak a folyamatokban szerepld

kiilonféle mennyiségek egymastol fliggd valtozasat, a fliggvénykapcsolatokat jellemezni.

A gazdasagi, torténelmi és gondolati hatteret megismerve tudunk igazan képet alkotni
az akkori vilagrol és a benne zajldé folyamatokrdl és talan ez altal tudjuk csak megérteni a
tudomanyokban, filozofiai nézetekben, a 16.-18. szdzadban végbemend folyamatokat. Az
emlitett orszagok mindegyike olyan tudosokat, €s elsdsorban emlitve, olyan matematikusokat
adott a vilagnak, akik a matematikai analizis torténetében az okor altal megtett elsé Iépéseket
tovabbgondolva alkottak maradandét. Egy idében, egy szdzadban, Eurdpa kiilonb6zo
orszagaiban, egymastol fliggetleniil, vagy épp egymast ismerve gondolkodtak a matematika
tudomanyos vilagaban. Ezt a talan nem tal egyszerti folyamatot szeretném most bemutatni, a
tudoésok életén és munkassagan keresztiil. A tovabbiakban tehat a kalkulus sziiletéséig terjedd
idoszak nagy matematikusair6l, Johannes Keplerrdl, Bonaventura Cavalierir6l, Evangelista
Torricellirél, Blaise Pascalrol, Pierre Fermat-rol, John Wallisrél, illetve Christiaan

Huygensrol lesz szo.
4.2.1 Johannes Kepler

A 16. szazadi tudosok koziil kiemelked6 fontossaga Johannes Kepler (1571-1630), aki
amellett, hogy csillagaszként a bolygémozgas torvényeinek felfedezésével oOriasi
elismertségre tett szert, kivald6 matematikus is volt és akar az integralszamitas el6futdranak is
nevezhetd. Kepler a csillagaszatban felmeriildé matematikai problémakon kiviil szivesen
foglalkozott més, matematikai jellegli feladatokkal is. Arkhimédész munkéssagéat vizsgélva,
tanulmanyozva, az 6 gondolatait, bizonyitdsi mddszereit alapul véve szerette volna a mar
emlitett, Arkhimédész altal hasznalt kimerités modszerét megkeriilni, és altaldnositani ezeket
az eredményt csak megsejtdé modszereket. Ennek alapjan sziiletett meg 1615-ben a
»Stereometria doliorum vinorum”, azaz ,,A boroshordok térmértana” cimii munkaja. Ebben
kozel 100 kiilonbozd forgastestet vizsgalt meg, melyek térfogatat a hatarozott integralhoz

hasonlo eljarassal szamolta ki. A modszer lényege az volt, hogy végtelen kis teriileteket,
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illetve térfogatokat Osszegzett. A forgastestet végtelen sok szeletre, azaz végtelen kicsi
térfogatokra bontotta és a szeletekbdl egy olyan masik testet rakott 6ssze, melynek egyrészt
megegyezett a térfogata az eredeti testtel, masrészt a kapott test térfogatdt mar konnyen ki

tudta szamolni. Ezt az eljarast egy sikbeli eseten szeretném szemléltetni:

4. abra

Kepler modszere alapjan a 4. abran lathato korlap felbonthato végtelen sok egybevagd
korcikkre, melyek egyenld szari haromszogeknek is tekinthetdk alapjuk végtelen kicsiny
volta miatt. Ezeket a ,,haromszogeket” koriv alapjukkal egy AB szakaszra helyezve, melynek
hossza megegyezik a kor keriiletével, kapjuk az &bran lathat6 modon az A, Aj,1Ck
,haromszogeket”. Ezeknek C) csucsat eltolva az O pontba kapjuk az azonos teriiletii
ApAr4+10 hiromszoget. Minden korcikkharomszoget hasonldan atalakitva, a hdromszogek
alapjai ¢éppen lefedik az AB szakaszt, igy a kor terlilete ugyanakkora, mint az ABO
haromszdgé, vagyis r2m. Az eljaras a forgastestek esetén is hasonldan torténik, ahol egy test

térfogatat fogjak adni a forgastest-szeletek.

Ezek a modszerek azonban nem adtak preciz bizonyitasokat, amivel persze maga
Kepler is tisztaban volt, mégis adodott egy viszonylag egységes, végtelen kicsiny

mennyiségekkel vald szadmolasi eljaras a forgéstestek térfogatanak kiszamitasara.

Kepler és munkassaga mar mind atvezeti a matematika tOrténetét a 17. szazadba,
melyben egy Uj korstilus, a barokk hatdrozta meg mind a miivészeteket, mind az emberek
gondolkodésat. A 17. szdzad eseményei a reneszansz embert és miivészt a katolicizmus

megujulasaval ismét hit fel¢ forditottak.
4.2.2 Bonaventura Cavalieri

Keplert kovetden és Newton, illetve Leibniz munkassagat megelézve olyan
matematikusok éltek és alkottak, akik a kialakulé integral- és differencidlmodszerek pontos
kidolgozasahoz munkajukkal nagyban hozzajarultak. Bonaventura Cavalieri (1598-1647)

olasz matematikus példaul Arkhimédész Otlete alapjan dolgozta ki az oszthatatlanok
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elméletét®, mely szerint a sikidom parhuzamos hurjai, egy test pedig parhuzamos sikmetszetei
Osszességének tekinthetd. Keplerrel ellentétben ugy képzelte, hogy mind a sikidomok, mind
pedig a testek a sikhoz, illetve a testhez képest eggyel kisebb dimenzi6ju elemekbdl allnak. Ez
alapjan dolgozott ki egy olyan eljarast a teriilet- ¢s a térfogatszamitasra, mely a hatarozott
integralszamitas el6futaranak tekinthet6. A modszer alapelvét, miszerint a sikidomok és a
testek teriiletei, illetve térfogatai tigy aranylanak egymashoz, mint az oszthatatlanjaik aranya,

a kovetkez6 példa jol szemlélteti.

' D

P
T

LA

5. dbra

Az 5. 4bran lathatd f;(x) és f,(x) fiiggvények gorbéi hasonldoak, melybdl az
kovetkezik, hogy az [a, b] intervallumon az y;:y, = c arany allando. Ebbdl addédoan az y,-ek
osszességének, a ), y;-nek és az y,-k Osszességének, a ), y,-nek az aranya is ugyanakkora,
azaz Y, y,:) Yy, = c. Cavalieri szerint az y;-ek Osszessége az ABCD sikidomot, az y,-k
Osszessége pedig az ABEF sikidomot alkotja. Az elve szerint tehat:

tapcpilaper = LY1: Y2 = C.
Mai jelolésekkel:

tapcp* taper = f;fl(x)dﬂf; f2(x)dx.

Ez azonban még nem adott lehetdséget arra, hogy valamennyi oszthatatlan 6sszegét
megitélje. Ezért volt kénytelen Cavalieri azokra az esetekre korlatozodva vizsgalni a

sikidomok, illetve a testek viszonyat, amikor az oszthatatlanok aranya allando.
4.2.3 Evangelista Torricelli

Cavalieri médszerének sok lelkes hive volt, koztiik Evangelista Torricelli (1608-1647)
italiai matematikus is, aki ,,A parabola kiterjedésérél” cimii munkajaban a Cavalieri-féle
eljarast Arkhimédész Okori kimeritési modszerével 6tvozve alkalmazta. Ezek segitségével

tudta meghatarozni a 6. abran lathatd végtelenbe nyalod forgastest térfogatat, amely egy

* az atomos felfogas alapjan a sikidom atomjai, oszthatatlanjai a hiirok, a testé pedig a sikmetszetek
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hiperbolaivnek az egyik tengelye koriili forgatasaval keletkezik. Erdekes, hogy az igy kapott
forgéstest térfogata véges, felszine azonban végtelen, tehat ,,meg lehet tolteni, de kifesteni

nem lehet”.

4.2.4 Blaise Pascal

Blaise Pascal (1623-1662), kivalo francia matematikus neve a matematikan beliil
féleg a projektiv geometria kapcsan meriil fel, azonban lényegesen hozzajarult az analizis
kibontakozasahoz is. Cavalieri nyoman az oszthatatlanok elméletét alkalmazva az 1654-ben
megjelent ,,A szamhatvanyok Gsszege” cimi tanulmanyaban olvashatunk elészor az y = x™
parabola alatti teriilet kiszamitasarol. Ezenkiviil, az ,Ertekezés a negyedkor szinuszarol” cimii
munkajaban hasonld mddszert alkalmazva meghatarozta a szinuszgorbe alatti teriiletet is a
[0,x] intervallum folott. Fontos megemliteni, hogy Pascal nevéhez ko6tédik az a ma
differencial-haromszognek vagy karakterisztikus haromszognek nevezett haromszog, melyet a

késébbickben Leibniz is, pont a Pascal altal abrazolt hairomszog alapjan alkalmazott.

7. dbra

A 7. abran lathat6 az a BGD karakterisztikus haromszog, mely a g gérbe E pontjahoz
tartozo e érintéhoz és N normalisahoz tartozik a CH intervallum f616tt. Ennek a haromszognek
a DG befogodja az ordinatak, a BG oldala pedig az abszcisszak kiillonbsége. Pascal azt emelte

ki, hogy e haromszog két oldalanak BG:GD hanyadosa mindig egyenlé az EF:AF
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hanyadossal barmilyen kicsinek valasztjuk is a CH intervallumot. Pascalnak ez a
megallapitdsa mar magaban hordozza a hanyados hatarértékének a fogalmat, és a szamitasi
eljaras egésze Osszefliggést mutat a gorbe érintdje és a gorbe alatti teriilet kozott. Pascal
azonban nem definialta a differencidlhanyados és az integral fogalmat, illetve nem jott ra a

kozottiik 1€vo 6sszefliggésre. ,,Mintha bekotott szemmel jart volna” — irta késobb Leibniz is.
4.2.5 Pierre Fermat

Pascalhoz hasonloan Pierre Fermat (1601-1665), francia matematikus is kozel jart az
integral- és differencialszamitas felfedezéséhez. Fermat, akinek a jog mellett csak hobbija
volt a matematika, el@szeretettel olvasta és tanulmanyozta az 0kori gordg tuddsok miiveit,
melyekbdl otleteket és feladatokat meritve tudott tovabb gondolkozni. Kovetkezd két tétele
mutatja, hogy tulajdonképpen az integral- ¢és differencidlszamitas preciz, 4altalanos

megfogalmazasai mar csak egy karnyujtasnyira voltak tole.

Tétel (1630): Legyen a # 0 egy racionalis szam, és legyen X egy tetszdleges pozitiv valos

szam. Ekkor az x* hatvanyfliggvény X pontbeli érintéjének meredeksége ax*~1.

Tétel (1636): Legyen a # —1 egy valos szam, és legyen a és b két pozitiv szam, a < b.

Ekkor az x® fiiggvény alatti el6jeles teriilet a és b kozott

pa+l _ ga+i

a+1

A két tételt egymassal 6sszehasonlitva latszik, hogy az x¢ fiiggvény alatti teriilet az

a+1

D) fliggvényhez vezet, s ez utdbbi érintdjét véve, visszakapjuk a kiinduldsi x¢ fliggvényt.

Ezt minden bizonnyal Fermat is észrevette, de 6t a polinomokon kiviil nem foglalkoztatta mas

fliggvény, ezért nem is gondolt valamilyen 4ltalanos integralasi modszer kidolgozasara.

Ezenkiviil azt, hogy Fermat mennyire kozel jart a hatarérték fogalmdhoz, a kovetkezd
gondolatmenete tiikrozi, melyet egy Papposz (IV. szdzadi matematikus) altal megfogalmazott
feladatra adott. A feladat igy hangzik: ha egy a szakaszt két részre osztunk, és az igy kapott X
és (a — x) szakaszokkal téglalapot készitlink, akkor ennek a téglalapnak a t = x(a — x)
terlilete akkor lesz a legnagyobb, amikor a szakaszt felezziik, azaz amikor x =a —x. E
feladat alapjan probalt meg Fermat altalanos modszert taldlni a maximum- és minimumesetek
megallapitasara a kovetkez6 gondolatmenettel. Felmériink az adott a szakaszra valamekkora x

tavolsagot. Az X és az (a — x) szakaszokkal szerkesztett téglalap teriilete ekkor
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T = x(a — x).

Ha az x tavolsag helyett valamilyen (x + E) tavolsdgot mériink fel, akkor az igy
kapott téglalap terillete T' = x(a — x). A maximalis teriilet esetén a T kifejezésébdl ugyanigy
meg kell kapnunk a maximalis értéket, mint a T'-ébdl, azaz ekkor T = T’ kell, hogy legyen,
vagyis T' — T = 0. Behelyettesitve:

(x+E)(a—x—E)—x(a—x) =0,
ahonnan
aE — 2xE — E? =0,
azaz
a—2x—E=0.

Ezenkiviil T = T’ esetén x = x + E, ami csak ugy lehet, ha E = 0. Ekkor pedig a — 2x = 0,

tehat x = =.
2

Fermatnal fordul elé elsOként a matematika torténetében, hogy egy valtozot kis
értékkel megnoveliink, majd a novekményt nullanak tekintjiik, viszont még hianyzott az a
Iépés, konkrétan a hatarérték fogalma, melynek segitségével belathatdo az E-vel jelolt

névekmény fokozatos zérussa valasa.

P
Az integralszamitas teriiletén is felmeriil Fermat neve, hiszen hozza kothetd az y = x4

gorbe alatti teriilet kiszamitasa. Mint tudjuk, Fermat szivesen tanulmanyozta az &kori
matematikai miiveket, igy Arkhimédész munkait is, €s ebbdl meritve alkalmazta a kdvetkezo

eljarast. A gorbe alatti teriiletre téglalapsorozatot fektetett a 8. dbran lathatdo modon.

8. 4bra

Az OA intervallumon kijeldlte az X, ex, e?x, e3x, ... (0<e<l) pontokat és

meghatarozta a keletkezett téglalapok teriileteinek dsszegét, melyek mértani sort alkotnak:
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p p p P p
T = (x—ex)xq+ (ex — e?x)(ex)q + --- = x9(x — ex) [1 +e'ta+ ez(Hq) + ],

azaz
r+q
1—e)x 4
T:( )p+q
1——3_5_

Az e = E9 helyettesités, valamint a teriiletosszeg szamlalojanak és nevezdjének szorzattd

alakitasa utan (1 — E)-vel leosztva ¢és az e, azaz az E helyére 1-et irva kapta a gorbe alatti

teruletet:
ptq
ptq -x 4
t=x 29 - 1 = 1 )
pt+q prq

)
amely azonos az |, Ox x4 dx hatarozott integréllal.

A bizonyitas soran felmeriild problémara, miszerint az e kezdetben mint egy egynél
kisebb pozitiv konstans szerepel, mely késébb nullava valik, valamint az e-nek egyazon
feladaton beliili tobbféle értékvalasztdsara Fermat nem tudott kielégitd magyarazatot adni.
Eppen ezért hidba szerepelt nala a teriiletszamitds és az érintd-probléma, a koztik 16v6
mélyebb kapcsolat, vagyis az integralszamitds altalanos szdmitasi eljarasanak kidolgozasa

még varatott magara.
4.2.6 John Wallis

Fermathoz hasonléan John Wallis (1616-1703) angol matematikus is kozel jart a
hatarérték pontos megfogalmazasahoz. Wallis neve egyébként nemcsak a matematikai
analizis teriiletén, hanem az analitikus geometriaban is felmeriil. Ezenkiviil 6 volt az egyik
alapité tagja és szervezdje a mar emlitett londoni Royal Societynek, a legrégebbi angol
tudomanyos tarsulatnak, és emlitésre méltok tobb dkori matematikus miivének leforditasai.
1655-ben megjelent miivében, ,,A végtelenek aritmetikaja” cimii tanulmanyaban Wallis
Cavalieri gondolkodasat kovetve az oszthatatlanok modszerét alkalmazta, és vizsgalta az

oszthatatlanok hatvanyosszegének aranyait, melyeket szamok Osszegének aranyaiként fogott

fel.
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9. abra

A 9. abran lathatd haromszog oszthatatlanjainak Osszege, valamint az ugyanolyan
alapu és magassagu téglalap oszthatatlanjainak Osszege altal meghatarozott aranyt Wallis a

O+1+2+-+n 1

n+n+n+--+n 2

aranyra vezette vissza, mely tulajdonképpen a haromszog és a téglalap tertiletének az aranya.

Hasonl6 elképzeléssel az oszthatatlanok négyzetOsszegének az aranya a haromszog és a
téglalap esetén:
024+124+22+--+n% 1

- .
n2+n?+n?+-.-n2 3

Az ;—ot Wallis ugy allapitotta meg, hogy megfigyelte a hanyadost az n = 1,2,3 ... értékeknél

1
+=
12

o | =
w | =
w | =

¢s a kapott sorozat elemeit § + + %, ... alakban irta fel. Eszrevehetd, hogy az g-tél

valo eltérés o amiazn novelésével barmilyen kicsivé teheté. Mind Cavalieri, mind pedig

Wallis is csak k = 9-ig szamitotta ki az aranyokat, melynek altalanositasat Wallis mondta ki:

0k 41K 42K 4 gk L1
nk+nk+nk+...4nk  k+1

ami ekvivalens a kés6bbi [ x* = ﬁ hatérozott integrallal.

4.2.7 Christiaan Huygens

Huygens (1629-1695) holland matematikus, fizikus és csillagasz, valamint a parizsi
akadémia els6 elndke volt. A Szaturnusz gylirlijének felfedezése és fény hullamelméletének
kidolgozésa mellett az ingadra megépitésével, tokéletesitésével, orasmesterként volt koranak
egyik meghatarozo alakja. Az ingadra megépitése kdzben szamos matematikai felfedezést is
tett, tobbek kozott az ivhossz- és a terliletszamitasban, mellyel 6 is hozzajarult az integral- €s

differencidlszamitas megteremtéséhez.
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A nyugat-europai orszagok matematikusai kozott széles korben elterjedtek a hatarozott
integral elemeit tartalmazd gondolatok, azonban akar Cavalieri, akar Fermat, akar Wallis
példajat latva még egyikiiket sem nevezhetjiikk igazdn a differencidl- és integralszamités
felfedez6jének. Még Isaac Barrow (1630-1677) angol matematikus, aki egyébként Newton
cambridge-i tanara volt, sem jutott el a nagy felfedezésig, hiaba volt tisztaban az érint6- és
kvadraturafeladatok problémakorének Osszefliggéseivel. A felfedezés szempontjabdl jelentds
Iépéseket tettek, mégis a korban utanuk kovetkez6 két matematikus, Newton és Leibniz voltak
azok, akik e felfedezésekre épitve, az 6kori sablonoktdl elszakadva feltalaltdk az egyetemes 1j

modszert, a kalkulust.
4.3 A kalkulus sziiletése

A kalkulus kifejezés a matematikai analizist, azaz a differencidl- és integralszamitast
jelenti, melynek kialakuldsa a 17. szazadra, azon beliil is az 1670-es évekre tehetd. Ekkor
bontakozott ki a matematikdnak egy Uj teriilete, a végtelen kicsiny mennyiségek analizise,
melynek létrejottét, mint a kordbbiakban is lathattuk, sok kivald tudos munkdja készitette eld.
Az analizis ilyen mértékii fejlédése forradalmasitotta az egész matematikat és véglegesen
atalakitotta a valtozd mennyiségek matematikdjava. A megjelend 0j kalkulus eldfeltételei,
elemei és Osszetevoi mar adottak voltak, fordulat a modszert illetéen kovetkezett be. Ez a
fordulat pedig olyan matematikai munkak megjelenésében nyilvanult meg, amelyekben az
adott teriilet felgyiilemlett ismeretanyagat egységes szempontok alapjan kezdték el
feliilvizsgalni. Az egyes feladatok megoldasa helyett a kozéppontba maga a megoldasi
modszer keriil, melyet igyekeztek vilagosan megfogalmazni, tovabbfejleszteni és alkalmazni.
Azzal példaul, hogy konkrét sikidomok tertiletének illetve testek térfogatanak meghatarozasan
tal egy olyan altalanos eljarast dolgoztak ki, mellyel barmely sikidom teriilete és test térfogata
meghatarozhatd, létrejohetett a hatdrozottintegral-szdmitas fogalma. Az ekkor kialakuld
integral- és differencialszamités jelenti tehat a végtelen kicsiny mennyiségek analizisének elsd
szakaszat, melynek 1étrejottét elsésorban a kor két nagy tudosanak, Newtonnak és Leibniznek
koszonhetjiik. Neviik pedig végképp Osszeforrt egy prioritasi vita miatt, amely a differencial-
¢s integralszamitas felfedezésének elsdbbségéért folyt, pedig mint lathattuk, a felfedezés
dicsdsége sokaké. A vitat a késdbbiekben fejtem ki részletesebben, eldtte pedig a két nagy

tudosrol lesz szo.
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4.3.1 Isaac Newton

Isaac Newton (1643-1727) kivalo angol fizikusa, csillagasza és matematikusa volt
koranak. Kisbirtokosi csaladbol szarmazott, egy Cambridge melletti kis helységbdl. Mar
viszonylag koran elkezdett érdeklédni a tudomanyok irant, Euklidész, Kepler, Descartes,
valamint Wallis miiveit olvasva és tanulmanyozva lett 6 is természettudossa. A cambridge-i
egyetemen végezte tanulmanyait, ahol tanara volt tobbek kozott Barrow is. Neki
koszonhetden lett 1669-ben Newton az egyetem professzora egészen 1701-ig. 1672-ben
tagjava, majd 1703-ban elnokévé valasztotta a londoni Royal Society. Newton cambridge-i
tartozkodasa alatt irta legjelentdsebb matematikai munkait. Tudomanyos tevékenységének
teriiletei a fizika, a mechanika, a csillagszat és a matematika voltak, mely teriileteken igen
sok eredményt ért el. Csak a legfontosabbakat emlitve, felfedezte az altalanos tomegvonzas
torvényét, a fény szinkép-felbontdsanak torvényeit, nevéhez kapcsolédik szamos, a
mechanika teriiletén tett felfedezés, valamint a mozgastorvények. Dolgozatom témajat
tekintve azonban a legfontosabbak az elmé¢leti matematika terén tett felfedezései, ezen beliil is
a differencial- és integralszamitas, melyeket 23 éves kordban fedezett fel. A modern
matematika e legjelentésebb vivmdnya — amellett, hogy szamos ujabb kori matematikai

elmélet magjat képezi — nélkiilozhetetlen eszkdze a legtobb modern tudoméanyag fejlodésének.

Newton tudomanyos vilagszemléletében a matematika mint a természettel foglalkozo
altalanos tudoméanynak a részeként és a fizikai kutatasok eszkozeként jelentkezett. igy az
altala fluxioelméletnek nevezett szamitdsi apparatust is csillagaszati és fizikai kutatdsaiban
hasznalta mar 1665 tajan. Ezen elmélete, modszere jelenti tulajdonképpen az analizis
legkorabbi formajat, az integralszdmitas inverz muveletét. Az eljarast azonban sokaig nem
hozta nyilvanossagra, mert tudta, hogy logikai megalapozdsa még nem pontos. A
fluxioelmélet kidolgozasahoz fizikai modellt hasznalt, melyet elnevezései is jo1 szemléltetnek.
A képzeletben egyenletesen mild id6tdl fiiggd, az idében lefolyd valtozéasnak, példaul egy
mozgasnak, az épp vizsgalt mennyiségét, példaul az utjat, nevezte fluensnek®. Az ut idébeni

megvaltozasat, vagyis a mozgas sebességét hivta fluxionak”.

Egy t id6td] fiiggd fluenst Newton y-nal jeldlt, a fluxiot y-tal, a fluxio fluxidjat pedig
y-tal, mely jelolések ma is hasznalatosak a fizikdban. Az id6 végtelen kicsiny
megvaltozasanak a jele pedig egy kis nulla (0) volt. Az x és 'y voltak a fluensek, a valtozok, az

0 idGtartam alatti megvaltozasara pedig az ox, illetve az oy jeleket hasznalta, és ezeket az X,

® latin eredetii sz, jelentése: folyo, megvaltozo
® latin eredetii sz0, jelentése: folys, valtozas; a differencialhinyados megfelel6je
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illetve az y fluens monumentumanak’ nevezte. Newton egyik példaja jol szemlélteti, hogy
ezen eljaréas tulajdonképpen a konkrét feladattol valod fliggetlenités, mely a valddi tjdonsagot

jelenti a fluxidszamitasban.

A példa a kovetkezd. Legyen két, az id6tdl fiiggd fluens X és y. Adott a koztiik 1€vo
Osszefliggés, miszerint
x3—ax?+axy—y3=0,
mely alapjan az X és az y kapcsolatat keressiik. Az x 0 id6 alatt 0x-tal ndvekszik, mig az y
mennyiség 0y-tal. Ez alapjan:
(x + 0x)3 —a(x + 0x)? + a(x + 0x)(y + 0y) — (y + 0y)® = 0.
Rendezve az egyenletet kapjuk, hogy:
x3 —ax? 4+ axy — y® + 3x%0x + 3x0%x% + 03%3 — 2axox — ao*x? + ayox + axoy +
ao’xy — 3y2oy — 3yo0?y? —03y3 = 0.
Az els6 négy tag Osszege az eredeti egyenlet szerint nulla. A bal oldalt o-val végigosztva,
majd elhagyva azokat a tagokat, amelyekben az osztas utan is eléfordul a 0, megkapjuk a
fluxiok kozotti 6sszefliggést, azaz

3x%% — 2axx + ayx + axy — 3y%y = 0.

Lathato, hogy még Newtonnal is megmaradt az a meg nem magyarazott 0-val vald
leosztas, mely Fermat-nal az E-vel vald osztast jelentette. Probalta ugyan indokolni a
jelenséget, de valosziniileg ez lehetett az a logikai hidnyossag, amely miatt Newton nem
szivesen publikalta ezt az eljarast. A magyardzata a kovetkez6 volt: ,,Az utolsé hanyadosok,
amelyekben a mennyiségek -eltlinnek, pontosan szdlva, nem az utols6 mennyiségek
hanyadosai, hanem hatarok, amelyek felé ezen mennyiségek hanyadosai hatértalanul
kozelednek, és amelyeket bar minden adott kiilonbségnél jobban megkozelitenek, mégsem
haladnak tul, sem el nem érnek, amig a mennyiségek nem csokkennek a végtelenségig.”® Ez a
magyardzat tulajdonképpen a hatarérték-fogalom felé mutat, az értelmezése azonban még
homalyos. Newton ennek ellenére mar vildgosan latta a fluxioszdmitas €és az integralszamitas
inverz kapcsolatat. A fluxidelmélet segitségével ki tudta szamolni egy valtozds mértékét,
vagyis azt, hogy egy adott idOpillanatban milyen gyorsan valtozik egy mennyiség. Az
integralszamitas ennek épp az inverzét fedi le, miszerint egy mennyiség adott valtozasanak

mértékét ismerve kiszadmithaté maga a mennyiség értéke.

" jelentése: mozzanat, szaporulat; a Ax és Ay megfelel6je
*{FAY at NIl2yY bAyOa (ANIt&A gdH cTtyd 2fRIf
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Newton a fluxidelmélet eredményeinek tobbségét a 17. szdzad 60-70-es évei soran érte
el, azonban miivei publikalasara még akkor sem adott engedélyt, mikor a prioritasi vita koriil
vita tamadt kozte és Leibniz kozott, aki Newtontol fliggetleniil egy hasonloan jo modszert, a

differencialokkal valo szamolast hozta 1étre.
4.3.2 Gottfried Wilhelm Leibniz

Leibniz (1646-1716) német matematikus és filozofus volt. Lipcsében sziiletett,
tanulmanyait a lipcsei €s a jénai egyetemen végezte. Diplomaciai megbizatassal sokat utazott,
eljutott Parizsba és Londonba is. Utazasai soran, eredményei elismerése jeléiil — ahogy a
mechanikus szdmologépe révén is — tagja lett a legkivalobb tudosokkal biiszkélkedd
tudomanyos tarsulatoknak, 1673-ban a londoni Royal Societynek és 1700-ben a parizsi
akadémidnak. Ezenkiviil 6 alapitotta meg a berlini akadémiét és fontos szerepet jatszott a
szentpétervari tudomanyos akadémia szervezésében is. Fontos kiemelni Leibniz
sokoldaliisagat és igen sokirany érdeklédését. Els6sorban nem csak matematikus volt, a
matematikus egylitt €¢It benne a filozofussal, a torténetiroval, a jogasszal és az irodalmarral,
melyek polihisztorra tették. Ezeken a terlileteken gyakran egészen kivald és sok késObbi
eredményt megalapozé felfedezése sziiletett, és mindezen teriiletek szamara tudott egységes
filozofiai néz6pontot talalni. Leibniz filozofiai nézetei igen sajatosak voltak. A racionalizmus
¢s az empirizmus hatdran allva a célja a tudomanyos megismerés univerzalis modszerének
megteremtése volt. A matematikaban ezt Leibniz a fogalmak egyértelmii szavakkal vald
megfogalmazasaval és egyértelmii szimbdlumok hasznalataval akarta elérni. Filozofiai nézetei
¢s az altala elképzelt idedk hataroztdk meg végsd soron a differencial- €s integralszamitas

felfedezéséhez vezetd matematikai tevékenységének iranyat €s jellegét.

Visszatérve Leibniz életutjahoz, 1673-ban jutott el Parizsba, ahol talalkozott
Christiaan Huygens-szel. O ismertette meg vele az analizis fogalmait, tobbek kozott a
matematika infinitezimalis problémait és természetesen sajat elképzeléseit, gondolatait. Ennek
hatasara Leibniz, aki addig a kombinatorika teriiletén kereste az altalanos gondolkodasi
torvényeket, az analizissel kezdett el foglalkozni. Tanulmanyozta Descartes, Cavalieri,
Fermat, Pascal, Wallis és persze Huygens munkait is, és igyekezett az altaluk vazolt
analitikus modszereket a sajat filozofiai gondolkodaskorébe beilleszteni, valamint egy olyan
egységes jelrendszert kidolgozni, melynek segitségével e mddszerek egységes matematikai

miiveletté, , kalkulussa” altalanosithatok.
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Leibniz, Newtonhoz hasonldéan nem sietett a publikalassal. A kalkulus moédszereinek
tokéletesitése, pontositdsa volt az elsddleges cél szdmara. 1684-ben publikdlta el6szor a
végtelen kicsinyek analizisérél szold értekezését a lipesei ,,Acta Eruditoriumban” (Tudoésok
folyoirata), melyet két évvel azeldtt alapitott meg. Az ebben megjelend alapvetd cikkének
cime: ,,Uj modszer a maximumokra és a minimumokra, valamint az érintékre, amelyet nem
akadalyoznak sem a tortek, sem az irracionalis mennyiségek, és az azokra vonatkozo
kiilonleges szamitasi miivelet”. Ebben a cikkben jelent meg eldszor, ha sok helyen hibakkal
teletlizdelve is, a differencidlszamitds a matematikai kutatasok targyaként olyan alakban,
amely szerkezetét tekintve mar sokban a maira emlékeztet. Mar itt is megjelenik Leibniznél az
a geometriai modell, melyben a gorbék <érint6jének meghatarozasakor a Pascal-féle
karakterisztikus haromszoget hasznalta. Ezt a késObbiekben is gyakran alkalmazta, és
lassanként arra a gondolatra jutott, hogy lehetséges a karakterisztikus haromszog oldalait
alkotd (dx és dy) kiilonbségeket 6sszegezni. Mivel a kvadraturafeladatok is e kis kiilonbségek
Osszegéhez vezettek, erre alapozva mondta ki Leibniz azt a sejtést, miszerint az érintékre
vonatkoz6 forditott feladatok megolddsat teljesen vagy részben kvadratirara Iehet
visszavezetni. Leibniz, Barrowtol és Newtontol fliggetleniil, az érint6kre vonatkozé forditott
feladatokbdl kiindulva felfedezte az érint6-meghatarozasi modszerek, azaz a késdbbi
differencialszamitas és a kvadratarak kozotti kolesonods inverz kapcsolatot, vagyis hogy egy
gorbe érintdjének a problémaja valdjaban a teriiletek és a térfogatok kiszdmitdsanak a
nforditott problémaja”. Emellett kifejezésre juttatta azt az elképzelését is, miszerint a
differencialas eredményeit egyszerii megforditds utjan fel lehet hasznalni fliggvények
integralasanal.

Mint tudjuk, Leibniz torekedett a fogalmak egyértelmii leirasara és az egyszer(,
vilagos szimbolumok hasznalatdra. Ezért dolgozott tobbek koOzott azon is, hogy egy
kényelmes, attekinthetd szimbolum-rendszer johessen létre. Emiatt haszndlta munkaiban a

végtelen kis kiilonbségek jeleként a d szimbolumot, amely a differencia szo6 roviditése. Ennek
alapjan jelolte dx-szel és dy-nal az x és y értékekhez képest a kis novekményeket és Z—;

arannyal hatarozta meg az y valtozasait X fliggvényében. Szavaival élve: ,,Gondoskodni kell
arrol, hogy a jelek alkalmasak legyenek a felfedezésre. Ez a legjobban akkor sikeriil, ha a
jelek roviden kifejezik és mintegy tiikrozik a dolog mély természetét, és akkor csoddlatos

moédon csokken a gondolkodasra forditandd munka.”®

% Simonovits Andras: Vélogatott fejezetek a matematika torténetébdl 65. oldal
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A v =2g(x)

ds dy

dx

x x+dx

10. abra

A 10. abran lévé y = g(x) fliggvényre Leibniz a kovetkezdket irta fel:

d(ly) = glx + dx) — g(x),
azaz
dy g +dx) —g(x)
dx dx ’

ami az érint6 meredekségének kozelitése a szeldvel. Azt a problémat azonban, hogy ha dx és

p . d e a . .,
dy nem egyenlék nullaval, akkor ﬁ nem y valtozasanak a pillanatnyi mértéke, hanem csak

egy kozelités, Leibniz is észrevette. Ezt pedig ugy probalta korrigalni, hogy a dx-rél illetve a

dy-rol feltételezte, hogy infinitezimalisan kicsi.

Leibniz kézirataibol kideriil, hogy mar 1676-ra X tetszéleges hatvanyat tudta integralni
a kovetkezo képlet alapjan:
dx™ = nx*~1dx.
1677-ben pedig megfogalmazta az allandé6 mennyiségeknek, valamint a fliggvények
Osszegének, kiilonbségének, szorzatdnak, hdnyadosanak, hatvanyanak ¢és gyokének
differencialasi szabalyait. Két differencialhato fiiggvény derivaltja a derivalt fliggvények
osszege: d(x +y) = dx +dy. A szorzat derivaltjadhoz azonban mar bonyolultabb képletre

volt sziikség.

Tétel: Két fliggvény szorzatanak a derivaltja:
d(xy) = (dx)y + (dy)x.
Leibniz bizonyitas nélkiil kozolte a szabalyt. Bizonyitas eldszor Guillaume L’ Hospital (1661-

1704) tankonyvében szerepel.

Bizonyitas: Legyen X, illetve y pici megvaltozasa, differencialja dx, illetve dy. A szorzat pici
megvaltozasaban a differencidlok szorzata elhanyagolhatd, mert joval kisebb, mint a

differencialok. Ekkor
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(x +dx)(y +dy) —xy = (dx)y + xdy + dxdy = (dx)y + xdy.

Ezenkiviil Cavalieri és Pascal nyoman az integralt, mint az ,,0sszes”, azaz végtelen

sok ordinata 0sszegét fogta fel, és ennek értelmében jeldlte a tulajdonképpeni integralokat az

omnyl® vagy az omnl szimbolumokkal. Ezért talalhaté a kéziratdban a kdvetkezd
Osszefliggés is:
x3

2 _
omnx* = —.
3

Leibniz 1686-ban megjelent ,,.De geometria recondita” cimii miive tartalmazza az
elemi fiiggvények integralasi szabalyait, valamint az integralas miiveletét is, amelyet Leibniz a
differencialok Osszegeként értelmezett. Itt jelent meg el6szor az altata, az omn helyett
bevezetett, ma is hasznalt | szimbélum, mely a ,,summa” szo kezd6betiijének nyujtott alakja.
Az emlitett tanulmanyban hangstlyozta tovabba az integralas €s a differencialas miiveletének

kolesonds inverz kapcsolatat, melyet igyekezett a hasznalt szimbdlumokban visszatiikr6zni,

példaul a kovetkezé képpen: ha [l =ax, akkor [ = Z—X. Az integral szimbolumanak

tovabbfejlesztése utdn kapott jelolés, melyben mar a differencidlargumentum szimbdluma is

szerepel: [y dx.

A késbébbi éveket tekintve Leibniz szamos eredménye latott napvilagot kiilonb6z6
publikécioiban. Tobbek kozott kiterjesztette a kalkulust transzcendens fliggvényekre is,
meghatarozta az altalanos exponencialis fliggvény differencialasi szabalyat, altalanositotta a
differencial fogalmat a negativ és tortkitevok esetére, majd 1702 — 1703 folyaman kidolgozta
a racionalis tortfliggvények integralasi eljarasat. Emlitésre mélto ezenkiviil, hogy 1691-ben
meghatarozta, milyen alakot vesz fel a végeinél felfiiggesztett sulyos, de hajlékony homogén

fonal — ezt nevezte el lancgorbének — és levezette a lancgorbe egyenletét.

Leibniz szimbolikaja és terminoldgiaja nagyon jol atgondolt rendszer volt, mindig
torekedett a kifejezObb jelolésre. Elnevezései, jelolései egyszerliek voltak, melyek segitették a
megértést, pontosan tiikrozték az egyes problémak Iényegét és lehetdvé tették a veliik valo
egyszerll szamolast. Sok koziilik a mai napig fennmaradt és a matematikai jelolések alapjait
képezik egyszerliségiik és hasznalhatosaguk miatt. Ezt tiikr6zi az is, hogy H. V. Alekszandrov
,Matematikai terminusok” cimii konyvében szamos, Leibniz altal bevezetett vagy
népszerlsitett jelolés, elnevezés, fogalom van megnevezve és felsorolva. Ilyenek példaul:

simulokor, differencidl, differencidlszamitds, ordinata, transzcendens gorbe, fliggvény,

19 Jatin eredetii, jelentése: minden
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e e e d o ,
exponencialis gorbe stb. Jelei kozott szerepelnek a dx, dy, ﬁ, [,~ a:b = c:d és még sok mas

jelolés is. A Leibniz-féle kalkulus egyszeriisége, hatékonysaga és gyakorlati eredményessége
hozz4ajarult ahhoz, hogy a differencidlszamitds a tudomanyos kutatasok alapvetd eszkdzévé és
a matematika kozponti teriiletévé valjon. Ennek ellenére sok fogalom és meghatarozas maradt
tisztazatlan. A végtelen kozeliség, a végtelen kicsinység vagy valamely folyamat végtelen
folytathatosaganak fogalma még Leibniz cikkeiben és tanulmanyaiban sem kapott racionalis

¢s pontos meghatarozast.

Osszegezve Newton és Leibniz eredményeit megallapithatjuk, hogy annak ellenére,
hogy egyikdjiik sem tisztazta a differencidl- és integralszamitas logikai alapjait, a
matematikanak ebben a fejezetében egymast érték a jelentds felfedezések €s mindketten
megalkottak egy olyan matematikai apparatust, melynek eredményei mindig helyesnek
bizonyultak. Mindketten rajottek arra, hogy a differencidlszamitas és annak inverz miivelete
felhasznalhaté a hatarozott integral kiszamitdsara. Mivel a két tudos egymastol fliggetlentil

fedezte fel ezt, méltan nevezhetjiik a kovetkezo tételt Newton-Leibniz- tételnek:

Tétel: Ha F primitiv fliggvénye az [a, b] - n folytonos f fiiggvénynek, akkor
[? f)dx = F(b) - F(a).

4.3.3 Prioritasi vita

Matematikatorténeti szempontbdl fontos az tigynevezett prioritasi vita, mely 1700 utan
tort ki Newton és Leibniz kovet6i kozott. Az el6z6 eredményeket latva valoban felmeriil az a
kérdés, hogy a két nagy tudos, Newton és Leibniz koziil melyikiiket illeti meg a differencial-
¢s az integralszamitas felfedezésének prioritasa. Idorendileg tekintve a torténéseket Newton
1665 koriil mar tobbé-kevésbé tisztaban volt a kalkulussal, mig Leibniz, téle fiiggetleniil
1673-1676 kozott fedezte fel azt. Publikdldsara azonban egyikiik részérél sem keriilt sor. A
Royal Society titkaranak, Oldenburgnak a kozvetitésével Leibniz levelezni kezdett Newtonnal.
A levelezés soran Leibniz kozolte sajat eredményeit, és igyekezett minél tobbet megtudni
Newton eredményeirdl és modszereirdl, aki sokszor csak kitérden valaszolt. 1684-ben végiil
Leibniz megkezdte a kalkulus kifejtését az altala alapitott matematikai folydiratban, melyet
széles korben propagalt. Az els6 cikke azonban még a Bernoulliak szerint is ,,inkabb rejtély,
mint magyarazat”. A Bernoulli csalad tagjair6l a kés6bbiekben irok. Newton végiil 1700 utan
publikalta egy-két fontosabb matematikai irdsat. Ennek hatasara tort ki a vita, mely

nemzetkozi méretli vetélkedéssé és viszallya fajult, amelyet csak 1712-ben a Kiralyi Tarsasag
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bizottsaga dontott el Newton javara. A torténelem fintora, hogy a késdbbiekben a Leibniz-féle,
vilagosabb és a fejlodést jobban eldsegitd jeldlésrendszer terjedt el inkdbb, amelyet az
angolok a Newton iranti tiszteletbdl nem vettek at, ezaltal el6idézve az angol matematika

visszamaradasat.

Minden arra utal, hogy Newton és Leibniz egymastol fliggetleniil, mas-mas alakban
fedezte fel a kalkulust. Mindketten kiindulhattak szamos olyan tapasztalatb6l, melyet a korban
Oket megel6zo tudosok fedeztek fel, és amelyekbdl a felfedezések szdmara mar elegendd
gyllt Ossze. Kiilonboz0 premisszakra tamaszkodva fejtették ki, hogy a végtelen kicsiny
mennyiségek analizise elengedhetetlen a tudomany mas teriileteit tekintve. Az elsObbséget
vizsgalva valosziniileg Newton ért el eldbb sikert, azonban a publikalas elsObbsége, a

kényelmes szimbolumok elénye és az uj kalkulus aktiv propagandajanak érdeme Leibnizé.

A felfedezés érdeme azonban, mint ahogy mar tobbszor is emlitettem, nem csak
kettdjiiké. Az elofeltételeket és a sziikséges felfedezéseket mar a korban eldttiik €16 tuddsok
megteremtették, melyekre tamaszkodva tudta magat Newton és Leibniz is beirni a
torténelembe. A 11. abran lathato ,csaladfa” abrazolja azokat a tuddsokat, akik nagyban

hozzajarultak a kalkulus sziiletéséhez, mellyel a matematika alapjaiban valtozott meg.

Descartes

|

Huygens Barrow Wallis

| N

Leibniz «———» Newton

N\

Jakob Bernoulli  Johann Bernoulli

/N

Daniel Bernoulli Euler
Lagrange
Cauchy
11. abra

4.4 A 18. szazadi matematika fejl6dése

Mar a 17. szazad elején fejléddésnek induld kapitalista vildggazdasag a 18. szazadban
teljesedett ki, a szdzad masodik felében kialakuld ipari kapitalizmus jegyében. A tudomany
rohamos fejlodését az ipari forradalomnak, a vilagpiac kialakitasanak és az ezzel kapcsolatos

tengerhajozasi, haditechnikai, hétechnikai igényeknek kdszonheti, melyek egyre bonyolultabb
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feladatokat allitottak elé. A tudomany kiilonbozd teriiletei, mint a mechanika, a csillagaszat az
elektromagnesesség vagy a hotan megkdvetelték a matematikai apparatus megteremtését.
Ezaltal a 18. szazad folyaman lényegesen megvaltozott a matematika tartalma. A legnagyobb
valtozason pedig a matematikai analizis ment at. A szédzad folyaman a klasszikus analizisb6l
fokozatosan kivalt egy sor olyan részteriilet, amely azutan 6nalld fejlédésnek indult, mint
példaul a differencidlegyenletek elmélete, az analizis geometriai alkalmazasai, a sorelmélet

vagy a variaciészamitas.

A kalkulus fejlodése és Kkiteljesedése csaknem 200 év alatt ment végbe és a
matematika altal megkovetelt logikai tisztasag és vilagos fogalomrendszer csak a 19. szazad
masodik felére alakult ki. Azonban Newton és Leibniz munkassaga utan kovetkezo
idészakban is emlithetiink olyan matematikusokat, akik nagyban hozzajarultak ehhez a 19.
szazadi eredményhez. Ilyen matematikus tobbek kozott Brook Taylor, a Bernoulli csalad
tagjai, L Hospital, Euler vagy D’Alembert, akik majd egy generacioval késobb éltek, mint
Leibniz és Newton. A korban 6ket koveték Lagrange, Fourier, Laplace, és mar a 19. szazadba
atnyulva élt és alkotott Dirichlet, Bolzano és Cauchy. Az altaluk képviselt kozel 150 év

torténéseit tartalmazzak a kdvetkezd fejezetek.
4.4.1 A Bernoulli csalad

Leibniz utan Europaban a Bernoulli csalad egyes tagjai folytattdk a kalkulus
miivelését. A csalad elsé két matematikusa Jacob (1654-1705) és Leibniz tanitvanya, Johann
Bernoulli (1667-1748) volt, akik Leibniz hatasara kezdtek el a matematikaval foglalkozni és
tértek le teologiai illetve orvosi palyajukrol. Jacob, aki 33 éves kordban mar a bazeli egyetem
matematikaprofesszora volt, nemcsak az analizis terén, hanem a sorelméletben ¢és a
differencialegyenletek elméletében is kivalo eredményeket ért el. Az 6 nevét 6rzi a Bernoulli-
egyenldtlenség is, mely szerint:

Tétel: Hax # 0, x > —1¢ésn > 1, egész szam, akkor
1+x)">1+nx.

Johann, aki Jacob rabeszélésére kezdett a matematikaval foglalkozni, megszerezte
ugyan az orvosi diplomdjat, de rd egy évre mar a groningeni egyetemen matematikat adott
eld. Itt tanitotta két kivalo fiat, Nikolaust és Danielt, valamint fiai jo baratjat, Eulert is.
Jelent6s szerepe volt rajtuk kiviil Guillaume Frangois L’Hospitalnak (1661-1704), egy kivalo
francia matematikusnak, gazdag fonemesnek, akivel Johann 1692-ben Parizsban talalkozott,

és akit6l a kalkulust ismerte meg. Késdbbi megallapodasuk szerint L’ Hospital fizetett Johann
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minden Ujabb eredményéért, melyet megosztott vele. A baratsaguknak végiil a L’ Hospital
altal megirt differencidlszamitast tartalmazd els6 analizistankdnyv vetett véget, melyhez
hasonlot Johann is akart irni. Annak ellenére, hogy L’ Hospital elismerte, hogy sok eredmény
nem téle szarmazik, halala utan Johann mégis plagiummal vadolta. Ez az oka annak, hogy

nem Bernoulli-, hanem L ’Hospital-szabalynak nevezik a kovetkezo tételt:

Tétel: Legyenek D(f) = D(g) = [a, b], T és g folytonosak és differencialhatéak (a,b)-n,

Xo € (a,b), f(xg) = g(x,) = 0. Ha létezik limx_,xo%(g = a, akkor lim,._, % =a

Rajtuk kiviil nagy hatassal volt még a matematika fejlédésére Johann két fia, Daniel
(1700-1782) és Nikolaus (1695-1726), akik a szentpétervari Akadémia tagjai voltak ¢és
leginkabb differencialegyenletekkel és valoszinliségszamitassal foglalkoztak. Daniel egyik

n
fontos eredménye volt példaul az e = lim (1 + %) Osszefliggés.

n—oo

A 12. abran lathato csaladfa jelzi a Bernoulli csalad legkivalobbjait, akik a matematika
teriiletén igen fontos, és az analizis fejlddésének szempontjabol igen jelentds eredményeket
értek el. A kovetkezékben a csalad egyik baratjarol, a kivald matematikusrdl, Leonhard

Eulerrol lesz szo.

Jacob Bernoulli
(1598-1634)

Nicolaus
(1623-1708)

ﬁc_oh L Nicolaus I. Johann 1.
(1654-1705)  (1662-1716) (1667-1748)
Nicolups II.  Nicolaus III. ‘Daniel L Johann I1.

(1687-1759)  (1605-1726)  (1700-1782)  (1710-1790)

‘ J 1
Johannr l,l,lj Daniel 1. Jacob IL
(1744-1807)  (1751-1834)  (1759-1789)

12. abra

4.4.2 Leonhard Euler

A kivalo svajci matematikus, Euler (1707-1783) Bazelben sziiletett. Mar ifji koraban,
egyetemi tanulmanyai soran latogatta Johann Bernoulli matematika eldadasait a bazeli
egyetemen, ahol kivald eredménnyel végzett. Johann fiainak, Danielnek és Nikolausnak

koszonhetden Eulert az 1725-ben alapitott szentpétervari Akadémiara hivtak, ahol 14 évig,
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1727-1741-ig foglalkozott fizikdval és matematikaval. Ott tartozkodasa idején tobb mint 50
tudomanyos munkat tett kozzé, melyeknek témai az analizis, a szamelmélet, a
differencialegyenletek és a csillagaszat voltak. Az orszagban fennalld bizonytalan politikai
légkor azonban arra késztette Eulert, hogy elfogadja a berlini Akadémia meghivasat. 1766-ig
mintegy 380 mivet irt, melyek jelentds része Oroszorszdgban jelent meg, ahol 6t még
tovabbra is tagként kezelték. Ebben az id6szakban jelent meg a ,,Bevezetés a végtelenek
analizisébe” és ,,A differencialszamitas alapjai” cimt miivei, melyekkel Euler megvetette az
alapot a matematikai analizis rendszerezéséhez. Ezt kiegészitve jelent meg 1794-ben ,,Az
integralszamitas alapjai” cimi konyv. E harom konyv pedig tartalmazza mindazt, ami az

analizis teriiletén Euler idejében elérhetd volt.

Fontos megemliteni az Un. bazeli problémat, mely a négyzetszamok reciprokainak

0sszegérol szol, azaz

fieie o +1+
479 16

A problémat Jakob Bernoulli vetette fel, aki szintén Bazelben sziiletett — innen ered a
probléma elnevezése —, megoldani azonban nem tudta. Eredményre késobb Euler jutott és az
A +a;x +--+a,x"=0
polinom gyoktényezds alakjat, valamint a
x3 x5
sinx = x——+§—
TL'Z
egyenldséget felhasznalva megallapitotta, hogy az dsszeg -

Visszatérve Euler ¢letatjahoz, 1766-ban a hétéves habort el6l visszakoltozott
Oroszorszagba ¢és annak ellenére, hogy mindkét szeme vilagat elveszette, tudomanyos
aktivitasa nem csokkent. Euler azt a célt tlizte ki maga elé, hogy rendszerezi, feldolgozza, és
kiegésziti koranak 6sszes fellelheté matematikai ismereteit. Ez tobbé kevésbe sikertilt is neki,
¢s elmondhato, hogy a matematikanak nincs olyan teriilete, amelyhez 1ényegeset ne tett volna
hozza. Ezt bizonyitja a tobb mint 850 miibdl 4ll6 tudomdnyos hagyatéka, melyet a 20.
szazadban 75 kotetben adtak ki. Munkai tulajdonképpen az egész korabeli matematikat
felolelik, melyek megadtak az egész analizisnek a rendszerezését. Az analizis és a
matematikai ismeretek Osszefoglalasan kiviil érdeme még Eulernck a fliggvényfogalom

tovabbi alakitasa, mely elengedhetetlen eldfeltétele volt az analizis tovabbi fejlddésének.
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4.5 A fuggvényfogalom fejlédése

csak a 17. szazadban, Descartes altal nyerte, aki a fliggvényt megfeleltetésnek definialta.
Ezek a fiiggvények azonban még csak algebrai miveletekkel meghatarozott fliggvények
voltak. A fliggvényfogalom tovabbi fejlédése Leibnizhez kotheté. 1692-ben 6 hasznalta
elészor magat a fiiggvény, illetve a functio®® kifejezést valamely gorbének egy pontjihoz
tartozo olyan szakaszra, amely valtozik, ha a pont végigfut a gérbén. Ennek kapcsan vezette

be Leibniz a paraméter, az allando, a valtozo kifejezéseket is.

Ujabb 1épést jelentett a fiiggvényfogalom fejlédésében egy specialis hatvanysor, a
Taylor-sor  felirasa, mely felfedezdjérél, Brook Taylor (1685-1731) angol
matematikaprofesszorrol kapta a nevét. Ennek eléfutara volt a Newton altal 1665-ben felirt
binomialis sor. A Taylor-sor ez alapjan egy meghatarozott feltételeknek eleget tevd f(x)
fliggvény valamely Xo pontja koriil az alabbi végtelen sorral allithat6 elo:

_ ™ xo)

f(x) = Xizo an(x +x0)", an !

Akkoriban minden fliggvényt Taylor-sorba fejthetének gondoltak, a sor
konvergenciajanak, illetve a fliggvényhez vald konvergalasnak a kérdése még fel sem meriilt.
A derivalhatésag ¢és az integralhatosag mellett a hatvanysorba fejthetdséggel boviild
fliggvényfogalmat Euler vezette be és analitikus fliggvénynek nevezte, amelyen a valtozok és
az allandok kozotti kapcsolatot leird kifejezést értette, ha az analitikus muveleteket (négy
alapmiivelet, hatvanyozas, gyokvonas, sorbafejtés, differencialas, integralas) tartalmazott.
Ezenkiviil az egész értelmezési tartomanyukra érvényes, egyetlen analitikus kifejezéssel
megadhatd  fliggvényeket ,folytonosaknak”, —mig az egyetlen ceruzavonallal
megrajzolhatéakat Osszefliggbknek nevezte. A jeloléseket illetéen a két Bernoulli testvér,
Johann ¢és Jacob, akik a fiiggvényt mar Euler elott is a feljebb emlitett analitikus
értelmezésben hasznaltak, a ¢x jelolést hasznaltak. Ezt vette at Euler is, aki a ¢ betli helyett a

ma is hasznalt f-et kezdte el alkalmazni.

A pontos fiiggvényfogalomra egészen 1837-ig kellett varni, amikor Lejeune Dirichlet
(1805-1859), német matematikus a ma is hasznalt és elfogadott fliggvénydefiniciot

meghatarozta. A folytonossadg szabatos meghatarozasat, az egyoldali folytonossag fogalmat

! latin eredetii, jelentése: eljaras, végrehajtas
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¢s a folytonos fliggvények szamos tulajdonsagat pedig Bernhard Bolzanonak (1781-1848),

cseh matematikusnak kdszonhetjiik.
4.6 A sorelmélet fejlédése

Mar az okorban taldlunk olyan konkrét feladatokat, melyekhez elengedhetetlen volt
bizonyos sorozatok ismerete. Tulajdonképpen a sorelmélet fejlédése mar ekkor megindult. A
vizsgalt 17. szazadra azonban olyan eredmények sziilettek, mint a mar emlitett Jacob

Bernoulli nevét 6rzé Bernoulli-egyenldtlenség.

Az analizis szempontjabol azonban a 18. szdzadra a hatvanysorok 0Osszegzeésének
kérdése valt alapvetd fontossaguva. A Taylor altal meghatarozott sorok jelent6sége a 18.
szazad legelején jelentdsen megndtt, hiszen még Newton is ezt a modszert alkalmazta az
integralas elvégzésére ugy, hogy az integralando6 fliiggvényt hatvanysorba fejtette, €s ezt a sort
integralta. Az integralas sorbafejtéssel igen jo szamolasi eljarasnak latszott, melyet még Euler

is alkalmazott, aki azt hitte, hogy minden fliggvény hatvanysorba fejthetd.

Emlitésre méltoé Joseph Louis Lagrange (1736-1813) francia matematikus munkassaga
is, aki a differencidlszamitds algebrai modszereivel foglalkozott ¢és munkdaiban a
differencialhanyadosokat a Taylor-sor egyiitthatoiként értelmezte. Ezzel ki tudta kiisz6bolni a
végtelen kis értékekkel valo torédést €s a hatarérték fogalmat. Azt, hogy Lagrange ezen
elgondolasa csak az analitikus fiiggvényekre volt igaz, egy 19. szazadi német matematikus,
Carl Weierstrass (1815-1897) vette észre. Lagrange volt egyébként az els6, aki meghatarozta
a sor rola elnevezett maradéktagjanak képletét konkrét fliggvényeknél, és eldszor allitotta eld
ezt a maradéktagot integral alakban. Lagrange-hoz kotheté ezekenkiviil maga a derivalt és a
primitiv fiiggvény kifejezés, illetve a magasabb rendli differencialhdnyados-fliggvények
jeldlései, mint f'(x), f'(x), ..., f™(x) és arola elnevezett kozépérték tétel, mely szerint, ha
f folytonos fliggvény az [a;b] intervallumon és differencialhato az (a;b) intervallumon, akkor
van olyan a<c<b szam melyre

10 — f(0)—f(a)
f(x) " b-a

A 18. szazadra a konvergencia fogalmanak szabatos megfogalmazasa, a konvergencia-
feltételek felfedezése és a végtelen sorok Osszegének helyes értelmezése a matematikusok
korében igen nagy kihivast jelentett. Ezek pontos kimondasa és megfogalmazisa azonban
még varatott magara, hiszen csak a 19. szazad elején, Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

munkassagaval kezd6dott igazan uj korszak a sorelméletben. Cauchy egy végtelen sor

35



Osszegének a részletdsszegek sorozatdnak hatarértékét tekintette, és igy tudta kimondani,
hogy egy sor akkor konvergens, ha létezik hatarértéke, valamint 6 fogalmazta meg el0szor a

réla elnevezett konvergenciakritériumokat.
4.7 A differencialhanyados fogalmanak fejl6dése

Mint mar lattuk, Newton ¢és Leibniz idejében még nem voltak tisztazottak az
alapfogalmak, melyek a differencialszamitashoz feltétleniil sziikségesek lettek volna. A
megsejtett eljarast ezért kezdetben csak az ellendrizhetd, helyes eredmények igazoltdk. A
pontos megfogalmazas Eulernek sem sikeriilt, hiszen 6 a differencialhanyadost tekintette
alapfogalomnak, amellyel a valtozok kis novekményeinek, a differencidloknak a hdnyadosat

jellemezte és a differencialok tényleges értékét 0-nak tekintette. Mivel a differencidlhanyados
o nd ., , Ay |,
¢s érteke egy kivalasztott Xo helyen az a szdm, amelyhez ott a ﬁ hanyados tart, a 0-nak

tekintett differencialok és a 0-hoz kozeled6 Ax-ek és Ay-ok ellentmondasba tlitkoznek.

Euler utan Jean Le Rond D’Alembert probalta a hatarértéket a kovetkez6 definicioval
leirni. ,,Egy A mennyiség a valtozo B mennyiség hatarértéke, ha B barmilyen kozel juthat A-
hoz, de A-t soha nem érheti el.”** Ez a meghatarozas sem pontos még, hiszen az igy megadott

hatarérték csak egyoldali és a differencialhanyados értelmezése sem egyértelmil.

A hatarérték elso, szabatos megfogalmazasa, ahogy mar mas matematikai tertileteknél
is eléfordult, csak a 19. szazadban jelenik meg. A hatarérték fogalmara Cauchy és Weierstrass
ad olyan definiciot, mellyel a differencialszamitasban a végtelen kicsinyek és a veliik valo

szamolas probléméaja megoldodott.
4.8 Az integral fogalmanak fejlédése

Annak ellenére, hogy Newton ¢és Leibniz koziil egyikiik sem tudta a differencial- és
integralszamitds logikai alapjait tisztdzni, mindketten észrevették koztik €vd inverz
kapcsolatot. Leibniznél az integral kezdetben hatarozott integralként fogalmazodott meg,
melyet végtelen sok, végtelen kicsiny differencidl Gsszegeként értelmezett, de maga az
integralas folyamata nala is a primitiv fiiggvények megkeresését jelentette, ahogy a korban 6t
kovetd két matematikusnal, Bernoullinal és Eulernél is. E két kivalo tuddsnal azonban az a
szemlélet alakult ki, miszerint az integralszamitas olyan eljaras, ahol a valtoz6 mennyiségek

differencialjai kozotti 6sszefliggésekbdl meghatdrozhatd az a fiiggvény, amely kifejezi e

PIFPAY at NI2YyY bAyOa (ANIEEA §giGH Tnco 2t REE
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valtozok kapcsolatat. A hangsuly tehat itt a hatarozatlan integralra tevodott. Euler elészor ,,Az
integralszamitas alapfogalmai” cimli munkdjaban publikdlt egy olyan apparatust, mely
tulajdonképpen alig marad el a mai fejlettség mogott. Ebben a miiben a hatarozatlan integral
mellett, amit egyébként Euler teljes integralnak nevezett, emlitést tett a hatarozott integral
fogalmarol is. Az elnevezést azonban majd csak 1779-ben vezette be Pierre Simon Laplace
(1749-1827), akit ,,Franciaorszag Newtonaként” szoktak emlegetni. Szabatos megfogalmazast

pedig Cauchy, illetve Riemann (1826-1866) német matematikus altal nyert.
4.9 Variacioszamitas

A variacioszamitas az analizisen beliil a fliggvénytannak olyan része, mely fizikai
problémakra alapozva a matematika eljarasaival jut eredményre. Kialakulasat az 1696-ban,
Johann Bernoulli altal kitfizott feladathoz szoktak kétni, mely a brachistochron®®-probléma
nevet viseli. A feladat szerint adott két, kiilonb6z6 magassagban, de nem azonos
figgdlegesben elhelyezkedd pont. Meg kell talalni azt a gorbét, amelyen egy tomegpont
csupan a nehézségi erd hatdsara a legrovidebb id0 alatt ér az egyik pontbol a masikba. A
feladat megoldasara, miszerint a gorbe egy ciklois'®, a Bernoulli testvérek, Newton, Leibniz és
L’Hospital is rajott. A kor matematikusai késébb szamos hasonld problémat vetettek fel és
oldottak meg, amelyek végiil a varidcioszamitas elméletének kialakulasahoz vezettek,
melynek alapjait Euler és Lagrange dolgozta ki. A variacioszamitas megalapozasa hozzajarult

a differencialegyenletek elméletének kialakuldsahoz.

4.10 A differencialegyenletek

Ahogy mar sz6 volt rola, a matematikai analizis a 18. szdzad folyaman nagy
valtozasokon ment keresztiil. A legfontosabb valtozas talan az, hogy olyan részteriiletekre
bomlott, illetve olyan &gazatok kiiloniiltek el és valtak ki beldle, melyek a késébbiek
folyamadn 0©nalldé tudomanyos teriiletként 4&lltak a kutatdsok kozéppontjaban. Ilyen
résztudomany a differencidlegyenletek elmélete is, mely kialakuldsdnak eldzményei szintén a
torténelemi eseményekben gydkereznek. A 18. szdzadi gazdasagi és politikai fejlédésekkel
parhuzamosan valtozas indult meg a tudomanyok terén is, mely elsésorban a fizika és a
technikdval szorosan Osszefiiggd tudomdnyos teriiletek igényeit igyekezett kielégiteni. A

differencidlegyenletek elmélete pedig pont az ehhez sziikséges matematikai leirast nyajtotta a

3 legrovidebb idejii
14 egy egyenesen, cstiszas nélkiil gordiild kor egy keriileti pontjat leiré sikgorbe
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felmertiilé problémakhoz. A hurok és a 1égoszlopok rezgéseinek leirdsan kiviil tobb természeti

jelenséget sikeriilt differencidlegyenletekkel jellemezni.

Matematikai szempontbdl a differencidlegyenletek olyan egyenletek, amelyek
kapcsolatot teremtenek a keresendd fliggvények, azok differencidlhanyados-fliggvényei, és
azok valtozoi, valamint konstans mennyiségek kozott. Az ilyen egyenletek megoldasa az
integralszamitas altalanositasa, hiszen a differencidlhanyados-fliggvény ismeretében kell
keresniink a primitiv fliggvényt. A differencidlegyenletek kozott megkiilonboztetiink tobb
felét, hiszen kozonséges differencidlegyenletnek azokat nevezziik, melyekben csak egyetlen
figgetlen valtozd szerepel, a tobbvaltozojiakat pedig parcialis differencidlegyenleteknek
nevezziikk. Az egyenlet rendjét a differencidlegyenletekben eléforduld legmagasabb rendii
differencialhdnyados-fliggvény adja, homogenitasa pedig attdl fligg, hogy az egyenletben van-

e allando tag vagy olyan tag, melyben csak a fliggetlen valtozé szerepel.

A kozonséges differencialegyenletek elméletének elsé megalkotdi Johann Bernoulli és

Jacopo Francesco Riccati (1676-1754) italiai matematikus volt.

Az els6 ehhez kapcsolodo feladatot Jacob Bernoulli tiizte ki testvérének 1695-ben, aki
meg is oldotta az y'+ P(x)y =Q(x)y™ elsérendii, nemlinearis, homogén,
fliggvényegyiitthatos differencialegyenletet. Ugyancsak Johann Bernoulli alkalmazta elészor
az integralo tényezovel vald szorzas modszerét 1692 koriil, mely — mint késébb kideriilt — a
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 alakt differencialegyenletek megoldasanak altalanos modszerét
adta. Fontos alapja volt a nemlinearis differencialegyenletek elméletének az 1724-ben, Riccati
altal irt tanulméany, melyben a y' + ay? = bx™ alaku egyenletet vizsgalta. Ezt altalanositotta
1738-ban Euler az y' = P(x)y? + Q(x)y + R(x) egyenletté, ahol az egyiitthatok folytonos
fliggvények.

A differencidlegyenletek elméletén beliil a 18. szdzad masodik felében és a 19. szazad
elején fizikai, csillagdszati, technikai alkalmazhatésaguk révén elétérbe keriiltek a parcidlis
differencialegyenletek, melynek megalapozoiként emlithetjiik Jacob Bernoulli fiat, Danielt,
¢s D’Alembertet ¢és Eulert, akik az egyenletek megoldasat a kozonséges

differencidlegyenletekre vald visszavezetésben keresték.

A fizikdban, a rezgések jellemzésére is alkalmasak voltak masodrendli parcidlis
differencidlegyenletek, melyek kozott nevezetessé valt a hurrezgés differencialegyenlete:

%y _ 5 9%y

5z = @° 5= Bzt az egyenletet eldszor 1747-ben D’Alembertnek sikeriilt felirnia, és az

y = f(x + at) + ¢(x — at) altalanos megoldast megkapnia.
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Leibniz, Johann Bernoulli, Riccati és D’Alembert mind hozzajarultak munkajukkal és
kutatasaikkal ahhoz, hogy a 18. szazad elejére a differencidlegyenletek megoldasaval
kapcsolatban 6sszegyil6 oriasi mennyiségii anyagbol kialakuljon egy olyan altalanos elmélet,
melynek alapjait Euler Az integralszamitds alapjai cimii mivében fejthetett ki. A konyv a
kozonséges €és a parcialis differencialegyenletek Osszefoglalasat tartalmazta az akkori

legujabb eredményekkel egyiitt.

5. Osszefoglalas

Szakdolgozatomban igyekeztem a matematikai analizis kialakulasat és fejlodését ugy
Osszefoglalni, hogy a torténelmi eseményekre épitve tartalmazza a fejlodés legfontosabb
mozzanatait és a hozzajuk kapcsolodd tudosokat, matematikusokat. Fontos volt szamomra,
hogy olyan matematikai problémakat emeljek ki és elemezzek, melyek egyrészt eldsegitették

az analizis kibontakozasat, masrészt matematikatorténeti szempontbol is igen érdekesek.
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