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Bevezetés

A szakdolgozat megirasakor elsddleges szempont volt szamomra, hogy az analizis t¢émakdrébdl
valasszak témat, mert az egyetemi évek alatt ez a targy nyerte el leginkabb a tetszésemet. Ezen beliil
a nevezetes egyenldtlenségeket valasztottam, mert kozépiskolai matematikatanarként képzelem el a
jovOmet és ez a téma jol illeszkedik a kdzépiskolai tananyagba, ezért a dolgozat f6 vazat ez képezi.
Természetesen azt is bemutatom, hogyan épiil az altaldnos iskolai tanulmanyainkra az
egyenl6tlenségek alkalmazasa, ravilagitva ezzel a matematikaoktatds folyamatara. Masrészt pedig
fontos alkalmazasként sz¢élséérték-feladatokat oldunk meg.

A dolgozatban helyet kaptak még olyan egyenl6tlenségek, amelyek ugyan nem képezik részét a
normal oktatasnak, de megértésiik nem kivan komolyabb elméleti hattértudast. Amennyiben tobb
lenne a kerettantervben a matematika 6rak szama, a tanitasukra is sort lehetne keriteni a gimnaziumi

oktatasban, mivel a tanuloktol nem igényelnek erén feliili tudast.

Az egyenlétlenség definicioja

- Két mennyiség nagysagat 0sszehasonlito allitas. Két valos szdm haromféle nagysag szerinti
relacioban allhat: az egyik nagyobb, vagy kisebb a masiknal, vagy pedig a két szdm egyenld. Ezeket
a < (kisebb), > (nagyobb), vagy = (egyenld) relacios jelekkel, illetve e jelek kombinacioival
fejezziik ki.

Egy masik megkozelitésbol pedig:

- Ha két szam vagy algebrai kifejezés a > (nagyobb), < (kisebb), # (nem egyenld), >(nagyobb vagy
egyenld), < (kisebb vagy egyenld) jelek valamelyikével van 6sszekapcsolva, akkor azt
egyenlétlenségnek nevezzik.

Az egyenldtlenségekkel a tanuldk altalanos iskola also osztalyaban talalkoznak elészor. Akkor
még csak konkrét szamokkal van ismertetve az egyenldtlenség, példaul szdmok sorba rendezése,
illetve szamok kozelitd helyének megkeresése a szamegyenesen.A tobb-kevesebb fogalom
szemléltetésével probaljak az alapvetd Osszefliggéseket kozérthetdvé tenni a tanulok szamara, és
egyben bevezetni Oket az egyenldtlenségek alapjainak rejtelmeibe. Ekkor tanuljak meg a kisebb,
nagyobb, nem nagyobb ¢és nem kisebb szavak matematikai megfeleltetését. Ez a késObbiek
folyaman boviilni fog a legfeljebb, legalabb, minimum és maximum kifejezésekkel.

Az altalanos iskola felsébb osztalyaiban tanuljak az egyszerii elséfoku egyenletek és

egyenldtlenségek megoldésait.



Ekkor lehet kifejleszteni a tanulok megfeleld szovegértési képességeit a szoveges egyenldtlenségek
felirasaval.

A késébbiekben, azaz a 6. osztalyban mar taldlkoznak a fiiggvényekkel és megtanuljak
abrazolni is Oket, viszont csak 8. osztalyban érik el azt a szintet, hogy specialis ponthalmazokat
abrazoljanak a sikon. Olyan fiiggvényekre tdmaszkodva, amelyekkel ezévben ismerkednek meg,
mint példaul az abszolutérték-fliggvény. Az alabbi két feladatban is csak ennek a fliggvénynek az
ismerete sziikséges.

Abrazoljuk az aldbbi ponthalmazokat!

a, x|- |y|s 1

b, [x-y<1

1. abra



2. abra
Mas vonatkozéasban is el6keriilnek a relacios jelek: bizonyos geometriai alakzatok

megfogalmazasahoz is sziikségesek.

- Korlapnak nevezziik a geometridban egy sik azon pontjainak halmazat, amelyek a sik egy
meghatarozott pontjatol adott tavolsagtol nem tavolabb vannak.

- A korgytrli pedig két kiilonb6zd sugart azonos kézéppontu korlap altal hatarolt sikrész.

A 7-8. osztalyos tananyagban megjelenik a szdmtani és mértani sorozat, de ekkor még csak
az atlagszamitasban van rutinjuk, amelyet a kerettanterv valtoztatasainak fiiggvényében 5. év végén,
illetve 6. osztalyban tanulnak.

A gimndziumi elsé osztalyos anyagban keriilnek eld a nevezetes kozépértékek €s a koztiik

1év6 relaciok. A megszokottol eltérden egy trapéz segitségével szemléltetjiik a nevezetes kdzepeket.



Nevezetes kozépértékek és tételek két szam esetén

Szamtani kozép

+
Definicid: g, b > 0 szamok szdmtani (mas szoval aritmetikai) kdzepe: A(a;b) -4 5 b .
A a B
K 7 X
D ¢ C
3. abra

Allitas: A trapéznal a parhuzamos oldalparok szamtani kozepe maga a kozépvonal (lasd 3. abra):

atc
2

X =

Bizonyitas:
A trapéznal (4. abra) jeldltiik azon magassagvonalakat, amelyek két derékszogli haromszoggé és

egy téglalappa daraboljak. Az ADP és BOC derékszdgli haromszdgekben, F,R és SF, szakaszok

D QC

hossza: PT = Ebbdl egyértelmiien lathato:

PD,QC_. PD+QC _

x=at at
2 2 2 2 2
A - B
| 1 R S s
X
D C
P . Q
4. abra



Meértani kiozép

Definicio6: a,b> 0 szamok mértani kozepe: G(a;b) = Valb.
A g =
X
D = o
5. dbra

Allitas: A trapézban a két alap mértani kozepének felel meg az a szakasz, amely parhuzamos

ezekkel és két egymashoz hasonlo trapézra szeli az eredeti trapézt (lasd 5. dbra): x = vac
Bizonyitas:
A 6. abran keletkezett trapézok hasonlosadga miatt:

a X
X C

. ha ez teljesiil, akkor a keletkez6 két trapéz, APOB és PDCQ hasonloak, mert a szogeik

megegyeznek, ezért  x = vac.

A 2 B
ml
" Q
m,
D - C
6. abra



Harmonikus kozép

1 2 20a Ub
Definicié: a,b> 0 szamok harmonikus kozepe: H (a;b) = = =242

L, 1,1 a+h

a b a b
2

A 2 B
P X T Q
D = g
7. abra

Allitas: Az alapok harmonikus kézepe annak a szakasznak a hossza, amely parhuzamos az

2ac

alapokkal ¢s tartalmazza az atlok metszéspontjat (lasd 7. abra):  x =

atc

Bizonyitas:

8. abra

Az ATB haromszog hasonldé a CTD haromszoghoz (8. abra), ezért a_:, igy
c r



atc rt+s

Legyen PT = y, ekkor a parhuzamos szel8szakaszok tételébdl kovetkezden az ADB

. " r c ; - _ac
haromszogben: Yo I - , ezért y=

a r+s atc atc

Az ABC haromszdgben is

ac
elvégezhetiink hasonl6 jellegli szamitast, igy eredményiil 70 = — Ebbdl az lathatd, hogy T a
atc

2ac
PQ felez6pontja, és x = .

atc
Négyzetes kozepek

. _ a2 + bZ

Definicid: a,b> 0 szamok négyzetes kozepe: Q(a;b) - >

A 2 B3

D po C

9. abra
Allitas: Az alapok négyzetes kozepének hossza megegyezik annak a szakasznak a hosszaval, amely

parhuzamos az alapokkal és az eredeti trapézt két egyenld tertiletli trapézra vagja (9. dbra).

Bizonyitas:
Az ADCB trapézbdl kivagtunk egy téglalapot, melynek oldalai a (alap) és m (magassagvonal)

hosszuak.



a

10. abra

Az igy keletkezett két derékszogli haromszoget pedig a magassagvonal mentén egymashoz

illesztjiik. Az illesztés utan keletkezett APQ ¢és az 4DC haromszdgek hasonldak. Az alapok

2
, c-a , . .. , c-a c-al\m t+tm .
aranya , ezért tudjuk, hogy a teriiletek aranya ( ) = ( )( ! 2) , vagyis:
xX-a (x-a (x'a)ml
m c-a - . , .
—24+1= . Bzt atrendezve "2 - €~ 4 _ 1= adddik a magassagok aranyara. A
m, x-a m_ Xx-a xX-a

trapézok teriiletének aranyara pedig

]
m 2_ 2
0 2 0_matx_x-aatx_Xx -a

Hc+xH m,ctx c-xctx c-x
m,

02 0
x’-a’
Ha a két trapéz teriilete egyenld, akkor ——— = 1.
c - Xx
a’+c’
Az egyenletet megoldva X =




11. abra

Allitas: A kovetkez6 egyenldtlenségek allnak fent, amennyiben a és b pozitiv szamok.
H(a;b) < G(a;b) < A(a;b) < Q(a;b)
Megjegyzés: Egyenldség akkor, és csakis akkor szerepel, ha a, b értéke megegyezik.

Geometriai és szamtani kozepek kozti egyenlotlenség

. at b
Allitas: ha q,b > 0 szamok, akkor valb < 5

1. Bizonyitas:

Ha két pozitiv szam vagy kifejezés kozott fennall egy relacio, akkor a négyzetre emelés soran ennek

az iranya meg0rzddik. Mivel a kifejezések pozitivak voltak

a’+ 20alb+ b?
7 .

alb <

A fenti egyenl6tlenséget 4-el beszorozva és rendezve az alabbi 6sszefiiggést kapjuk:
0< a*+20alb+ b> - 40alb = (a- b).

Ez pedig mar nyilvanvalo, mivel egy valos szdm négyzete nemnegativ.

Az egyenldtlenség szemléletes bizonyitasa pedig a kovetkezo:

10



12. abra

2. Bizonyitas:
Az r vonal jeloli a kor sugarat, a szaggatott vonal pedig egy olyan magassagvonal, amelyhez
tartozo haromszog az adott kor a&tmérdjére lett irva.

Egyértelmiien latszik, hogy barmelyik derékszogii haromszdg esetén a magassagvonal kisebb
vagy egyenld, mint a sugar ¢és egyenldség csak az egyenld szara derékszogl haromszog esetén all
fenn. Ezt a bizonyitast a 10. évfolyamban érdemes elmondani, amikor lehet mar hivatkozni a
magassagtételre: a derékszogli haromszog atfogdjahoz tartozd magassag az atfogdt két szakaszra

osztja és az atfogodhoz tartoz6 magassag e két szakasz mértani kozepe (12. abra).

Harmonikus és geometriai kozepek kozti egyenlotlenség

Allitas: haa,b> 0 szamok akkor : 2. 1

Az egyenlGség csak akkor teljesiil, ha a = b.

Bizonyitas:

A harmonikus kozép a két szdm reciprokdbdl képzett szamok szdmtani kdzepének a reciproka. Ha
ismerjik a szadmtani ¢és mértani koézepek kozotti egyenlOtlenséget és tudjuk, hogy egy
egyenlbtlenségnek a reciprokat véve a relacids jel megfordul, akkor az aldbbi egyenl6tlenséget

kapjuk:

11



< S valb = G(a,b)
[P TP
a b a b \Ia[lb

2

Szamtani és négyzetes kozepek kozti egyenlotlenség

Allitas: g, b > 0 szamok esetén:

a+b< a’+ b*
2 o\ 2

Mivel mindkét oldal pozitiv, ezért négyzetre emelhetiink és beszorzunk néggyel

Bizonyitas:

(a+ b)? < 20(a? + b?)
A zardjeleket felbontva

a’+20albh+ b> < 20a* + 20B°
A tovabbiakban atrendezziik az egyenletet
0<a’*-20alb+ b?
¢és a nevezetes azonossagok segitségével egyértelmiien adodik az allitas: 0 < (a - b) ? '

Ennek az egyenldtlenségnek az ismeretében mar meg tudunk oldani néhany specidlis szélsdérték-
feladatot.

Példa 3

Egy pozitiv szam és reciprokanak 6sszege mindig nagyobb vagy egyenld, mint kettd.

a+122 (aDR+)
a

12



Megoldas: A bizonyitashoz csak az @ és — szamok szdmtani és mértani kdzepe kozotti

a
egyenldtlenséget kell felhasznalnunk:
at —
A= a,
2
1
G=4lal— =]
a

HaA2 G, akkor 24 2 2G =2, ami maga az allitas.
Példa 4
Adott 4cm sparga, mekkora maximalis teriiletii téglalapot tudunk beldle 1étrehozni?

Megoldas: Ha a kertilet 4cm, akkor a két kiilonboz6 oldal hosszanak dsszege 2 cm. A rovidebbik

oldal legyen x hosszsagu, a hosszabbik 2 - x hosszusagu. Ekkor a teriilet: x(2 - x) .

Most ahelyett, hogy fliggvényt elemeznénk, a szamtani és mértani kdzepek kozti egyenldtlenséget

alkalmazzuk az a = x és b = 2 - x valasztassal:

[x(2- x) < M

2

Mivel a jobb oldal értéke 1, ezérta v x(2- x) kifejezés maximalis értéke 1, ha x = 2- x, ebbdl

kovetkezik, hogy x = 1, tehat a téglalapunk négyzet. Ekkor a minimalis teriilet 1 cm? .
Példa 5

. e bc  ac  ab
Legyenek a,b,c valds pozitiv szamok, ekkor: —+ —+—2atbtc.

a b c

Bizonyitas: Ha igaz az éllitas, akkor mindkét oldal kétszeresét véve

jbe , ac, abfj, e, ac, ablly hav 2b+ 2c
Jda b ¢ Oa b c]

13



adodik, €s ligyesen csoportositva a tagokat

be,ac, ab ac ab, b_c> 2a+ 2b+ 2c¢, végiil:

a b c b c a

_+ _H+ _+ _H+ 1%+ S 20+ 20+ 2c.
Jc al

Mivel az el6zéekben mar bebizonyitottuk, hogy egy szdm és reciprokanak dsszege legalabb 2, ezért
ez utobbi egyenldtlenség érvényes, igy az eredeti is.

Ezekhez a feladatokhoz a kozépérték fogalmaval kellett tisztaban lenni, kdzvetlentil a tanult
anyagrész utan a gyakorldoran szerepeltetni is lehet Oket.

A harmonikus kozép sajatossdgaként megemlithetjiik az atlag és az atlagos sebesség kozti
kiilonbséget. A fizikaban megtanultuk az egyenes vonalu egyenletes mozgasnal az atlagsebesség
fogalmat (az atlagsebesség az a sebesség, amellyel a testnek mozognia kellene ahhoz, hogy egy
adott utat, egy adott id6 alatt fusson be) amelynek a szamértéke a sebességek harmonikus kdzepe.
Ez egy kicsit furcsan hangzik, mert az atlag sz6 kapcsan els6sorban az aritmetikai kozépre
gondolunk, de az nem ad helyes megoldast.

A koznapi el6fordulasat a gyakorlati €letbdl vett kivald példaval szemléltetném:
Példa 6

Egy autds A varosbol B -be utazik, majd ugyanazon az tton vissza. Kocsija odafele 10km-
enként, visszafele 15km-enként fogyasztott egy-egy liter benzint. Atlagosan 1 liter benzinnel
mekkora utat tudott megtenni?

Megoldas:

Mivel sem az aut6 altal megtett t, sem az ehhez sziikséges idd nincs megadva, igy bevezetjiik az s

s
paramétert az ut hosszara, x -et pedig az 1liter benzinnel megtett Uit hosszara. Ekkor odafele 10

S s _2s

S ..
mig visszafele — liter benzin fogyott. Osszességében: —+ — = —.
10 15 «x

Alakitva az egyenletet

14



! + i: %,ebbél

Yo 2
10 15 x 2 1,1
Atlagosan tehat egy liter benzinnel 12 km-t tett meg.

Tobb mint egy év kihagyds utan ujra eldtérbe keriilnek a nevezetes kozépértékek és a
hozzéjuk kapcsolodo tételek, most mar azonban nemcsak két pozitiv szam van megengedve, hanem
tetszéleges n darab pozitiv szam. Az emeltszintli matematikaoktatas szerves részét képezik azonban
a matematika tudomany specialisabb rétegeit képviseld, a kozépiskolai matematikatol jobban
elvonatkoztatott tananyagon feliili esetek ismerete is a tanulok szamara. Tobbek kozott ezekhez a
részekhez tartozik a Jensen-féle egyenldtlenség, a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlétlenség
és tarsaik, melyeket a gimnaziumi matematikaversenyeken (pl..KOMAL) a szervezok elszeretettel
szerepeltetnek. Igénylik azt, hogy a didkok ismerjék is ezeket a tételeket, amelyek ugyan nem
altalanosan megkovetelt ismeretek, de azoknak, akik ezzel szeretnének majd a tovabbi életiik soran
foglalkozni elengedhetetlen szintkdvetelmény.

Miel6tt részletesen kitérnék az egyenldtlenségek bizonyitasara, elengedhetetlennek érzem a Holder-

¢s a Cauchy- Bunyakovszkij - Schwarz-egyenlétlenség megemlitését.

A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlotlenség

Allitas: Tetszbleges 4, ,...,4;,...a, és b, ..., b, ....b, valos szamokra fenn ll a

la,b, + ...+ a,b,| < NJal + .+ al bR+ .+ b]
Bizonyitas: tetszbleges i, j =1... n esetén legyen
- 272, 272 _ _ _ 2
A= ab’+ a’b? - 2aabb, = ab, - ab) 20

Haaz 4, ; szamokat dsszeadjuk minden /<i<j<n-re, akkor a kovetkezd kiilonbséget kapjuk:

n n n 2
A4, = Ez afggzlbfg_gz ab, E a2+t a2)dpi et B2)-(ab ot ab,)

n
ig=1 =1 = 1

Mivel az 4, ; 2 0 ,ezért az 6sszegiik is, igy a fenti allitasbol adodik az allitas.

15



A kozépiskolabol mar jol ismert skalaris szorzas @, p vektorok esetén a Cauchy-Schwarz-

Bunyakovszkij-egyenldtlenségnek az a specidlis esete, amikor sikban kell gondolkodnunk. A

tananyagban szerepld definicidja:
alb = |al ['Z;‘ (cosd
Tétel:
alb=a, b+ a,b,.
Eredményeként: |C_l| [‘E ‘ leosd = a,[b, + a, b, -t kapjuk
Azt tudjuk, hogy cosd értéke -1 és +1 kozott valtozik. Mivel a vektorok hosszat tigy kapjuk meg,

hogy a koordinataik négyzetdsszegébdl gyokot vonunk, akkor a négyzetre emelés soran mar

megjelennek a kivant kifejezések. Mindkét oldalon pozitiv szdmok szerepelnek és cos’d -rdl

tudjuk, hogy pozitiv és legfeljebb 1 lehet, ezért igaz az alabbi becslés:
la|* 08| > |a|” 08| Ceos?$ .
A fentiekbdl kiindulva, és azt kifejtve adodik az egyenlétlenség:

(a12 t azz)(blz t bzz)z (alz t azz)(blz t b22)COS2z9 = (ab, + a,b, ).

Holder-egyenlotlenség

Allitas: Legyenek p és g olyan pozitiv szamok, amelyekre — + — = 1. Ekkor tetszéleges @;»---,4,
P 49

és by,....b, valos szamokra

q

<Al + .t |ay)” Bb| .t

|alb1 t...tab, b,

Megjegyzés: Azon specidlis esetben amikor p = g = 2 a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-

egyenldtlenséget kapjuk.
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Nevezetes kozépértékek és tételek tobb szam esetén

Szamtani kozép:

n darab pozitiv szdm szamtani kdzepe a szdmok 0sszegének és az n szamnak a hdnyadosa:

ata,t..ta

A= n (a,,a,,...,a, > 0)

n

Mértani kozép:

n darab pozitiv szdm mértani kézepe a szamok szorzatanak n-edik gyoke:

G=%a la, . la, (a,,a,,...,a, > 0)

Harmonikus kozép:

n darab pozitiv szam harmonikus kdzepe a szamok reciprok értékébdl szamitott szamtani

kozepének a reciprok értéke:

i+ L+”_+L (al,az,...,an> 0)

Megjegyzés: Az elnevezést onnan kapta, hogy az

1 1 1
o+t
2 3 4

harmonikus sorban a masodik tagtdl kezdve minden tag két szomszédjanak harmonikus kdzepe.

Négyzetes kozép:

n darab pozitiv szam négyzetes kozepe négyzetgyoke a szdmok négyzetének szdmtani kdzepének:

2 2 2
a ta, t...ta
E \/ 1 2 n (a,,a,,...,a, > 0)

Sok kiilonféle ismert bizonyitas 1étezik a szdmtani és mértani kdzépérték tétellel kapcsolatban, az

alabbiakban a Riesz Frigyes-féle bizonyitast ismertetjiik.
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Riesz Frigyes
Tanulmanyai:

Fels6foku tanulmanyait a ziirichi miiegyetemen, majd a budapesti egyetemen ¢€s a gottingeni

egyetemen veégezte.
Munkassaga:

A szegedi Ferenc Jozsef Tudomanyegyetem Matematikai és Természettudomanyi Karan a

Matematikai Intézetben munkalkodott, majd a Bolyai Intézet vezetd professzora lett. Késébb
Horthy Mikl6s Tudomanyegyetemen vezette a Bolyai Intézetet. A Matematikai és
Természettudomanyi Kar dékani tisztét toltotte be, késdbb kinevezték rektornak is. Halalaig a

budapesti tudomanyegyetemen tanszékvezetd egyetemi tanara volt.
Matematikai munkassaga:

A szegedi egyetemen a matematikai ¢€let felviragoztatasaban tagadhatatlanul uttérd szerepe volt. E
tekintetben kiilondsen nagy jelentdségii a Haar Alfréddel kozdsen inditott Acta Scientarum
Mathematicarum cimi szakfolyoirat, mely a mai napig vilagszinvonalti a matematikai szaklapok
kozott. Kutatdsai szertedgazoak, de nagyrészt az analizis témakorébe tartoznak, mint a legismertebb
eredménye is a Riesz-Fischer-tétel. A funkcidanalizis az 6 munkai nyoman valt a matematika egyik

fontos agava.

Riesz Frigyes bizonyitasa

Az a,=a,=_=a, esetben nyilvanvaloan egyenldség teljesiil, hiszen ekkor
a t...ta
- 1 n -
A =—"=1%a,...qa,.
n

Ha a szamok nem egyenldk, feltehetjiik, hogy van kozottiik legkisebb és legnagyobb elem, példaul:

min(al.) =a < A4,<a,= max(al.)(ls i< n)

Ebben az esetben helyettesitsiik a, helyébe A, -et, @, helyébe pedig az a, + a, - A, kifejezést.

fgy a szamtani kozépérték nem valtozott, mivel:
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a mértani kozépérték ellenben nét (esetleg nem valtozott):

An(al ta,- An)_ aa, = (al - An)(An - az)2 0.

A szamok kozt most mar az A, elem tobbszor van jelen a csere miatt. Ezzel az eljarassal véges sok
1épésben A, -re cseréljitk az dsszes elemet, mikdzben a szamtani kozép ugyanaz marad, a mértani
kozép pedig fokozatosan nd (esetleg valtozatlan marad). A miivelet végén elérjiik a bizonyitas

elején mar megfogalmazott egyenldséget, és ezzel a tételt is bizonyitottuk.

Szemléletes példak a tétel alkalmazasara

Példa 7

Egy téglatest egy csticsbol kiinduld élei mérédszamanak dsszege 45. Legfeljebb mekkora lehet a
téglatest térfogata?

Megoldas: Az abc maximumat keressiik, ha a + b + ¢ = 45. Felhasznalva a mértani €s a szamtani

kozép kozotti osszefiiggést: 3/ abc < MTM = 15,azaz abc < 3375, és egyenldség akkor €s

csak akkor all, ha a = b = ¢ = 15, azaz ha a téglatest kocka. A maximalis térfogat tehat: 3375 cm?.

Példa 8

Az a, = H1+ lH sorozat feliilr6l korlatos.
0 nl

Bizonyitas:

A kovetkezd n + 2 db szamra felirva mértani €s a szdmtani k6zép kozotti 6sszefiiggést:
SRR TR PR
0 n00 n0 0 nO022

n
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1 1 1
1711 H1+Hn+2+2
oo+ LB plpl - 0~
0 nQd 2 2 n+ 2

A kifejezéseket rendezve:

W%le + lH Di <1, innen  (n+ 2)-edik hatvanyra emelve, azutan rendezve az
0 nl

egyenletet:
die Ll <4
0 nl

adodik, és ez minden n természetes szamra teljesiil, azaz a sorozat fels6 korlatja 4.

Megjegyzés: Az ismert tétel szerint, ha egy sorozat monoton névé és feliilrdl korlatos, akkor
konvergens. Ezt azonban bonyolultabb belatni, s6t ha a felsd korlatjanak a 3-at valasztanank, mar
akkor sokkal specidlisabb bizonyitast igényelne a feladat. A fenti sorozat hatarértéke éppen a

nevezetes e szam.

A tétel sulyozott valtozata

Allitas: Ha 4,,...,a, nemnegativ valds szamok, p,,..., p, pozitiv valds szamok, amelyekre
p,t ...t p, =1 teljesil, akkor

al'...a’ < pa t...t p,a,.
Egyenl6ség csak akkor all fenn, ha @, = ...= a, . Ezt az allitdst nem bizonyitjuk

1
Megjegyzés: Ennek P, = ..-P, = " specialis esete a szdmtani és mértani kozepek kozti

egyenldtlenség tétele.

A geometriai és harmonikus kozepek kozotti egyenlotlenség:

n
; <ila,...a,
Allitas: 0< a,,...,a, szamok esetén 1 A

a, a

n

Bizonyitds: Legyenek a,,...,a, pozitiv valos szamok. Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kdzép
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kozti egyenldtlenséget a szintén pozitiv valos i ,i szamokra:

al n
1
— 4+ . + —
1 1 q a,
Nl eee™ S -
a, a, n
A gyokvonds azonossagait alkalmazva:
1
e
1 a, a,
<
rla,...a, n
Mindkét oldal reciprokat véve készen is vagyunk:
" <ila,...a
I T SVa.-.a,
—t ot —
al an
Az egyenldtlenség iranya nem modosult, mivel mindkét oldalt pozitiv szamok allnak.
1 . ) .
Egyenldség akkor all fenn, ha — = ...= — vagyis @, = ...= @, hiszen ekkor a szamtani és

a,

n

mértani kdzepek kozti egyenldtlenségben egyenldség all fent.

A szamtani és négyzetes kozepek kozti egyenlotlenség

Allitas: 0< ay,...,a, szamok esetén =<

Bizonyitds: Alkalmazzuk a Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenldtlenséget aza,,...,a, ésa

b =..=b,=...=b, =1 szereposztassal.
Ekkor:
at..ta, < Jait ..+ a>n,
1
— - nel szorozva mindkét oldalt megkapjuk a bizonyitandd egyenlétlenséget.
n

Megjegyzés: Altalanosan az a,,a,,...,a, pozitiv szamok k-adik hatvany kozépértékének

nevezzik az:
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1
k k kmr
g - a ta,t...ta,
L =

kifejezést.
Specialis esetekben mar talalkoztunk velikk: S| a szamtani k6zép, S_, a harmonikus kozép, S,

pedig a négyzetes kozép.

Geometriai tulajdonsagok megfogalmazasa az analizis eszkozeivel

A konvexitas:

Amikor megismerkediink az elemi fiiggvényekkel, rogton taldlkozunk a konvexitas fogalmaval.

Definicio: A fiiggvény barmely ivdarabja az ivet atfogd huron vagy a hur alatt fekszik. Ezt a

tulajdonsagot alulrol konvexnek nevezziik (lasd 13. abra). PL.: y = x’ ,y=2"

o

C

a b C

13. abra

Ezzel ellentétben, ha barmely ivdarab az ivet 4tfogd huron vagy har felett fekszik, akkor a
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fiiggvényt alulrél konkavnak nevezziik. PL: y = - x 2 , V= Jx

Abban az esetben, ha egy gorbe konvex ivdarabjdhoz konkav ivdarab csatlakozik mint példaul az

y = x° fliggvény esetében, akkor a fiiggvény egy szakaszon alulrdl konvex, egy masikon pedig

alulrol konkav. Mas megfogalmazasban az ¥ = f(x) gorbe az (a,b) intervallumban alulrol konvex
, ha az intervallum barmely harom x, <X, <X; helyéhez tartozo J(x)), f(x,), f(x3) pontok koziil

J(*2) mindig az f(x,) f(x;) hiron vagy pedig alatta van. Ha a fiiggvényt abrazolé gorbe konvex
akkor a fiiggvényt is konvexnek nevezziik. A konkavitas definicidja annyiban kiilonbozik a
konvexitas definici6jatol, hogy f(x,) mindig az /(%) (x;) hiiron vagy felette van. A

fiiggvények fent emlitett tulajdonsaganak algebrai kifejezését az alabbiak folyaman részletezziik.

Vegyiink fel az x tengelyen hdrom kiilonb6zo pontot, a -t, & -t és ¢ -t. Ha az ac altal

hatarolt szakaszt p : g aranyban osztja b, akkor

>

-a_p
c-b gq

qlUa+ plc

-t kapjuk.
ptq

Ezt atrendezve b =

A4 -, _P

, = s behelyettesitéseket hasznalva,
qt p qtp

x=rla+ sle,

ahol, mivel belsé pontrdl van sz6 7 és S pozitivak €s Osszegiik 1. A /3. abra alapjan:

y- fla) _ 4B
fle)- v BC

amit atrendezve a kovetkezd egyenletet kapjuk:

a)t c
ye e prle s )
qtp
Ennek kovetkezményeképpen megfogalmazhatjuk a konvexitast, ha az intervallumhoz tartozo a, ¢

szdmokra és azonkiviil két 7,5 0 [0,1] szamra (ezek a sulyok) fennall a kovetkezo:

Slra+ s} if(a)+ sf(c).
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Az elézdekben targyalt egyenleteket stilyozott Jensen-féle egyenlétlenségeknek nevezziik. Ha

r = s = —, akkor konvex fiiggvényekre:

1
2

9

f@“;"@s f(a);f(C)

Amelyet szimmetrikus Jensen-féle egyenlotlenséget kapjuk. Ennek a szemlélteté megjelenése, hogy

a gorbe barmely hurjanak felezépontja a gorbe feletti sikrészben talalhato.

Egy masik megfogalmazas szerint: az f fliggvény konvex (konkéav) az | intervallumon ha minden
acll I és a<x<c esetén f(x) < (2 )ha’c(x) ahol,

nle)= L )

c-a

a har egyenesének egyenletét megado linedris fiiggvény.
Ha >, (<) all és nincs az egyenldség megengedve, akkor a fliggvény az adott intervallumban

szigortian konvex, (konkav).

A Jensen-egyenlotlenség

A Jensen-egyenlotlenség kifinomult kozos kiterjesztését adja tobb matematikai egyenlétlenségnek
is.

Allitas: Ha egy (véges vagy végtelen) I intervallumon az f fiiggvény konvex, @;,-..,a,U ||
Di»---» P, DOZitiv szamok, amelyekre p; t ...+ p, = 1 teljesiil, akkor

flpa+ .4 poa,)s pifla)+ ..+ p,fla,).
Ha f szigoruan konvex, akkor egyenldség csak az @, = ...= a, esetben teljesiil.
Ha f konkav, akkor az allitas forditott irdnyu egyenldtlenséggel teljesiil.
Bizonyitas: Teljes indukcidval bizonyitunk.

El6szor az = 2 esetben belatjuk az allitast, amely a konvexitasbol kovetkezik:

f(p1a1 * pzaz) < plf(al) ¥ pzf(az)'
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Tegyiik fel, hogy n-re teljesiil az éllités:f(pla] ot p,,an) < p]f(al) oot p,,f(an), és (n+1)-

re igazoljuk az 4llitast. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

p:ani, G:z’:p;li, ﬂ:ipif(ai)

ntl

A feltételek teljesiiléséhez sziikséges, hogyz p; = 1 ésminden i-re p, >0 legyen.
1

Az indukcios feltevés alapjan:

f(pa' t (1_ p)an+1) - f(plal ot pn+lan+1) < plf(al)+ ot pn+1f(an+1),

azaz flpo +(1- pla,.,) < pfla )+ (1- p)fla,., )< pB +(1- p)fla,.).
Mivel pa + (- p)a,, = pat..tp.a,.
és pﬁ + (1_ p)f(an+l) = plf(al)+ ..ot pn+1f(an+l)5

ezért az allitas a fentiekbdl mar kovetkezik

Példa 9

Az flx) =x? fliggvény konvex a nemnegativ valos szdmok halmazan, igy ha «,,...,a,
1

tetszOleges, Py = ---= P, ~ . akkor

2 2 2
Ha1+ Lt anH  q t...ta,
0

n i n

ami a szamtani és mértani kdzép kozotti egyenldtlenség.
Példa 10

Hasonloképpen a konkav f(x) =log x hasznélva azt kapjuk, hogy pozitiv @,,...,a, szdmokra

t...t 1 +...t1
logHa1 n HZ 284 05% - logz/a,...a, .
[

n 0 n

Mivel a jobb oldal va,...a, logaritmusa, a szdmtani €¢s mértani kozép kozotti
egyenldtlenséget kapjuk a logaritmus fiiggvény monotonitasa alapjan.
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Példa 11

A cos x fliggvény a E— E,EE intervallumra szoritkozva konkav. Az addicios képletekbdl adoddan.
22
f(xl) + f(xz) _ COosx; + CoSX, _ cos t X, cos LT X2
2 2 2 2

. m m

Mivel -ESxISE, —%s xZS%,xlixz,ezéﬂ
0_|x1+2x2|s%1gy0s cos 2 ¢ ]

Mésrészt pedi cosx1+x2c0sx'_x2<cosx1+x2‘fol+x2H

asrészt pedig, > Nk > o

Ezzel befejezettnek tekinthetjiik a bizonyitasi eljarast, tehat:

f(xl)+f(x2)s fol'i'sz'
2 0 2 [

A cosx fliggvény konkav mivoltabol kovetkezik az a tény, hogy az intervallumbdl vett x,, x,,...,

x, értékekre teljesiil az n-tagh szimmetrikus Jensen-egyenldtlenség:

CosXx, t COSx, t ...t COSX X, tx,+t...tXx
1 2 n S cos 1 2 n
n n

Az elézdekben hivatkozott feladat prototipusok megtalalhatéak a kdzépiskolai matematika
tankonyvek azon kiegészitd részében, amelyek az érdeklddo tanulok tudasvagyat hivatottak
kielégiteni. Nem része szervesen a matematika tananyagnak, csupan fejleszté szemlélteto,
tudasbovitd hatdsa miatt emlitik meg a normal gimnaziumi harmadikos matematika tankoényvek

lapjai.

Példa 12

Minden x-re fennallnak az |sin x| < |x| és 0< 1- cosx < x”egyenldtlenségek.

Mindkét esetben elég nemnegativ x-ekre igazolni az egyenldtlenséget a fliggvények paritdsa miatt.
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n
Ha 5 <X, akkor:

2 2
|sinx|< %< X, illetve 1- cosx< 2¢ E%@ < E%@ < x2.

n
Feltehetjiik, hogy X < 5 pozitiv szam.
Az els6 esetben legyen U = COSX és v = sinx,ekkor a cosx és sinx értelmezése miatt

k(t) = y/1- ¢* fiiggvény grafikonjanak az [u ,1] intervallum feletti iv hossza éppen x
(lasd a 14. abrat).

COEX

14. abra

gy mar konnyen lathato, hogy

0<sinx= v< \/(1- u)2 + (v- 0)2 < s(k;[u,l]) =X
A masodik esetben cosx2 0,

2 < 2
1- cos” x sin” x . 5 )
= <smn“x< x°,

1+ cosx 1+ cosx

1- cosx =

Példa 13

Egyszerii kozépiskolai meggondolasokat igényld a 2009-es oktoberi KOMAL feladatsorban B jelii
feladat: Az a, b, c oldalu, ¢ teriileti hegyesszogli haromszogre abc = a+ b+ ¢ teljesiil. Bizonyitsuk

be, hogy
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3.3

l<pg V3.
4

Alkalmazva a jol ismert teriiletképletet 2¢ = absiny = besing = acsinf , igy

t bt
sina+sin,8+siny:%+£+2—2:a—zcﬂ2t:2t-
¢ ac a abc

A bizonyitand6 egyenl6tlenség ezért:

3.3

2<sing +sinf +siny < ——

m
alakra is hozhatd. Mivel hegyesszdgli haromszogekrdl vanszo 0< a,f ,y < 5

. mo
Az f(x)=sin x fliggvény a HO, EH intervallumon szigortian konkdv, a Jensen-egyenldtlenséget

alkalmazva;

sing + sinf + sin .ot f+ .
3B VSSm B y:sm

Sibo

n
3
és az egyenlOség csakisaz 0 = f =y = 60° esetben valosul meg. Az als6 becsléshez ismerniink
kell a szogfiiggvények Osszegének szorzatta alakitdsanak menetét:

+ -
sinx+ sin y = 2sinx2ycosx2y.

Ha rogzitjiik x+ y értékét, akkor sinx+ sin y értéke egyenesen aranyos €OS értekével.

m n
A feladat feltételei szerint az a ,f ,y szogek nulla és 5 kozé esnek, ekkor B<5.

' m ... n : ,
Aza =0 +ty- By uj ismeretlent bevezetve, y - ES 0 miatt 0<a <0 .

=

oI . ,
Ebbdl kovetkezden ¢ ' + %: g +y és0<sy-ac¢< 3 o' < R ahonnan a cos x fiiggvény
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monotonitdsa alapjan a kovetkezd osszefliggés adodik:
. . . | . n . )
sin@ + siny 2 sing '+ s1nE: singd '+ 1.

n

Tudvan azt, hogy 0< ¢ ' < f < % és '+ f = o Az el6z6ho6z hasonld modon kapjuk, hogy

. . . . ' . . . I
sing tsinf + siny 2 sing '+ sinf + 1>sin0+ s1n5+ 1= 2.
Ennek alapjan a feladatban megadott also becslés a lehetd legnagyobb.

Szélsoérték-feladatok

A kovetkezokben szeretnék bemutatni néhany szélséérték-feladatot, amelyekben elkeriilhetd

a derivalas, ha észrevessziik a nevezetes kozépértékekkel kapcsolatos tanult dsszefliggéseket.
Példa 14

Adott egy korcikk, amelynek teriilete 16m* . Mekkoranak kell valasztani a sugarat, hogy a keriilete

minimalis legyen?

z 2RT
R - 16m? és kerillete K= 2R+

° o

Mivel a korcikk tertilete 7 = a,

ezért a teriiletbdl atrendezéssel kapjuk, hogy:
° 360° 16
R? = M, illetve R= ,/—,
na na

Tehét K=o/200*16 0, ma O
e 0 360°H

Haaz x- L paraméterrel dolgozunk a tovabbiakban, akkor

360°
1 1 1 2
K=2|-16[1+ x]= 2./~16+ 2 |~16/x* |
X X X

azaz tovabb alakitva
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K=2\/E+ 2JT6x = 8L+ SJ;:SH\/I+ \/EH
X X X

1
A < tx kifejezést kell minimalizalni, hogy megkapjuk a kertilet legkisebb értékét. Ehhez az

alabbi triikkot alkalmazzuk: . A szamtani és mértani kozepek kozotti

Foate”

egyenldtlenségek ismerete sziikséges az also korlathoz:

| 4y Jax
vagyis 6= ig=2¢Vx .
2

egyenldség akkor és csak akkor allhat fent, ha a két szam, amelyre alkalmazzuk az egyenlétlenséget

megegyezik.
1 1 P . . e,

Azaz |—= x , vagyis — = x amibdl kdvetkezik, hogy x=1, mivel az eredeti kifejezésben x
X X

pozitiv, csak ezt a megoldast vehetjiik figyelembe. A keriilet képletbe behelyettesitve K = 16m

adodik. Innen R’ = 16m°, vagyis R = 4m . A feladat geometriai tartalma miatt a negativ megoldast

nem vessziik figyelembe.

Példa 15

Hatarozzuk meg annak a 60 egységnyi keriiletli téglalapnak teriiletét, amelynek az 4tloi a lehetd
legrévidebbek.

Ismerjiik a kertiletet, igy annak a felét is a+b=30. Amennyiben a téglalapban behuzzuk az atlokat,

akkor derékszogli haromszogek keletkeznek. Pitagorasz tételébdl kovetkezik, hogy €= V a’+ b’

ahol e az 4atlo. A szamtani és négyzetes kozepek kozti egyenldtlenséget alkalmazva

a+b<\/a2+b2_ e atb

< = —=. Mivel
> > NG ive

-t ismerjiik, a keriiletbdl ezzel becsiilhetjiik az atfogot:
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154/2 < e. A minimalizalas sordn azt mar megtanultuk, hogy egyenléség akkor 4ll fent, ha a tagok

megegyeznek. Ebbdl kdvetkezik, hogy egyenldszara derékszoglh haromszoget kaptunk, melynek

terlilete 225 egység.

Példa 16

Hatarozzuk meg a 2 térfogat hengerek koziil a minimalis felszinfit!
2
.

A henger térfogata: r>mm = 21 ezért, 1rm =

2
A felszin képlete: A4 = 21 (r2 + mr) = 2n @rz + —@. Mivel 2 értéke allando, ezért elég a > + 2
r r

kifejezés értékét minimalizalni. A szamtani és mértani kdzepek kozti egyenldtlenségismeretében

Mivel az egyenldség akkor és csak is akkor all fent, ha a tagok megegyeznek.

,azaz r = | esetén minimalis a felszin, mégpedig: 4 = 2r Hr2 + EH = 6r.
0 rQ

Ezért, hogy r” =

N |-

Példa 17

Egy forgashenger magassaganak és sugaranak 6sszege 24cm. Valasszuk meg az adatokat ugy, hogy
a henger térfogata maximalis legyen!

A feladat szovege alapjan, ahol r a sugar és m a magassag r+ m = 24 .

A térfogat V = r’mm = rzﬂ(24- r).

V >
Mivel x értéke dllando, ezért elég — = 7 2(24 - 7) maximumét megtalélni. A sz&mtani és

r+r+48-2r
mértani kdzepek kdzotti egyenldtlenség miatt 3/ rr(48- 2r) < 3 = 16, egyenldség
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akkor all fent, ha = 48~ 2r Ebbdl kovetkezik, hogy » = 16cm és m = 8cm,

ekkor a térfogat 6430,72 cm” .

32



Irodalomjegyzék

- Laczkovich Miklos - T.S6s Vera: Analizis 1, Nemzeti Tankonyvkiadd, Budapest, 2005.

- Hajnal Imre: Matematika 1, Nemzeti Tankonyvkiad6, Budapest, 1996.

- Késedi Ferenc: Egyenlotlenségek, Tankonyvkiado, Budapest, 1965.

- Osszefoglalé Feladatgyiijtemény Matematikabol, Szerkeszté: Gimes Gydrgyné, Nemzeti
Tankonyvkiadd, Budapest, 2001.

- Sokszinii Matematika 10, Szerkesztd: Toth Katalin, Mozaik Kiadd, Szeged, 2002.

Internetes oldalak:
- http://www.okm.gov.hu

- http://hu.wikipedia.org/wiki
- http://www.komal.hu

33



	Tartalomjegyzék
	Bevezetés
	Az egyenlőtlenség definíciója
	Nevezetes középértékek és tételek két szám esetén
	 Számtani közép
	 Mértani közép
	 Harmonikus közép
	 Négyzetes közepek

	Geometriai és számtani közepek közti egyenlőtlenség
	Harmonikus és geometriai közepek közti egyenlőtlenség
	Számtani és négyzetes közepek közti egyenlőtlenség
	A Cauchy-Bunyakovszkij-Schwarz-egyenlőtlenség
	Hölder-egyenlőtlenség
	Nevezetes középértékek és tételek több szám esetén
	Számtani közép:
	Mértani közép:
	Harmonikus közép:
	Négyzetes közép:

	Riesz Frigyes
	Riesz Frigyes bizonyítása 
	Szemléletes példák a tétel alkalmazására
	A tétel súlyozott változata
	A geometriai és harmonikus közepek közötti egyenlőtlenség:
	A számtani és négyzetes közepek közti egyenlőtlenség
	 Geometriai tulajdonságok megfogalmazása az analízis eszközeivel 
	A konvexitás:

	A Jensen-egyenlőtlenség
	Szélsőérték-feladatok
	Irodalomjegyzék

