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1.1. Bevezetés

Szakdolgozatom célja, hogy a kdozép- €s emelt szintli képzés tiikrén keresztiil atfogd rend-
szert adjak a szE€lsoérték-feladatokrol az ismeretek altaldnos iskolai bevezetésétdl kezdve, a ko-

zépiskolai kiszélesitésen at, az egyetemi specializacioig.

Dolgozatom elsd szakaszdban a Nemzeti alaptanterv valamint a kerettantervek rovid is-
mertetése utan a szélsdérték-feladatok bevezetését, alkalmazasit kovetem nyomon ugy horizon-
talisan, mint vertikdlisan, a kiilonb6z6 tankdnyvcsalddok és iskolatipusok, illetve az egymésra
épiil6 évfolyamok vizsgalatdval. A kozépiskolai tanulmédnyokat lezaré kozép- és emelt szintii

érettségik témamhoz kapcsolddo kdvetelményeit is példakkal illusztralom.

A ko0zéps0 szakaszban kiegészitést adok a szélséérték-szamitas felsdoktatasbeli bemuta-
tasaval, felvazolva a kozépiskoldban megismert médszerek altalanositasait, folyoményait, ismer-

tetve az Uj modszereket.

Az utolsé szakaszban kozépiskolai matematika versenyek feladatai koziil valogatok, me-
lyek ugyan nem igényelnek szélesebb tuddsanyagot, de megoldasukhoz tobb intuicid sziikséges,

nem elegendd a sablonok hasznélata.

A dolgozat megirdsaval reményeim szerint egyben segitd kezet nyijtok onmagamnak a

tandrrd valdsban, a rendszerezéssel szimomra is nyilvanvalobba védlnak az 6sszefiiggések.

A képleteket a Microsoft Word program MathType alkalmazasanak segitségével készi-

tettem.

Koszonetet mondok konzulensemnek, Maus Palnak, aki nélkiilozhetetlen segitém volt a
megirdsban, szempontrendszert, latdsmddot adott, és mindig rendelkezésemre allt. Kdszonetet
mondok még kozépiskolai matematika tandromnak, K6tél Tamdsnak, illetve egyetemi profesz-

szoraimnak és tandraimnak, akik segitették a tanarrd valasomat.



1.2. A Nemzeti alaptanterv

A kozoktatds szabdlyozasara 1étrejott NAT legutobb kiadott, 2007-es dokumentuma mar
harmadik a rendszervaltas 6ta kiadott modern tantervek soraban - és 2012-ben tervezik kiadni,
mar csak elfogaddsra vér a legijabb, negyedik NAT. Di6héjban osszefoglalom az eddig kiadott

harom dokumentum lényeges pontjait.

o Azelsd NAT-ot 1995-ben adtik ki. Egy Magyarorszdgon akkor 4j, d.n. kétpdlusti szaba-
lyozas kozponti, relacids oldalat deklardlta - az iskoldk ehhez a kdzponti oldalhoz viszo-
nyitva definidlhattdk 6nmagukat, pedagdgiai programjukat, tanterviiket. A dokumentum
altalanos fejlesztési és részletes kovetelményeket fogalmazott meg az elsdé 10 osztaly sza-
mdra. A hagyomanyos oktatés tantargyakat elkiilonité gondolkodasa helyett a teljes tani-

tasi tartalom integralt szemléletére szolitott fel.

e A NAT-2003-ban megmaradt a kétpdlust rendszer, de a kovetelmények helyét fejlesztési
feladatok vették 4t, amelyeket immar a teljes kozoktatdsra, 1-12. osztalyig dolgoztak ki,
mivel id6kdzben a tankotelezettséget a 18. életévig meghosszabbitottak. A hangsuly a ta-
nulds kompetencia alapu jellegére keriilt, ezzel szinkronban megndtt a kiemelt fejlesztési

feladatok, vagyis a kereszttantervek jelentdsége és szerepe.

e A NAT-2007 tovéabbfejlesztette az altalanos fejlesztési feladatok és a kereszttantervek
koncepcidjit. A dokumentum megalapozta az EU altal javasolt kulcskompetencidk rend-

szerét, illetve az élet egészére kiterjedd tanulds szemléletét.
1.3 Alapelvek, célok

A dokumentum alapvetésként fogalmazza meg, hogy a matematikai gondolkodast, mint
sajatos emberi megismerési format kozvetitsiik. Kivdnatosnak tartja a tuddshalmaz spirdlis felépi-
tését, vagyis az absztrakcios képességek fejlodésével, a matematika teriileteinek folyamatos 0sz-
szeépiilése kozben szélesiteni az ismeretanyagot. Az elsd 6 osztalyndl hangsilyozza a késdébbi is-
meretanyag kell6 megalapozasanak fontossdgit, a felsobb évfolyamokndl pedig a tananyag diffe-

rencidldsat, igy a hasznosithat6sag elvének, mint a tanul6 egyedi igényeinek megfelelden.



2.1. Tantervek

Az altaldnos iskola 7-8. osztdlyos, a gimndziumi és az emelt szintl tanterveket a sz€lso-
érték-feladatokhoz kapcsolddé témakorok szempontjabdl vizsgdltam, a Mozaik Kiado6 éltal kia-
dott, illetve a Magyar Kozlonyben megjelent tanterveket haszndlva. Az emelt szint témakorei ko-

zill csak azokat jelzem, amelyek nem szerepelnek a kozépszintiiek kozott.

2.2. Altaldnos iskola 7-8. osztély

Osszefiiggések, fiiggvények, sorozatok

Fiiggvények egyszeri tulajdonsédgai ( tengelymetszetek, novekedés, csokkenés, szimmetridk,

fliggvényérték vizsgilata ).

Egyismeretlenes egyenletek, egyenldtlenségek grafikus megoldasa.

2.3.1. Gimnazium 9.osztaly

Fiiggvények, sorozatok

Kozépszint Emelt szint

A fiiggvény fogalma, elemi Az elséfoki-, masodfoku fiiggvények grafikonjainak elkészitése
tulajdonsédgai; abszolutérték  és a fliggvények elemi tulajdonsdgai. A monotonités, a szélsdér-
fiiggvény, masodfoku fiigg-  tékek, a korlatossdg fogalma. Kétismeretlenes egyenletrendszer-

vény. ek, egyenlOtlenségrendszerek grafikus megoldasa.




2.3.2. Gimnéazium 10.0sztaly

Logika

Emelt szint

A teljes indukcié moédszere, alkalmazdsa kiillonbozd tipusu feladatok megolddsaban.

Szamelmélet, algebra

Kozépszint Emelt szint

A masodfoku egyenlet megolddsa, Madsodfoku egyenletek, a megoldoképlet, a diszkrimindns.
a megolddképlet, osszefiiggés két | Masodfokira visszavezetheté magasabbfoku egyenletek
pozitiv szdm szdmtani és mértani  megolddsa. Mdsodfoku egyenletrendszerek. Szoveges fela-
kozepe kozott. Masodfoku egyen-  datok. Masodfoki egyenldtlenség megolddsa. Masodfokura
letre vezet6 szoveges feladatok. vezetd sz€élséérték-problémak. Mdsodfoku fiiggvényre visz-
Egyszerti masodfoku egyenldtlen- | szavezethetd gyakorlati és fizikai széls6érték-problémdk
ség megoldasa. megolddsa. n db pozitiv szdm szdmtani és mértani kdzepé-

nek dsszehasonlitasa.

Fiiggvények

Kozépszint

A négyzetgyok fiiggvény. A szogfiiggvények tulajdonsigai ( monotonitds, zérushelyek, szélso-

értékek), a fliiggvények abrazoldsa.




2.3.3. Gimné4zium 11. osztaly

Algebra

Kozépszint

Maisodfokura visszavezethetd egyenletek.

Fiiggvények

Kozépszint Emelt szint

A tanult fiiggvények tulajdonsagai ( zérus- | A monotonitds, a sz€1s6 értékek, a korldtossag fo-
hely, széls6érték, monotonitds). galma.

Geometria

Kozépszint

Tavolsag, szog, teriilet meghatarozasa gyakorlati feladatokban (fizikdban).

Analizis

Emelt szint

A fiiggvény folytonossaga, folytonos fiiggvények tulajdonsédgai. Fiiggvény hatarértéke véges he-
lyen és a végtelenben. Fiiggvény hatdrértéke jobbrol és balrdl, a hatarérték tulajdonségai, kisza-
mitdsi médjai. A differencidlhanyados, a differencidlhatésdg, a derivaltfiiggvény. Osszeg, szor-
zat, hanyados, polinomok, algebrai tortfiiggvények, trigonometrikus fiiggvények derivaltja. Az
Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya. Az inverz fliggvény derivéltja. Az exponencidlis és loga-
ritmusfiiggvény derivéltja. Konvexitds, konkavités. Inflexiés pontok. A fiiggvénymenet vizsga-

latdra, a szélsOértékekre vonatkozo tételek. Teljes fiiggvényvizsgdlat az analizis eszkozeivel.




Sorozatok

Emelt szint

A szamtani és mértani sorozat n-edik tagja és az 0sszegképlet. Fibonacci-sorozat, rekurziv soro-
zatok. Szamtani, mértani, harmonikus és négyzetes kozép osszehasonlitdsa. Sorozatok korldtos-

sdga, monotonitdsa. A sorozat hatarértékének fogalma. A konvergens sorozatok tulajdonsagai.

Hatéarértékszamitasi modszerek. Sorozatok konvergencidja. A végtelen mértani sor.

2.3.4. Gimnazium 12. osztaly

Szamelmélet, algebra

Kozépszint

Masodfoku egyenlet €s egyenldtlenség. Négyzetgyokos kifejezések és egyenletek. Az egyenlet-

megoldds médszerei. Egyszert kétismeretlenes elséfoku és masodfoki egyenletrendszer.

Fiiggvények, sorozatok

Kozépszint

Szamtani és mértani sorozat, az n. tag, az elsd n elem Osszege.

A fiiggvényekrdl tanultak rendszerezése. Fiiggvényvizsgalat fiiggvénydbrak segitségével.

Geometria

Kozépszint Emelt szint

A tanult poliéderek, illetve a forgashenger és a forgaskiip, Gorbevonalu sikidomok teriilete.

a csonkagila, a csonkakip, a gomb felszine, térfogata. Osszetett feladatok térben.




3.1. TankOonyvek

A NAT begyokereztetésének kiemelt célja, hogy az orszdgosan alkalmazott kerettanter-
vek és taneszkdzok megfeleljenek a kulcskompetencidknak és figyelembe vegy€k a fejlesztési
feladatokat is. A tankonyv fogalma éppen ezért nagy véltozdson ment at az elmult évtizedben.
Erdsodott a fejlesztd jelleg, tobb funkciondlis tuddst nyujt, nagyobb teret kapnak a megértést se-
gitd feladatok, képek, dbrdk. A kiillonboz6 tankonyveket, egy 8. osztilyost, két kozépiskolds négy
évfolyamdt és egy emelt szintli négy évfolyamat ugyancsak a szélsdérték-feladatokra koncentral-
va vizsgaltam. Altaldnossdgban elmondhatjuk, hogy, a kerettanterveknek megfelelden vertikali-
san a tankonyvcsalddokon beliil fokozatos felépitésben, horizontdlisan pedig a tankdnyv-csalddok

kozotti reléacio fliggvényében valtozé mennyiségben taldlhatunk sz€lséérték-feladatokat.

3.2.1. Csahoczi, Csatar, Kovacs, Morvai, Szeredi — Matematika

Ebben a konyvben csak egy-két sz€lsdérték-feladatot taldlhatunk, azok is inkdbb nagyobb
feladatok részeként jelennek meg, kiilon meg nem nevezve, de felhivva a figyelmet a széls6érték-

szamitas fontossdgdra illetve felkeltve az érdekl6dést az ijdonsdga irdnt.

3.2.2. 8. osztaly

Geometria

e [./91.0./3. Mekkora lehet egy haromszog legnagyobb szogének legkisebb értéke?
( m.o.: hdromszog bels6 szogeinek 6sszege 180°, szabdlyos haromszog esetén minden

sz0g 60°-os, barmely mds esetben 1étezik kisebb szog, igy sziikségszerlien nagyobb is )



Fiiggvények

e II./17.0./3. Ha egy kovet 30 -mal ferdén felfel€ hajitunk, a mozgast leiro fiiggvény:

t = 30t—5t> Milyen maximalis magassagot ért el a ké?

(m.o.: 30t—5t> =0 szorzatt alakitva t(30—5t) =0, aminek zérushelyei t,=06&s t, =6,

. o . t,+t,
szimmetria miatt a maximum T -ben lesz )

3.3.1. Hajnal, Szamado, Békéssy — Matematika

A tankonyvcsalad a hagyomanyosabb kiadvanyok csoportjdba sorolhatd, mely a gimnazi-
umok szdmdra frédott. A 9. osztalyos konyv az els6 nyolc osztdly anyaganak dsszefoglalasaval
indit. A 10. osztdlyos konyv a masodfokud egyenletek, geometria €s trigonometria témakoreiben
targyal szélsoérték-feladatokat. A konyv végén tartalmaz egy u.n. kis €rettségit, ami kevesebb
feladatbdl 4ll, mint az érettségi feladatsor, és kevesebb tananyagot is dlel fel, illetve nagyobb a-
ranyban vannak benne a 10. osztdly tananyagahoz kapcsolddo feladatok. Ezek kozott is szerepel
egy, masodfoku egyenlet sz€lséértékével foglalkozé feladat. A 11. osztdlyos konyv alig tartalmaz
sz€lsOérték-feladatokat, ami valdszinlileg a nagy terjedelemben tdrgyalt, teljesen Uj témanak, a
koordindta geometridnak koszonhetd. A 12. osztdlyos konyv a teriilet-, felszin-, térfogatszamitas,

fliggvények €s a geometria témakorokben targyal sz€lséérték-feladatokat.

3.3.2. 9.0sztdly

Algebra

* 140.0/143. (a+b)(L+1)2=4, igazoljuk, hogy pozitiv a,b-re fenndll!

( m.o.: elemi 4talakitdsokkal b> —2ab+a” >0 , teljes négyzetté alakithat6 )

10



Fiiggvények
e 255.0/248. Két szam Osszege 6. Hatdrozzuk meg Oket ugy, hogy négyzetdsszegiik mi-
nimalis legyen!
(m.o.: kell x*+(6—x)> minimuma, rendezve ;—Z -ndl szélséérték helyet kapunk, behe-

lyettesitve szélsdértéket, ami minimum, mert a >0 )

e 255.0./247. Egyenes falhoz kapcsolédéan 16 m hosszu keritéssel maximalis teriiletli

téglalap alaku részt akarunk harom oldalrdl bekeriteni. Mekkordk az oldalak?
( m.o.: téglalap teriilete x(16—2x) , szélsOértéke ;—E -nél, amibdl a szélsoérték

maximum, mert a <0 )

3.3.3. 10. osztaly

Fiiggvények

e 73.0./120 Adott 42 cm hosszu szakaszt 2 részre osztunk, majd a két rész folé négyzeteket
rajzolunk. Keressiik meg, milyen hosszi szakaszokndl lesz a két négyzet teriiletének

Osszege minimalis!
.. -b 1wz s " s 2
(m.o.: kell x — x*+(42—x)* minimuma, 5, szélséérték hely, ebbdl a szélséérték

minimum, mivel a>0 )

e 73.0./121. Tudjuk, hogy a korcikk teriilete, ivhossza és sugara kozott a t = % Osszefiig-

gés van. A 80 cm keriiletli korcikkek koziil milyen sugaru kdrben, milyen {vhosszu kor-

cikknek lesz maximalis a teriilete?
r . —b s 4k 1 1 2 2
(m.o.: kell T=(80-2r)— maximuma, 5, szélsoérték hely, amibdl a szélsdérték
2a y

maximum, mert a <0 )

11



Algebra

e 820/126. (a+b)(:+1)=4 | igazoljuk, hogy pozitiv a,b-re fenn4ll!

( m.o.: az értelmezési tartomdnyon megengedett elemi dtalakitdsokkal éppen a szdmtani-

2
1 1
a Tty

)

és harmonikus kozepek kozti egyenl6tlenséget kapjuk 2 tagra: % >

Geometria

® 158.0./236. A kor egy hurjat a P pont 6 cm €s 54 cm hosszud szakaszra bontja. Szamitsuk
ki a P-re illeszkedd legrévidebb hur hosszat!
( m.o.: a P-n d&tmend hdrok koziil a sugdrirdnytra merdleges, legyen AB a legrovidebb, ha
nem igy lenne, akkor P-n keresztiil rajzolhatnank egy CD hurt, ami révidebb. CD-re is
merdleges egy sugdr. De, a sugarakon mérve, CD kozelebb van a kor kozéppontjdhoz,
tehdt hosszabb, mint AB. A szeldtétellel, vagy Pitagorasz tételekkel és a sugdrral, mint

paraméterrel felirhatéak egyenletek, melyekbdl AB =36 )

3.3.4. 11. osztaly

Geometria

e 155.0./166. Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely az (x +3)* +(y +2)> =r?
egyenletli kornek a 4x + y—7 =0 egyenletli egyenesre vonatkoz¢ tiikorképe. Mekkora
lehet az r sugar, hogy a két kornek két kozos pontja legyen?

( m.o.: a két kor akkor érinti egymadst, ha az egyenest is érintik, tehat egy-egy kor sugara
egyenld a kozéppont €s az egyenes tavolsdgaval. Akkor metszik egymadst, és van két

kozos pontjuk, ha nagyobb a sugaruk, mint mikor érintik egymast. )

12



3.3.5. 12. osztaly

Geometria

® 94.0./17. Adott egy 20 egység alapélii €s 25 egység magassdgu négyoldalu szabélyos
gula. Ebbe tigy helyeziink egyenes hengereket, hogy azok tengelye illeszkedjék a gila
magassdgara. A lehetséges hengerek koziil melyiknek maximalis a palastteriilete?
( m.o.: ha x a henger magassaga, y az alapkorének sugara, és tekintjiik azt a sikmetszetet,

ami a gula egy alapjaval parhuzamos, és tartalmazza a magassdgvonalat, akkor a szeld

1 252;X =% , ebbdl a hengerpaldst - (20x —%-x), sz.6. 5, helyen,

szakaszok tételébd

maximum, mert a >0 )

Tehat, mint lattuk, a feladatok megolddsdhoz a masodfoku fiiggvény szélséértékét, az

indirekt bizonyitast, a Pitagorasz-tételt €s a heurisztikus gondolkoddst haszndltuk.

3.4.1. Kosztolanyi, Kovacs, Pintér, Urban —

Sokszinu matematika

A tankonyv vildgos, jol kovethetd, egyszeriien szerkesztett, a tananyagot a spiralitds je-
gyében épiti fel. A fejezetek elején rovid matematikatorténeti bevezetést ad, a nem kotelezd
anyagrészek mesélds leirdsdval szinesit, és kapcsolatot teremt matematikan kiviili teriiletekkel is.

A definicidkat és tételeket mindig bevezetd feladatok utdn mondja ki, majd ezek begya-
korlaséara boven ad anyagot. Az egyes tankonyvek az adott korcsoportnak megfeleld didaktikai
modszerekkel késziilnek. A tandr szdmdra nem {ir el6 konkrét tanitdsi modszert, de palyakezdo-

ként is j6l haszndlhato, tandri kézikonyyv is tartozik minden évfolyamhoz.

13



3.4.2. 9.osztaly

Geometria

206. 0/10. Az A és B pontok az e egyenes altal meghatdrozott ugyanazon félsikban taldl-
hat6ak. Szerkessziik meg az e egyenes azon P pontjit, amelyre nézve AP+ PB tdvolsdg-
Osszege minimalis.

(m.o.: B-t tiikrzve e-re B'-t kapunk, amire igaz, hogy AP+PB=AP+PB’, AP +PB’

minimuma pedig ugy all eld, hogy P rajta van AB'-n )

3.4.3. 10. osztily

Algebra

81.0/6. Az m paraméter milyen értéke mellett elégiti ki az x barmely értéke a kovetkezd
egyenlStlenséget? (4—m)x” —3x+m+4>0

(m.o.: kell, hogy a bal oldalnak x-re ne legyen gyoke, tehat a diszkriminéns < 0, és kell
(4—m) >0 , hogy felfelé nyil6 legyen a parabola )

99.0./1. Hatdrozzuk meg az f(x)=x"+2x—3 fiiggvény szélséértékét, ha

a, xeR

b, xe (0,2)

(m.o.: a, sz.é.hely: x =52=—1 b, afiiggvény x € (0,2)-n szig. mon. nd, tehit az

intervallumhatarokon lehetne sz.€-e, de nyilt intervallumon nincs sz.é-¢ )

101.0./4. A dragakovek dra egyenesen ardnyos a tomegiik négyzetével. Egy 1 gramm t6-
megli kovet, melynek az dra 100 eurd, kettévagunk. Mennyire csokkenhet igy le a draga-
ko értéke?

( m.o.: ha a keletkezd két k6 tomege grammban mérve x és 1—x , akkor a két darab egyiit-

tes értéke y(x) =100x> +100(1—x)* = 200x*> —200x +100, sz.é. helye: x =52=1)

a
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102.0./8. Egy 20 cm hosszu szakaszt két részre osztunk, majd az egyes részek, mint
atmérok folé félkoroket rajzolunk. Legaldbb mekkora lesz a két félkor teriiletének az
Osszege?

(m.o.: ha x az egyik kor atmérdje, akkor a két kor teriilete
m(3) TP _w

-b
5 5 . (2x* —40x +400) , aminek minimuma 3, -ndl van)

100.0./3. Két egymdsra merdleges tton a keresztezddés felé egyenletes sebességgel halad

két kerékparos. Egyszerre indultak, az egyik 30kTm sebességgel 20 km tavolsagbodl, a ma-

sik 4OkTm sebességgel 10 km tavolsagbol. Mikor, hol lesznek egymashoz a legkozelebb?

( m.o.: ha a keresett id0 x, az aktudlis tdvolsdg d(x), akkor a Pitagorasz tételbol:

d(x)= J(20—30x)2 +(10—-40x)* , 4talakitva d*(x) =2500x> —2000x + 500, d*(x)

-b 2

sz.é.helye ugyanaz, mint d(x)-nek, tehit X =5-=% )

3.4.4.11. osztaly

Fiiggvények

169.0./4. Abrazoljuk a kovetkez fiiggvények grafikonjat és jellemezziik 6ket ( fogyis,
novekedés, szE&lsoértékek )

a, x = log,(x-2), x>2
b, x —>log, (x+1), x>-1

( m.o.: alogaritmus fiiggvény folytonossdga, az 1-nél nagyobb alapu logaritmus szigord

monoton névekedése illetve a kisebb mint 1 és nagyobb mint 0 alapui logaritmus szigoru-

an monoton csokkenése miatt nincsen sem globdlis, sem lokélis sz€lsdértéke, ez transzfor-

madlva is igy marad )
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3.4.5. 12. osztaly

Szdmsorozatok

e 45.0./7.1gazoljuk, hogy az a, =2 , a,,, = %(an +£j sorozat monoton fogy6 és alulrdl
a

korlatos!

(m.o.: asorozat minden tagja pozitiv. Az a_,, -et két pozitiv szdm szamtani kozepének

vessziik, és alkalmazzuk rd a szdmtani €s mértani kozepek kozti osszefiiggést:

%[an +1J > la, 2 . A 2 teh4t als6 korlétja a sorozatnak a masodik tagtol kezdve.
a a

n n

Az elsd tag 1s nagyobb V2 -nél, teht a sorozat korltos. Emellett

1 a’-2 . . L
a,—a,,, =5a, ——= ; >0, mivel a, = 2 , teht a sorozat monoton fogyo. )
an an
Térgeometria:

e 101.0./3. Az egyenld felszinii egyenes korkipok kozott mely térfogata a legnagyobb?

( m.o.: a kap felszinébdl a = A —r . A sugdrra ( r ), magassagra (m), alkotéra (a ) a
r-m

Pitagorasz tétel: m”> =a>—r>. A V=1’ -n-% az r*-m maximdlis értékétdl fiigg, aminek
maximumhelye megegyezik f(r) =r*-m? maximumhelyével. Atalakitisokkal és teljes

2 3
négyzetté alakitdssal f(r)= —%(rz —Aj +—, ami akkor maximdlis, ha r* = A ,
i 4T 8T 4T

tehat 3r=a )

Mint lattuk, ebben a tankdnyvcsalddban a masodfoku fiiggvény szélsdértékét, a Pitagorasz tételt,
a teljes négyzetté alakitdst, geometriai- és fiiggvény-transzformdaciokat és a szdmtani és mértani

kozepek kozotti Osszefiiggést hasznalhattuk a feladatok megoldasahoz.
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3.5.1. Czapary, Gyapjas — Matematika ( emelt szintii )

Ez a konyv kifejezetten azzal a szandékkal késziilt, hogy integraljdk a kozép- és emelt szintli

érettségire valo késziiléshez megfeleld tananyagot. Mivel ezt a tankdnyvcsalddot azért valasz-

tottam a vizsgaltak koz¢, hogy az emelt szintii feladatok koziil is védlaszthassak, ezért eziittal a

nehezebb példakbol valogatok.

3.5.2. 9. osztaly

Egyenletek:

131.0./5. A valos paraméter mely értékei mellett van a 2x —7 = a(x +4) egyenletnek po-
zitiv valés gyoke?

(m.o.: rendezve x(2—a)=7+4a,ha a=2, akkor nincs megoldas, kiilonben

7+4a
X =

5 . Ez akkor pozitiv, ha a szdmlal6 és a nevezd is pozitiv, vagy mindkettd ne-
—a
gativ. A mésodik esetben nincs megoldds, az els6 esetben —Z<a <2 ,ez a végeredmény

is.)

134.0./3. Hogyan kell a t—4 =-2 egyenlet t paraméterét megvalasztani, hogy az egyen-

letet x-re megoldva, a gyoke legaldbb 5 legyen?

(m.o.: beszorzdssal (t—4)(x—1)=2,aholha x =5, akkor x—1>4, tehat t—4<7,
vagyis t<4,5 .Es mivel x—1>0, ezért t—4>0, tehdt t > 4. Vagyis x 25 , ha

4<t<4,5)
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3.5.3. 10. osztaly

Egyenletek:

® 63.0./9. Igazoljuk, hogy ha x >0 , akkor az x +1 Osszeg minimuma 2, és ha x <0 , ak-
kor az 6sszeg maximuma -2.
(m.o.: x>0 esetén a szamtani €s mértani kozepek kozti osszefiiggésbol kovetkezik, hogy

++ .
x 5 L > /x -1, tehdt x +1>2, ebbdl kovetkezik, hogy ha x <0 , akkor x +1 negativ

értékei kozott -2 a legnagyobb )

e 60.0./7. 200m hosszu keritésdroéttal téglalap alakd sikidomot akarunk bekeriteni. Hogyan
valasszuk meg a téglalap oldalait, ha a rendelkezésre al16 dréttal a lehetd legnagyobb terii-
letet szeretnénk koriilkeriteni?

( m.o.: a téglalap teriilete T =x(100—x), amire a szdmtani és mértani kdzepek kozti 6sz-
szefiiggésbol /x(100—x) <2H1L=x "ehgr T, =507, amit akkor vesz fel, ha a kbzepek

egyenldek, tehdt x =50 )

3.5.4. 11. osztaly

Egyenletek:

e 17.0./14. Hatdrozzuk meg azokat az x,y,z valés szdmokat, amelyek kielégitik a

7x*+3y* +52° +7xy +5yz =0 egyenletet, és amelyekre az
(x+2y-z-1)°+(y—2z+x—-1)> +(z+2x—y—1)* kifejezés a szélséértékét veszi fel!
(m.o.: elészor teljes négyzetté alakitjuk az elsd egyenletet, 7(x +3)* +5(z+23)* =0,
ebbdl x =—3 , z=—7 . Ezeket behelyettesitjiik a masodik kifejezésbe, amit rendezve:

Qy-D’+Cy-1)*+(-3y-1)*>=2y* -4y +3 ,tehdt y=-% , x és z pedig kifejezhetd )

17 2

18



Koordindtageometria:

3.5.5.

211.0./372. Egy haromszog egyik oldaldnak végpontjai az (1;4) és a (9;20) koordinataja
pontok. A harmadik csucsa az x tengelyen mozog. Melyik haromszog teriilete a legkisebb
és melyiké a legnagyobb?

(m.o.: T=a-m, , ahol az a oldal az (1;4) és (9;20) pontok altal meghatdrozott szakasz,
m, pedig ezen szakasz és az x tengelyen mozg6 pont tdvolsdga. Igy a teriilet m, -t6l fligg.
Maximuma nincs, mert x tetszolegesen tavolra tud keriilni a-t6l, minimuma pedig az a-ra
illeszkedd egyenes €s az x tengely metszéspontjdban van, de ott a teriilet O lenne, ami nem

haromszog, tehat minimuma sincs )

12.0sztaly

Térfogatszdmitds:

55.0./128. Azon téglatestek koziil, melyek térfogata 1000cm’, melyik testatléja a
legkisebb?
( m.o.: hdrom egy csticsbdl indul6 €l x, y és z. x-y-z=1000 , és keressiik \/x* +y* +z°

minimumat. A mértani és négyzetes kozepek kozotti dsszefliggésbol

2 2 2
% >3/x-y-z , amibdl kovetkezik, hogy a kockaé a legrovidebb testatld )

Fiiggvények:

158.0./42. Hatdrozzuk meg azokat az x,y valés szdmokat, amelyek mellett a kovetkezd
kifejezés értéke a legkisebb! 2x* —8xy+17y*> —16x —4y+2070
( m.o.: a kifejzés teljes négyzetek 6sszegévé alakithatd

(x— 4y)2 +(x—8)*+ (y— 2)? 42002 formdban, ennek a lehetséges minimuma 2002, amit

fel is vesz x =8 és y=2-nél)
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e 155.0./13. Adjuk meg a fiiggvények széls6értékének helyét, mindségét és nagysagat!
a, f(x)=(x+2)*-3, xeR

j,_ 6  ,xeR
x?+2x+3

(m.o.: a, A teljes négyzet miatt a fiiggvény minimuma x =—2 helyen -3, ami globdlis
minimum, mert minusz végtelentdl x =—2-ig szigorian monoton csokken, x =2-tdl
plusz végtelen-ig szigordan monoton nd a fiiggvény.

J» A nevezdbeli kifejezés mindeniitt pozitiv , sz€ls6érték helye -1, minusz végetlentdl -1-ig
szigorian monoton csokken, -1-tél plusz végtelenig szigord monoton né a fiiggvényérték.

Ezért a teljes kifejezésnek is csak x =—1-nél lesz szélséértéke, ami globdlis maximum. )

® 156.0./16. Hatarozzuk meg a p valos paraméter értékét tigy, hogy az
x> +(2p—-Dx +1-2p =0 egyenlet valés gyokei négyzetének 6sszege a legkisebb legyen!
Mekkora ez a legkisebb érték?
( m.o.: El8szor felirjuk az egyenlet diszkrimindnsat: (2p—1)> +4(2p—1) >0, amibdl vagy
2p—1<-4,vagy 2p—120 . Viete-formulakkal a gyokok négyzetosszege:
(x, + x2)2 -2x,x,=(2p -1)’—(2-4p)=4p>—1 ,ami p= +7 esetén minimdlis. A nega-
tiv p nem felel meg a diszkriminansbdl ad6dé kikotésnek, a pozitiv p-re x* =0 . Tehat

4p* —1 fiiggvénynek ezen a halmazon a minimuma p=1-néla0)

Algebra:

e 170.0./39. Négy pozitiv szdm négyzetdsszege 400. Adjuk meg a négy szam Osszegének
maximumat!

(m.o.: anégy szdmra a szdmtani €s négyzetes kdzepek kozotti Osszefiiggést irjuk fel )

Ebben a kiadvanyban djdonsag volt a Viete-formuldk, a négyzetes, szdmtani és mértani

kozepek kozti Osszefiiggés, illetve kiilonbozo fiiggvénytulajdonsagok hasznélata a megolddsban.
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4.1. Erettségi kovetelmények

A kovetkezOkben az alap- illetve az emelt szintii érettségik kovetelményeit vizsgaltam

végig a szélsOérték-feladatokat kiemelve, figyelve arra, hogy vajon milyen jellegii feladatokat

tartalmaznak a kozépiskolai tanulmanyokbdl. Példdkat az elmult par év kozponti érettségi fela-

datsoraibdl véalogattam.

4.2.1. Egyenletek

Kozépszint

Emelt szint

Egyenletek,
egyenletrend-
szerek, egyen-
168tlenségek,
egyenldtlen-

ség-rendszerek

Kétismeretlenes els6foku egyenletrend-
szer megoldasa. Egyismeretlenes ma-
sodfoku egyenlet dltalanos alakja. A
megolddképlet alkalmazasa. Hasznélja
a teljes négyzetté alakitds modszerét.
Masodfoku egyenletre vezetd szoveges
feladatok megoldédsa. Masodfoku
egyenletrendszerek megoldasa. Egysze-
rli, mdsodfokura visszavezethetd egyen-
letek megoldédsa. Egyszerti els6- és mé-
sodfoku egyenl6tlenségek és egyszer(i
egyismeretlenes egyenldtlenség-rend-

szerek megoldasa.

Két- és haromismeretlenes elséfokud
egyenletrendszerek megoldasa. Egy-
szerll kétismeretlenes linedris paramé-
teres egyenletrendszer megoldésa. Iga-
zolja a masodfoku egyenlet megoldo-
képletét. Masodfoku paraméteres fela-
datok megolddsa. Mdasodfokura vissza-
vezethetd egyenletrendszerek megolda-
sa. Abszolutértékes egyenletek algebrai
megoldasa. Egyszerli négyzetgyokos,
abszolutértékes, exponencidlis, logarit-
mikus és trigonometrikus) egyenlot-

lenségeket megoldasa.

Kozépértékek,
egyenldtlensé-

gek

Két pozitiv szdm szdmtani és mértani
kozepének fogalma, kapcsolatuk, hasz-

nalatuk.

Tudjon megoldani feladatokat szamtani
€s mértani kozép kozotti osszefiiggés

alapjan.

21




4.2.2. Fiiggvények, az analizis elemei

Kozépszint

Emelt szint

Egyviltozés Egyszerl fliggvények jel- Fiiggvények jellemzése korlatossdg szempontjabol. A
valds fligg-  lemzése (grafikon alap-  fiiggvények tulajdonsagait az alapfiiggvények ismere-
vények jan), értékkészlet, zérus-  tében transzformaciok segitségével hatdrozza meg.
hely, novekedés, fogyds, Haszndlja a konvexség és konkdvsag fogalmat a fiigg-
szE€ls6érték, periodicitds,  vények jellemzésére. Egyszeriibb, masodfoku fiigg-
paritds szempontjabol. vényre vezetd szélsoérték-feladatok megoldasa.
Sorozatok Az a_-re, illetve az S, -re Sorozat jellemzése (korlatossdg, monotonitds), a
vonatkozé osszefiiggések konvergencia szemléletes fogalma. Ismerje a végtelen
hasznslata. mértani sor fogalmat, 6sszegét.
Az egyvalto- Ismerje a végesben vett véges, a végtelenben vett vé-
z6s valds ges €s a tdgabb értelemben vett hatarérték szemléletes
fliggvények fogalmat. A folytonossag szemléletes fogalma. Tudja
analizisének a differencia- és differencidlhdnyados definicidjat.
elemei Alkalmazza az 6sszeg, konstansszoros, szorzat- és

hanyadosfiiggvény derivalasi szabdlyait. Alkalmazza
egyszerl esetekben az Osszetett fiiggvény derivaldsi
szabdlyat. Ismerje a trigonometrikus fiiggvények
derivaltjat. Alkalmazza a differencidlszdmitést: érintd
egyenletének felirdsara, szélséérték-feladatok megol-
ddsdra, polinomfiiggvények (menet, sz€élsdérték, alak)

vizsgélatéra.
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Példak:

2011 majus, emelt szint, 5. feladat

Az A C,C, derékszogli hiromszdgben az A, csticsndl 30°-os szdg van, az A,C, befogd
hossza 1, az A C, atfog6 felezOpontja A,. Az A,C, szakasz ,.f61¢” az A ,C,C, harom-
sz0ghoz hasonlé A,C,C, derékszogli haromszoget rajzoljuk az dbra szerint. Az A,C,
atfogo felezOpontja A,. Az A,C, szakasz ,,fol€” az A,C,C, hdromszoghdz hasonlé
A,C,C, derékszogli haromszdget rajzoljuk. Ez az eljaras tovabb folytathatd.

a) Szamitsa ki az igy nyerhet6 végtelen sok derékszogli haromszog teriiletének 6sszegét

(az Osszeg elsO tagja az A,C,C, hdromszog teriilete)!

b) Igazolja, hogy a C ,C,C,...C torottvonal hossza minden pozitiv egész n-re kisebb lesz,
mint 1,4.

(m.o.: a, Az A,C,C, haromszog teriillete T, =-F . Az A C,_C, hiromszoget 5 ard-

nyu hasonldsaggal lehet atvinni az A , C C_ ., hdromszogbe (n€ N). A hasonl6 sikido-

n+l""n ~"n+l

mok teriiletének aranydra vonatkoz6 tétel szerint az A C, _,C  hdromszog teriilete:

n ~“n-1

2
T = (LJ -T,_, Cha n>1). A teriiletek dsszegébdl képezett ( t, +t, +...+t, +... )

W

olyan mértani sor, amelynek hdnyadosa % .A végtelen sok hdromszog teriiletének

3)(1i;j=%

b, Jelolje d a C, ,C, szakasz hosszdt (ne N" ), d, =C,C, = \/15 . A hasonlésag miatt

&

Osszege tehat T= (

minden n>1 esetén d, =—=-d,_, . A {d, } tehat olyan mértani sorozat, amelynek els6

S
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tagja és hdnyadosa is LA S, =d, +d, +...4+d, +... olyan mértani sor, melynek hdnya-

V3

dosa ﬁ, tehat van hatarértéke. Az { S, } sorozat hatdrértéke limS_ = (ﬁj ! , ami

1—-L
3

kisebb, mint 1,4. Az { S, } szigorian ndvekvo, egy tagja sem lehet nagyobb a sorozat

hatarértékénél. )

2010 oktober, emelt szint, 7. feladat

¢ Egy kozmetikumokat gyart6 vallalkozas nagy tételben gyart egyfajta krémet. A termelés
teljes havi mennyisége ( x kilogramm ) 100 és 700 kg koz¢é esik, amelyet egy megallapo-
dds alapjan a gyartds honapjaban el is adnak egy nagykereskeddnek. A megéallapodas azt
is tartalmazza, hogy egy kilogramm krém eladasi ara: (36 —0,03x) eurd. A krémgydartas-
sal 0sszefliggd havi kiadas ( koltség ) is fiigg a havonta eladott mennyiségtol. A krém-
gyartdssal Osszefiiggd osszes havi kiaddst ( koltséget ) a 0,0001x” +30,12x +13000
Osszefiiggés adja meg, szintén eurdban.
a) Szamitsa ki, hogy hany kilogramm krém eladdsa esetén lesz az eladdsbol szarmazé ha-

vi bevétel a legnagyobb! Mekkora a legnagyobb havi bevétel?
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b) Adja meg a krémgyartassal elérhetd legnagyobb havi nyereséget! Hany kilogramm
krém értékesitése esetén valdosul ez meg? ( nyereség = bevétel — kiadas )

(m.o.: a, Az eladdsbol szarmaz6 havi bevétel: (36—0,03x) , maximuma a 3> = 600
helyen, ami a feltételek szerinti intervallumba esik, 10800.

b, A havi nyereség fiiggvénye: x — —0,03x” +36x —(0,0001x> —30,12x +13000),
(100 < x < 700) . Ennek derivéltja: x — —0,0003x> —0,06+66,12 , (100 < x < 700).
Ennek a kifejezésnek gyokei az x, =—-580 és x, =380.

Ezért a derivéltfiiggvény a ]100;380[ intervallumon pozitiv, a ]380;700[ intrevallumon
negativ, tehdt a nyereségtiiggvény 380-ig szigorian nd, majd szigorian csokken, tehat

egy abszolit maximum hely van, ez a 380. Legnagyobb fiiggvényérték 2306,4 )

2010 majus, emelt szint, 6. feladat

e Az x mely pozitiv vals értéke esetén lesz a g(x) =—x" +x fiiggvénynek lokalis
maximuma?

( m.o.: A nyilt intervallumon értelmezett x e R* fiiggvény differencidlhatd. A lehetséges

szélséértékhely g'(x)=-3x>+1, x = \/15 , ez benne van az értelmezési tartomanyban.

NEPIRINE V3

g”(lJ =—0 <0, tehdtaz x =L lokalis maximumbhely. )
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4.2.3 Geometria, koordindta geometria, trigonometria

Sikbeli és tér- | Ismerje és alkalmazza az alapvetd Osszefiiggéseket haromszogek
beli alakzatok |oldalai, szdgei, oldalai és szogei kozott ( hdromszdgegyenldtlen-
ség, belso, illetve kiils6 szogek Osszege). Tudja €s alkalmazza
feladatokban a Thalész tételt és megforditasat, illetve a Pitago-

rasz tételt.

Keriilet, terii- | Haromszog teriiletének kiszdmitdsa kiilonboz6 adatokbdl. Neve-
let zetes négyszogek teriiletének szamitdsa. Szabalyos sokszogek ke-
rilletének €s teriiletének szamitasa. Kor, korcikk, korszelet kerii-

lete, teriilete. Keriilet- és teriiletszamitasi feladatok.

Felszin, térfo- |Ismerje a felszin és a térfogat szemléletes fogalmét. Hasdb, gila, | Térgeometriai
gat forgashenger, forgaskip, gomb, csonkagtila és csonkakip felszi- |feladatok
nének és térfogatanak kiszamitasa képletbe valo behelyettesités- | megoldésa.

sel.

Példak:
2009 oktober, emelt szint, 9. feladat

e Jancsi vazat készit. Egy 10 cm sugart, beliil iireges gombbdl levagott m magassagui
(m>10) gdmbszelet hatdrol6 koréhez egy szintén m magassdgu hengerpaldstot ragaszt. A
henger sugara megegyezik a gombszeletet hatarold kor sugardval. Mekkordnak valassza
Jancsi a gdmbszelet m magassagat, hogy a vazdba a lehetd legtobb viz férjen? (A vaza
anyaga vékony, ezért a vastagsdgatol eltekintiink, s hogy ne boruljon fel, egy megfeleld

formdju iireges fatalpra fogjdk allitani.) Tudjuk, hogy ha a gdmbszelet magassdga m, a
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hatdrol6 kor sugara pedig r, akkor a térfogata V=2-m-(3r’ +m?®)

(m.o.: A KBC derékszogli haromszog befogdinak hossza m—10 és r, atfogdja 10 cm.
Alkalmazzuk Pitagorasz tételét a KBC haromszogre: (m—10)>+r”> =100. Ebbdl

r’ =20m-m’. A vdza térfogata: V=2-m-(3r’+m’)+r’-%-m. A vdza térfogata m
fiiggvényében: V(m)=2-m-(3-(20m-m?)+m*)+7x-(20m—m*)-m, ahol 10<m < 20.
V differencidlhat6 a ]10;20[ nyilt intervallumon:

V'(m)=n-(—4m* +60m) =4n- (15— m)-m, ami a ]10;20[ intervallumon pontosan akkor
0,ha m=15. V(m) szigordan nd m =15 -ig, utdna szigordan csokken, igy m =15 az

abszolut maximumhely is, V- =22507 )

i

2009 majus, emelt szint, 8. feladat

A K kozéppontu €s R sugaru kort kiviilrdl érinti az O kdzépponti és r sugaru kor (R >r).
A KO egyenes a nagy kort A és E, a kis kort E és D pontokban metszi. Forgassuk el a KO
egyenest az E pont koriil oo hegyesszoggel! Az elforgatott egyenes a nagy kort az E-t61
kiilonb6zd B pontban, a kis kort C pontban metszi. Mekkora o szognél lesz az ABC

haromszog teriilete maximalis, adott R és resetén?
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AE-m, +AE-m, . s c 1
(m.o.: Ty = 5 maximélis, ha m; + m, maximalis. m; és m; kiilon-

kiilon akkor maximadlisak, ha K-ban, illetve O-ban merdlegesek AD-re, ekkor BE és CE is

45° -ot zér be AD-vel, igy az 0sszegiik is ekkor maximalis)

Osszességében elmondhatjuk, hogy az érettségi kovetelmények, varakozdsunknak megfe-
leléen, ugyanolyan tipusu sz€ls6érték-feladatokat tartalmaznak, mint amilyeneket kézépiskolai
tantervekben és tankdnyvekben taldlhatunk, azzal a kiegészitéssel, hogy az emelt szintii érettségi
példéak kozott el6fordulnak olyanok, melyeket kifejezetten derivalds segitségével ajanlott megol-

dani.
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5.1. Felsooktatas

A kovetkezdkben par felsdoktatdsbeli példaval szemléltetem, hogy a kozépiskolai szEélsdérték-
szamitds hogyan folytatddik az egyetemi tanulmdnyokban. Egy- és kétvaltozos fliggvény szElso-
értékére, sorozat konvergencidjara, illetve végtelenben vett hatarértékére kérdezo feladatokat, il-
letve a megolddshoz a szdmtani- és mértani kdozepek kozti Osszefiiggés n tagi formdjat alkalmazé

feladatokat valasztottam.

1. Példa

e Hatdrozd meg az alabbi fiiggvény lokélis sz&lsdértékét, ha az 1étezik!
f(x) :x'10g3\/;
( m.o.: El8szor az értelmezési tartomdnyt kell megadni. \/; >0 x>0, D(f):xeR" .

Alkalmazzuk a szorzatfiiggvény derivalasi szabalyat:

f'(x)= |:X -log, ‘/;], = [X ‘log, X :|, = [x-%-log3 X], = [% ‘log, X],

A derivaltfiiggvény az egyszerisitések utdn:

1 =10g3x+ 1

f'(x)=(2) log, x+%-(log, x) =1 log, x +%-
(X)=() -logyx+5-(logyx) =5 log; x +3 <In3 > 2 1n3

A lokdlis sz€lsoérték sziikséges feltétele, hogy:

Fo=0e08X, 1 g 18X 1 g« 20,3679, tehdt x >0 tel-
2 2-In3 2 2:-In3
- e . oy Wt e logix 1
jesil. Ezutdn vizsgaljuk, hogy mikor pozitiv az els6 derivéltfliggvény: 5 + >3 >0
-In

. Kifejezziik a logaritmust, amibdl x > 0,3679 . Ahol tehat az elsd derivdlt eldjelet valt, a
monotonitds megvaltozik, ezzel teljesiil a szél-sOérték 1étezésének elégséges feltétele is.

Ha x € ]0;0,3679] = f(x) monoton csokken, ha x € ]0,3679;+c[ = f(x) monoton nd.

Tehat a keresett szE€lsdérték lokalis minimum, f(min)=-0,1674 .)
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2. Példa

Hatdrozzuk meg az aldbbi tobbvaltozds fiiggvény szEélséérték helyeit!
f(x;y)=x’+y —12x -3y
( m.o.: El8szor felirjuk az f(x;y) kétvaltozos fiiggvény elsérendll parcidlis derivéltjait:

_ of (x;y)
ox

f/(x;y) =3x*+0-12-0=3x>-12 ,

fy’(x;y)=af%”:o+3y2+0—3=3y2—3 .

A kétvéltozos fiiggvény szélséértéke ( lokdlis minimum vagy maximum ) létezésének

sziikséges feltétele, hogy az elsdrendii parcidlis derivaltak zérusak legyenek:
fix;y)=0e3x’-2=0ex’ =4 |x|=2cx=%2 , &
flx;y)=0e3y’-3=0y =lo|y=ley=41.

Az elobbi egyenletrendszernek 4 szampar megolddsa van, ezek mind lehetséges szEélsoér-
ték helyek. Ezek a P,(2;1), P,(2;-1), P,(=2;1), P,(=2;—1) pontok. Tehat a sziikséges fel-

tétel legalabb egy pontban teljesiil. Felirjuk a masodrendii derivaltakat:

,oo 0 (xy) _ poo Oy e 0(x3y)
f . (x5y)= % =3-2x=6x, f (x;y) = oxdy =0, f (x;y)= ayox =0,
, ’f (x;

fyy(x;y):%:3-2y:6y.

Az elégséges feltétel vizsgalatdhoz felirjuk a Hesse-matrix determindnsat:

fl(x:y) f(xy)

D(x;y)=|., p
g fr(xy) f7(xy)

=1, (X§}’)‘fy”y(X;y)—f:y2(X;y) =6x -6y =36xy .

Ha a D(x,y) fliggvény a vizsgalt pontban pozitiv, akkor ott van sz&ls6érték. Ha negativ,

akkor nincs.
P, (2;1) = D(2;1) =36-2-1> 0 = van széls6érték.
P,(2;—-1) = D(2;-1) =36-2- (1) < 0 = nincs szélsoérték.

P,(=2;1) = D(-2;1) =36-(-2)-1< 0 = nincs sz€lsdérték.
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P,(~2;—1) = D(~2;-1) =36+ (=2) - (~1) > 0 = van szélséérték.

P,(2;1)-ben az f fiiggvény eljele pozitiv tehdt lokdlis minimum lesz, P,(—2;—1)-ben az
7 fiiggvény eldjele negativ, tehdt lokalis maximum lesz.

P(2; )= f] (2;1)=6x=6-2=12>0= lokdlis minimum,

P,(-2;-1) = ] (-2;—1) =6x=6-(-2) =—12 <0 = lokélis maximum.

Végiil kiszdmitjuk a fliggvényértékeket, meghatdrozva a minimum €s maximum értékét:
P(2;1)=f(2;1)=2°+1°-12-2-3-1=-18, ami minimum, és

P,(-2;—1) = f(=2;-1) = (=2)* + (=1)’ =12 (=2) -3 (=1) =18, ami maximum.

3. Példa

e Allitds — Ha a >0, akkor lim(¥/a) =1
( Bizonyitas: a =1-re az dllitas trividlis modon igaz. Legyen eldszor a >1. Ekkor a szdm-

tani és mértani kozép kozott fenndllo egyenldtlenséget hasznaljuk:

Ya=211.. la< n-lta :1—l+E , ahol a gyokjel alatt n—1-szer vettiik az 1-et
n n n

szorzdtényezdiil, azzal a céllal, hogy a gyok alatt n tényezds szorzat alljon. Ekkor az n-

O - . 1 a ) . .
edik gyok szigord monoton névo volta miatt 1< Yfa<1-—+Z 51, és arendbrelv miatt

n n

igy a1,

Ha 0<a <1, akkor a mértani és harmonikus kozép kozott fennall6 egyenldtlenséget hasz-

ndljuk fel: Ya=ylI1...a2 1 ——=1- —l+a , ahol a gyokjel alatt
I+1+..+1+a n-1+a n—-1+a

n —1-szer vettiik az 1-et szorz6tényezdiil, hogy a gyok alatt n tényezds szorzat alljon.

—1+a ,
—1,ésa
n—1+a

Ekkor az n-edik gyok szigort monoton ndvo volta miatt 1> Ya>1-

renddrelv miatt Q/g —1)
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e Allitas — lim(¥/n) =1
( Bizonyitas: A gyok alatti kifejezés ala n—2 darab 1-et irva majd a szdmtani és mértani

egyenldtlenség felirdsa utdn, a renddrelvet kell alkalmaznunk:

13{1/3:{‘/\/;.&.1.1..”.1SM:i_ﬂ_g_ﬂ )
n Jn n

4. példa

® Bizonyitsuk be, hogy (e,):=((1+1)"), ne N" konvergens!

( Bizonyitas: bizonyitandd, hogy a sorozat konvergens, tehat kell, hogy monoton, és

korlétos. A szdmtani és mértani kdzép kozotti egyenldtlenség szerint:

n 1+ Cnsl n+l n+l
R :(HJFIJ :1'n+1.n+1.m.n+ls( n "j :(IHZJ =e,,, . Tehdt a sorozat

n

n n n n n+1 n+l

o a1 + n+1Y) . . .

monoton n6vd. A sorozat korlatos is, bairmely ne N"-re | —— | <4. Mivel a szdmtani
n

és mértani kozép kozotti egyenldtlenségbdl:

n 141 nel n+2 .
1 (ol :l‘l'n+1‘m.n+ls 1T, =1 . Igy a sorozat monoton és kor-
4 n 22 n n n+2

l4tos, tehat konvergens.
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6.1. Matematika versenyek

Ebben a fejezetben olyan példdkat sorolok fel, melyek tobbsége nem feltételez a kozépis-
kolai kozépszintii tanulményokndl szélesebb ismereteket, de megolddsukhoz valamilyen triikkre,
meglatasra, intuiciora van sziikség. A példakat az elmult évek Kalmar Laszl6, Varga Tamads,

OKTYV és Matematikai Olimpia versenyek feladatai koziil vdlogattam.

Varga Tamas matematika verseny, 8. évfolyam, megyei, 2. feladat

e Az O kozépponti kdrnek O-t6l kiilonbozd belsd pontja a P. A korvonal mely K
pontjara lesz az OKP szdg a legnagyobb ?
(m.o.: Az OKP szdg akkor €s csak akkor a legnagyobb, ha a KOL kozépponti szog a leg-
kisebb. Mivel kisebb kdzépponti szoghoz kisebb hur tartozik, ezért a KL hur akkor a leg-
kisebb, ha O-tdl a legtavolabb van. A P-n d4tmend hurok koziil az OP-re merdleges htr a
legrévidebb, mert minden mas P-n d4tmend hdrra OP nem merdleges, 1évén dtfogdja egy
olyan derékszogl haromszdgnek, amelynek egyik befogdja a hurnak O-t6l valo tavolsdgat

méri. Igy az OP-re merSleges, P-n dtmend hir két végpontja adja a keresett K pontokat.
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Kalmar Laszl6 matematika verseny, 8. évfolyam, megyeli, 4. feladat

x> —6x+10

Hatédrozzuk meg a kovetkezd fiiggvény legkisebb értékét: f(x) = -
X —

, X>3

( m.o.: A megadott értelmezési tartomdnyon a tort nevezdje nem nulla, tehat minden

(x=3)’+1 _(x-3+.5

X >3 esetén a tort értelmezett. Atalakitva a kovetkezd: f(x) =
2(x—3) 2

Mivel x >3, ezért a tort szamlaldjdban 4116 két szam pozitiv, felirjuk a szamtani és mérta-
-3+ .
ni kozepek kozti 0sszefliggést: % >,/(x—=3)-5 =1 . Ebbdl kovetkezik, hogy

x—3=-L , rendezve x* —6x+8=0, amelynek két lehetséges megoldasat a kikotéssel

42-6-4+10

Osszevetve x =4 megfeleld, a legkisebb fiiggvényérték igy f(x) = -6

1.)

OKTYV 2008-2009 2. kategoria, 2. forduld

Az a, b, c oldalu, ¢ teriiletli hegyesszogli hdromszogre abc =a+b+c teljesiil. Bizonyitsuk
be, hogy \/%<t<% .

( m.o.: Nem megy az dltaldnossag rovasdra, ha feltételezziik, hogy a <b <c . Kifejezziik

ab-t a feladatban megadott abc =a+b+c feltételbdl, és feliilrdl becsiiljik a a<b<c

feltétel felhaszndldsdval: ab ==+ b +1<3 . Haszndljuk ki, hogy O <siny <1, igy a terii-
c c

a'b~sinx<3-1

let feliilrdl becsiilhetd: t = - A feladatban szereplé abc =a+b+c felté-

telbgl ¢ = 2FP

. Ezt beirjuk a hairomszog egyenldtlenségbe ( c<a+b ), azaz

ab—1
ab+b1 <a+b,amibdl 2 <ab. Mivel a legnagyobb szog y és a haromszog hegyesszogi,
a —
.b-si 2.3
igy 60° <y <90°, igy % <sin) <1 . Ennek megfelelden t = a-b 2sm o3 gz
t> % )
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OKTYV, 2008-2009, 3. kategoria, 1. forduld

Mennyi 2cosa+6cosP+3cosy minimuma, ha o,f,x >0 és a+B+x=2n"?

( m.o.: A nagyobb egyiitthatdju szogeket ugy valasztva, hogy a koszinuszuk a lehet6 leg-
kisebb, azaz -1 legyen, azt kapjuk, hogy =% =7, oo =0 esetén a fenti 6sszeg —7. Meg-
mutatjuk, hogy ez a minimum. Ha o, B és y a feltételeknek eleget tevo tetszélegesen

adott valos szdmok, vélasszuk meg az orig6bdl kiinduld a, b €s ¢ vektorokat, amelyek
hossza rendre 3, 1, illetve 2 tgy, hogy az a vektort a b vektor irdnyédba % szogl, b-t ¢

irdnydba o szogl, és c-t a irdnydba B szogii pozitiv forgatas vigye. Ekkor az (a+b+c)’

skaldris szorzatra
0<(a+b+c)*=a’+b*+c* +2ab+2ac+2bc =9+1+4+23cosy+6cosP+2cosa),
ahonnan étrendezéssel a kivant 2cos o +6cosP+3cosy >—7 adddik (itt x* és xy a

megfeleld skalaris szorzatot jeloli) .

Brit Matematikai Olimpia, 2000, 2. forduld

X, y, Z pozitiv valés szdmok, xyz =32 . Hatdrozzuk meg x* +4xy+4y” +2z° minimu-
mat!

( m.o.: Alkalmazzuk a szdmtani-mértani koz€p kozotti egyenldtlenséget az
x*,2xy,2xy,4y>,z°,z* szdmokra! (x,y,z)=(4,2,4) esetén 96 a minimum.)
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Osszefoglalds

Mint léttuk, a kozépiskolai tanulmdnyokat végigkisérik a szélsoérték-feladatok. Az alta-
lanos iskolai alapismeretek utdn, melyek olykor alapvetd szélsoérték-feladatok megoldasat is le-
hetové teszik, a kdzépiskolaban spirdlisan épiil fel a tananyagok és ezen beliil a sz€ls6érték-sza-
mitdshoz kapcsolddo tananyagok rendszere. Mindig djra €s tjra érintve egyazon témat, egyre bo-
vitve, dltaldnositva azt. A masodfoku egyenleteket példdul kilencedikben tanuljdk meg a didkok,
tizedikben veszik a megoldoképletet, tizenkettedikben a masodfoku egyenletrendszereket — koz-
ben pedig, ugyanigy elosztva a tobbi matematikai teriiletet, koztiik a sz€lséérték-problémakhoz
vezetOket. A kdzepek kozti egyenldtlenségeket, a fliggvényeket, geometriai modszereket, stb...

A ko6zép- és emelt szint kozti kiillonbség a teljes képzés folyaman jol megfigyelhetd, de a
végz0Os tananyagokndl és az érettségi kovetelményeknél jelentkezik markdnsan. Az emelet szint
tanuldinak szélsOértéket mar a derivélds segitségével is kell tudni keresni, boldogulniuk kell sok
olyan témakorrel, melyek ismerete nélkiilozhetetlen a szakirdnyu felsdoktatdsban valé érvénye-

siiléshez.
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