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Bevezetés

"A tdvolsdgot, mint tliveq —

golyot megkapod..."

Jol megszokott vilagban éliink. Erzékelhetd, mérhets. Megszoktuk, hogy amit
elengediink, az leesik, a magnes vonza a vasat, a Fold gémbdolyti, a nap minden nap
felkel, két keziink van és két labunk. Mindezekhez hozzaszoktunk, és az keltene ben-
niink meglepetést, ha valami nem igy a szokisos menete szerint zajlana. Csak nagyon
ritkdn szoktunk abba belegondolni, hogy mindez miért van igy. Nem szoktunk azon
gondolkodni, hogy lehetne masképp is. Nem fordulhatna-e els, hogy amit latunk, az
kordntsem a teljes valosag?

A matematikat is megszoktuk. Megszoktuk, hogy a kilenc utéan a tiz jon, hogy 242
az négy, hogy (a+b)* = a® + 2ab + b*. Tudjuk, hogy ha feldobjuk az érmét, akkor a fej
valosziniisége 50%, hogy a ¢" sorozat a nullahoz tart, ha ¢ € [0,1).

Ugyanigy megszoktuk a geometriat is. Tudjuk mi az hogy tévolsag, mi az, hogy
két egyenes parhuzamos, hogy néz ki a szakasz, hogy néz ki a kor, tudjuk, hogy a kor
keriilete 2rm, a tiikrézés tavolsagtarto transzforméacio. Mindezen fogalmakat hasznaljuk,
néhanyat mar évodaskorunk 6ta, megszoktuk Gket, és, ha valaki azt mondja: egyenes,
akkor még véletleniil sem az arctan x fiiggvény grafikonjara gondolunk.

Régen azt gondolték, hogy a Fold lapos, hiszen laposnak latszott. A Fold lapos volt,
ezért alkottunk hozzé egy olyan matematikat, mely kényelmesen illeszkedett ehhez a
nézethez. BEuklidész az Elemek c. munkajiaban kidolgozza a geometriat, és ez az elmélet
évszazadokon at tartja magat.

E dolgozatban ezt a megszokast szeretném alapjdban megddnteni. Egy olyan szem-
léletmoddal szeretnék kozeliteni a geometridhoz, amely nem a hétkoéznapi szemléletet
adja vissza. Dolgozatomban az euklidészi alapfogalmakat egy altaldnosabb tavolsag-
fiiggvénnyel tarsitom. Ezeket a konstrukcidokat Minkowski-tereknek nevezziik. A kon-
strukci6 Hermann Minkowski (1864-1909), litvan matematikusrol kapta nevét.

Ezekben a geometridkban a szokasostol eltérd tavolsagdefiniciok segitségével egészen

érdekes struktiarakat hozhatunk létre, ami a szemléletiinkkel akér teljesen ellentmondo-
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nak ttinhet. Hogy lehet egy négyzet kér? Mi tobb, hogyan lehet egy konvex sikidom
kér? Hogy lehet, hogy a forgatids nem tavolsagtart6? Hogy lehet egy egyenes gorbe?
Mindezekre a kérdésekre valaszt kapunk a dolgozat elolvasasa sordn. Tovabbi célom
a valaszadas mellett az olvasénak egy olyan szemlélet atjuttatésa, mely a szokisostol
eltérd, és ezzel arra sarkall, hogy elrugaszkodjunk a latvanytol, és hagyjuk, hogy a puszta
gondolkodés tjabb és ujabb szépségekhez vezessen minket, tovabba, hogy a vilag dol-
gait is probaljuk meg ezzel a hozzaallassal szemlélni: nem minden olyan, amilyennek
latszik.

A dolgozatot a metrikus terek fogalmanak bevezetésével kezdem, mely egy bévebb
fogalom, mint a Minkowski-terek. E témakdr rovid jellemzése utan a Minkowski-tér fo-
galmat bevezetve megnézziik, hogy egy metrikus tér mikor Minkowski-tér. A kovetkezd
fejezetben megnézziik a Minkowski-terek néhany tulajdonsagat, a metrikus szakasz és
egyenes fogalmét, az egységkoroket, és azt, hogy hogyan lehet a szinuszt értelmezni
ezekben a terekben. Végiil a Minkowski-terek egy speciélis csaladjaval foglalkozunk,

ezek az /0, terek.

Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszonetet mondani Naszodi Marton tanar irnak, aki korlatlanul ren-
delkezésemre allt, és akihez barmilyen kérdéssel fordulhattam. Koszoném az érthetd, és
rendszerezett magyarazatokat, és a tiirelmet, melyet akkor tanisitott, amikor a rendszer
még nem &llt 6ssze bennem.

Tovabbé szeretnék koszonetet mondani édesanyamnak, aki szdmtalanszor végighall-
gatott, amig a téma megértésével kiizdottem, aki egyiitt gondolkodott velem a feladatok

megoldéasan, és aki tAmogatta a dolgozat megsziiletését.
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1. fejezet

Metrikus terek

Bevezetésképpen definidljuk el§szor a metrikus tér fogalméat, hiszen késébb majd ennek
specialis fajtaival fogunk foglalkozni. A fogalmak, és példiak bevezetésekor a Russel V.
Benson [1] konyvét, és Sikolya Eszter el6adasjegyzetét [2] vettem alapul. A metrikus
terek olyan terek, melyekben az alaphalmaz pontjaihoz definidlunk egy tavolsagfiig-
gvényt, melynek segitségével meg tudjuk adni az alaphalmaz barmely két pontja kozotti

tavolsagot. Lassuk a preciz definiciot!

1. Definici6. Egy M +# 0 alaphalmazon értelmezett d : M x M — R fiiggvénybél
képzett (M, d) rendezett part metrikus térnek neveziink, ha a d fiigguényre a kivetkezd

axiomdk teljestilnek:

1. d(z,y) = 0 minden x,y € M- re, és az egyenldség pontosan akkor teljesil, ha

r=y.
2. d(z,y) = d(y,x) minden x,y € M-re.

3. d(x,y) + d(y,z) = d(x,z) minden x,y,z € M-re. Ezt a feltételt hdromszig-

eqyenldtlenségnek nevezzik.

A d fiigguényt, melyre ezek a tulajdonsdgok teljesiilnek metrikanak, az M halmaz elemeit

pedig pontoknak nevezziik.

A fogalom bevezetése utan vegyiink néhany példat, melyekkel szemléltetni tudjuk a

metrikus tereket:



M = (M, d) metrikus tér, ha
1. M =R és
d(z,y) = |z —yl.

Ez a legegyszertibb metrikus tér. (Ezt hasznaljuk, amikor a vonalzén két pontnak

meg akarjuk adni a tavolsagat.)
2. M =R" és
1
d(z,y) = () |z —wil*)*.
i=1

Ezt nevezziik n-dimenzios euklidészi térnek. Az el6z6 pontban bemutatott példa

ennek az egydimenzios specialis esete.
3. M = X tetszbleges halmaz, és

1 ha x#y
d(z,y) = -
a r=y

Ezt nevezziik diszkrét metrikus térnek.

4. M =b(H) a H C R halmazon értelmezett korlatos fiigvények halmaza, és

d(f,g) = sup [(f(h) — g(h)]

heH

Ennek a példanak egy specidlis esete a kdvetkezs:

5. M = C|a,b] az [a, b] halmazon értelmezett folytonos fiiggvények halmaza, és

d(f,g) = max [f(z) — g(z)]

z€la,b]

Az utobbi két példat az analizisben szokték alkalmazni.

1. Allitas. A fenti példdk mind metrikus teret alkotnak.

Az els6 példa a masodik példa egydimenzids specialis esete. A masodik példa bi-
zonyitasat az 5. oldalon szerepls 3. és 2. allitdsok kovetkezményeként kapjuk. Itt csak

a diszkrét metrika bizonyitasat kozoljik, a 4., 5. példakat nem bizonyitjuk.



Bizonyitds: A diszkrét metrikdban kénnyen latszik, hogy a tavolsag mindig nagyobb
vagy egyenl6 0-val, és csak akkor 0, ha x = y, igy a metrika elsg feltétele teljesiil. A

masodik feltétel is konnyen latszik: ha x = y, akkor trivialis, ha x # y, akkor
d(z,y) =1=d(y,x).
A harmadik feltétel a kovetkezéképpen teljesiil: ha x # y, akkor
1=d(z,y) <d(z,z)+d(z,y),

ahol az egyenl6tlenség jobb oldalan 1 all, ha z = x, vagy z = y, és 2, ha z # z;.
Ha z =y, akkor
0=d(z,y) <d(z,2) +d(z,y),

ahol az egyenl6tlenség jobb oldalan 0 all, ha 2z = =z = y, és 1, ha z # x;y.
Ezzel belattuk az allitast.

Az els§ fejezet végén nézziikk meg, hogy két metrikus tér mikor tekinthetd
izometrikusnak, azaz mit jelent a ,tavolsagtartas” metrikus terek kozott. Két metrikus
tér izometridjat szemléletesen gy hatarozhatjuk meg, hogy létezik egy olyan leképezés
a két metrikus tér pontjai kézott, hogy két pont tavolsiga az egyik metrika szerint

ugyanakkora lesz, mint a két képpont tavolsidga a mésik metrika szerint.

2. Definicié. Az M = (M,d) és az M = (M',d") metrikus terek izometrikusak, ha
létezik egy olyan f : M — M’ bijektiv leképezés, melyre d'(f(x), f(y)) = d(x,y) teljesil

minden x,y € M-re. Az f: M — M’ bijektiv leképezést izometridnak nevezziik.



2. fejezet

Minkowski-terek

A tovabbiakban a metrikus terek specidlis fajtairél fogunk beszélni. A tér pontjainak
az R"-beli pontokat tekintjiik, és ebben a térben definidlunk egy normét, mellyel a
pontokhoz tartoz6 vektorok ,hosszat” tudjuk megadni. Fzek a terek a normalt terek.
Az R"-en értelmezett normalt tereket specialisan Minkowski-tereknek nevezziik. A
tovabbiakban f6ként kétdimenzios terekrél, azaz Minkowski-sikokrdl fogunk beszélni.

Lassuk a Minkowski-terek, és a Minkowski-sik preciz definicidjat!

3. Definicié. Egy M = (R",p) rendezett pdrt n-dimenzids Minkowski-térnek

nevezink, ha p : R™ — R olyan fligguény, melyre teljesilnek a kovetkezd feltételek:
1. p(z) 20, és 0 pontosan akkor, ha x =0,
2. p(Ax) = |Mp(z) minden A € R szamra,
3. plr+y) < p(x) + ply) minden x,y € R™ pontpdrra.

A fenti feltételeknek megfeleld p fiigguényt norménak nevezzik.

n = 2 esetén Minkowski-sikrol beszéliink, és a tovdbbiakban IM2-tel jeldljiik.

A tovabbiakban bel4tjuk, hogy a Minkowski-terek a metrikus tereknek speciélis
fajtai, de nem minden R"-en értelmezett metrika egy Minkowski-tér normaja altal in-

dukalt metrika. Utobbira ellenpéldat is mutatunk.



2. Allitas. Legyen p norma R"-en, és definidljuk a d : R* x R* — R figgvényt a
kovetkezd képlettel:
d(x,y) == ply — x)
Ekkor d fiigguény egy metrika, melyet a p norma altal indukalt metrikdnak nevezink.
Bizonyitds:
Adott p norma esetén p(x) = d(o,x), ahol o az origd, azaz a nullvektorhoz tartozo

pont. Be kell latnunk, hogy ha a p fiiggvényre teljesiilnek a normaaxiomak, akkor d-re

igazak a metrikaaxiomak is. Legyenek x,y, 2z € R"-beli pontok.

1. Legyen w :=y — x. Ekkor mivel p(w) > 0, ezért d(z,y) > 0. p(w) = 0 pontosan

akkor teljesiil, ha w = 0, azaz x = y.

2. Tudjuk, hogy p(Aw) = |A|p(w) minden A € R szamra teljesiil. Legyen A := —1.
Ekkor p(—(y—z)) = |-1|p(y—z). Ebbol p(z—y) = p(y—=2), azaz d(y, z) = d(z,y).

3. A haromszog-egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy p(y — ) = p(ly — 2+ 2 — z) <
p(y — 2) + p(z — ), amibdl d(x,y) < d(z,y) + d(x, 2)

Ezzel igazoltuk az allitast.

A 2. allitas kovetkezménye, hogy a Minkowski terek metrikus terek. Ez az allitas
visszafelé azonban nem igaz. Erre ellenpélda az R” diszkrét metrikaval (lasd 2. oldal 3.
példa) ellatva, amelyben a mésodik feltétel sériil. Ennek belatasiahoz indirekt tegyiik
fel, hogy létezik olyan norma, mely a diszkrét metrikat indukéalja. Ekkor A # 0;1

tetszGleges szamra, és tetszGleges x # 0 vektorra

1= p\2) £ Mloa) = 1A
Ellentmondasra jutottunk, tehét nincs ilyen norma, mely a diszkrét metrikat indukalja.
3. Allitas. Az euklidészi stk a rajta definidlt tavolsdgfiiggvénnyel Minkowski-sikot alkot.

Bizonyitds: Jelolje az euklidészi normat a szokésos | |-jel. A kovetkezs pontokban
belatjuk, hogy az R? euklideszi sikon definialt |z| = /23 + 23 fiiggvényre teljesiilnek a

normaaxiomak.



1. A négyzetre emelés miatt /2% + 22 > 0 mindig teljesiil. EgyenlGség pontosan

akkor allhat fenn, ha xy, x5 = 0, azaz x = o.

2. Minden A € R szamra teljesiil a kdvezkez6:

p(Ar) = /O + ) = /W@ + 23) = NV + 2 = [Alo(a

3. A haromszogegyenl6Gtlenség a kivetkez6képpen teljesiil:
1/2

1/2 2 2 2
|z +y| = ((:Ul 1) + (22 +y2)2) = (sz +Zy?+22$iyi) <
=1 =1 =1

2

(S (0)") = (S50 ) -

1=

1
= (2} +29)? + (yf +v3)"/* = |z| + |y]

A becslésnél a Cauchy-Schwarz egyenl&tlenséget hasznaltuk ki.

A héarom feltétel teljesiil, tehat a fenti tavolsagfiiggvény norma. Ezt a norméat nevezziik

euklidészi normdnak.

Ugyanigy igazolhato, hogy az R™-en definidlt euklidészi norma is norma, tehat az

n-dimenzios euklidészi tér is Minkowski-tér.



3. fejezet

Korok, metrikus szakaszok és

trigonometria Minkowski-sikokon

A kovetkezo fejezetben a Minkowski-sikok néhany érdekességét fogjuk targyalni. Ahogy
a fejezet cimében is emlitettem elGszor a korokrél, f6ként az egységkdrokrsl lesz szo,
azutan metrikus szakaszokrol, majd roviden bevezetiink trigonometrikus fogalmakat

ezeken a sikokon. A fogalmak definialasahoz f6ként Benson [1| konyvét hasznaltam.

3.1. Egységkorok a Minkowski-sikon

Ahogyan az euklidészi sikon definialni tudjuk az egységkor fogalmét, ugyanigy megte-
hetjiik ezt a Minkowski-sikok esetén is. A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy mik lehet-
nek egységkorok, és ezek a sikidomok hogyan jellemzik a Minkowski-sikot. Definialjuk

elGszor is az egységkor fogalmat Minkowski-sikon.

3.1.4. Definicié. Az IM? Minkowski-sikon az origotol d < 1 tdvolsdgra lévé pontok

halmazdt egységkornek nevezziik.

Az euklidészi sikon az egységkor a szokasos értelemben vett egységkdr, azaz az origd
kozépponti, 1 sugara kor. A kovetkezé allitdsban Osszefoglaljuk, hogy hogy néznek ki
az egységkorok a Minkowski-sikokon. (Az allitasban R%-en két normat tekintiink, egy

Minkowski-normét, és R? természetes euklidészi norméajat.)
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3.1.4. Allitas. A Minkowski-sikhoz tartozd p norma dltal meghatdrozott U eqységkir
eqy origot euklidészi értelemben belsejében tartalmazo, origora szimmetrikus, euklidészi

értelemben korldtos, konvex sikidom.

A Dbizonyitas el6tt definidljuk a kornyezet, belsé pont, hatérpont, kiilsé pont,

valamint a konvexitas fogalmat.

3.1.5. Definicié. FEgy M metrikus térben eqy x € I pont € > 0 sugard kornyezetén a
{y € M|d(x,y) < e} ponthalmazt értjik. Jele: K.(x)

3.1.6. Definicié. Legyen M metrikus tér, és K C N tetszdleges halmaz.

Ekkor x € 9 belsé pontja K-nak, ha létezik olyan € > 0 szam, hogy K.(z) C K,

azaz K tartalmazza az x € sugari kérnyezetét.

Az y € M kiils6 pontja K-nak, ha létezik olyan € > 0 szdm, hogy K.(y) C M\ K,

azaz K-nak nincs kéz0s pontja az x € sugari kornyezetével.

Az z € M hatarpontja K-nak, ha birmely ¢ > 0 szdmra, K.(z) N K # 0 és
K.(z)Nn(M\ K) # 0.

3.1.7. Definicié. Fgy K C R"™ halmaz konvex, ha K bdrmely két pontjat dsszekdtd

szakaszt K tartalmazza.

Bizonyitds: |A 3.1.4. allitas bizonyitésa|
Legyen 9M? = (R?, p) Minkowski-sik. Megmutatjuk, hogy a harom normatulajdon-
sagbol kovetkezik az egységkor négy tulajdonsaga.

1. A norma elsé tulajdonsaga miatt p(z) > 0, és p(x) = 0 pontosan akkor, ha z = o.

Tehat, mivel p(o) < 1 ezért ez pontja az egységkornek.

Belatjuk, hogy origé euklidészi értelemben is bels6 pont, azaz, létezik olyan € > 0,
hogy minden olyan y vektor melynek euklidészi hossza kisebb, mint €, benne van

az U egységkorben.

Indirekt tegyiik fel, hogy o nem belsé pont, ekkor o hatarpont. A konvexitas-

elméletbdl ismert, hogy ekkor az U konvex halmaznak az o hatarpontjaban létezik



T st

cioban.) Azaz létezik egy olyan o-n dtmend egyenes, mely két félsikra osztja a

sikot, és U-nak az egyik nyilt félsikban nincs pontja. Vegyiink egy z pontot ebben

a félsikban. Ekkor a p(ZZ) vektor eleme a nyilt félsiknak, és eleme az U egységkornek

is, ami ellentmondas. Tehat o euklidészi értelemben is belsé pont.

Mivel o bels6 pont, ezért létezik egy olyan € := r sugara euklidészi B kor, melyet
U tartalmaz. Legyen f : 0B — R fiiggvény, és legyen f(v) = p(v). Belathato,
hogy ez a fliggvény folytonos, (Lipschitz-folytonos), és mivel 0B korlatos és zart,
ezért a Weierstrass-tétel miatt f felveszi a minimumaét, ez legyen m > 0. Ekkor,
mivel tetsz6leges v vektorra igaz, hogy p(ﬁ) > m, ezért p(v) = m|v| teljesiil. A

bizonyitas befejezéséhez lassuk be a kévetkezd lemmat:

3.1.1. Lemma. Adottak py €és ps normdk, és a hozzdjuk tartoze U, U,
eqységkorok. Ekkor valamely r € RY szdmra U, C rUsy pontosan akkor, ha bdrmely

x € R™ vektorra 2ps(z) < pr().

Bizonyitds: Adott egy x € R vektor. Legyenek el és e2 azon z irdnytu vektorok,

melyeknek Minkowski-hossza a p; illetve py norma szerint 1. Ekkor el = pli(x) és
€3 = iy Mivel Uy C rUs, ezért az |eg| < rleg|. Emiatt
it 1
rlel = el
gy
Toalo) = 1 15 < = ).

T x

Ezzel igazoltuk az allitast.

Igy a 3.1.1. lemma miatt teljesiil, hogy U C %B, tehat U korlatos.

. A mésodik normatulajdonsag teljesiilésének kovetkeztében (lasd 4. oldal,) az | |-
jel miatt barmely = vektornak, és ellentettjének a norméja ugyanaz. Tehét, ha x

eleme az egységkornek, akkor —x is. Emiatt a sikidom origora szimmetrikus lesz.



3. Az allitast, hogy a haromszég-egyenlStlenséghdl kovetkezik az egységkor kon-
vexsége, indirekt bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy = és y az U egységkor pontjai,
és tegyiik fel, hogy az ket 0sszekots szakasz egy z pontja U-nak nem pontja.

Ekkor a kovetkezok teljesiilnek:

p(r) <1, ply) < 1és p(2) > 1.

Mivel z az Ty szakasz egy pontja, ezért felirhato, z = % alakban, ahol a,b > 0

szamok. Mivel p(z) > 1, ezért behelyettesitve:
plax +by) > a+b.
A norma kettes és harmas tulajdonsagat kihasznalva
ap(x) + bp(y) > a+b.
Majd kihasznalva, hogy x és y bels6 vagy hatarpontok, kovetkezik, hogy
ap(z) +bp(y) < a+b.
A két egyenlGtlenség egyiitt nem teljesiilhet, tehat ellentmondasra jutottunk.

A kovetkez§ allitas a 3.1.4. allitds megforditéasa.

3.1.5. Allitas. Legyen U C R? egy nem iires belsejii, origéra szimmetrikus, euklidészi
értelemben korldtos és konvexr halmaz. Ekkor U meghatdroz eqy p normdt, és ezzel eqy

M2 Minkowski-sikot definidl, melynek egqységkire az U.

Bizonyitds: Belatjuk, hogy a sikidom harom feltételébdl kovetkezik a norma harom
tulajdonsaga. Jeldlje | | : R? — R fiiggvény egy vektor euklidészi normajat. Az
r € R? vektor Minkowski-normajat a kovetkezSképpen definidljuk. Ha x = o, akkor
p(z) =0, kiilénben:

_ lal

p(x) :

ahol e, vektort a kovetkezSképpen hatarozhatjuk meg. Vegyiik az origobol indulo x

=1 (3.1.1)

iranyn félegyenes metszéspontjat az U egységkorrel. Pontosan egy ilyen pont létezik,
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3.1. 4bra.

mert U korlatos, konvex és az origd bels6 pontja. Az e, vektor legyen az origdébdl e
pontba mutato vektor. (Lasd 3.1. dbra.)
A bizonyitas el6tt oldjuk meg a kovetkezd feladatot, melynek eredményét a bi-

zonyitasban felhasznéljuk.

1 Feladat. 29.8 Mutassa meg, hogy minden R? feletti eltolds és kizéppontos tikrizés
M? egy 1zometridjal [1]

Megoldas:

A feladat els6 részében azt kell belatnunk, hogy minden x,y végponti szakasz
hossza, és v # 0 vektorral valo a’,y' eltoltjanak hossza megegyezik. (Lasd 3.2. &bral)
Felirhato, hogy 2’ = v +vésy =y +wv. Ekkory—xz =y —v—a' +v =1y — 2.
Ebbdl kovetkezik, hogy d(x,y) = p(y — x) = p(y — 2') = d(2/,y), tehat az eltolas
tavolsagtartod leképezés.

A feladat masodik részében megmutatjuk, hogy minden x vektor normaja mege-
gyezik a —x vektor norméjaval. A norma masodik tulajdonsidga miatt p(—z) = p(z)
Tehat az origora valo tiikrozés is tavolsagtarto leképezés. (Lasd 3.3. 4brat!)

A két részmegoldas segitségével barmely k pontra vald tiikrozésre igaz, hogy a
leképezés tavolsagtartd, hiszen ha a vektort eltoljuk a —Fk vektorral, tiikrozziik az
origora, majd visszatoljuk az k vektorral, akkor éppen a k-ra vett tiikorképét kapjuk.

Igy igazoltuk, hogy tetszéleges pontra vett kozéppontos tiikrozés tavolsagtarto.
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3.2. abra.

3.3. abra.

Léassuk a 3.1.5. allitas bizonyitasanak folytatasat!

Ekkor p(z) > 0 minden z-re teljesiil. Pontosan = = o esetén p(o) = 0 is teljesiil.

2. A masodik feltétel bizonyitasahoz elGszor tegyiik fel, hogy A > 0. Ekkor

_ el

= o =

2]

A

p(Az) = Ap(z)

el

Az 1. feladat masodik része miatt p(—Az) = p(Az) = Ap(z). Igy tehat barmely
A € R esetén teljesiil, hogy p(Az) = |A|p(z).
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3. A haromszog-egyenl6tlenség bizonyitasdhoz vegyiink harom pontot a sikon, ezek

legyenek z, vy, 2.
Ha z,y, z kollineérisak, és z az egyenesen x és y kozott van, akkor teljesiil, hogy
ly—al=ly—z+[z— =l ésigy ply — x) = p(y — 2) + p(z — @)

74

3.4. abra.

Ha z,y, 2z nem kollinearisak, akkor haromszoget hataroznak meg, ahol az xy, zx
és 7z oldalak hosszai rendre, «, 8 és . (Lasd 3.4. abra!) Mivel az eltolas téavol-
sagtarto transzforméacio, ezért a hdromszoget eltoljuk a —x vektorral az origbba.
Ekkor z képe o, y képe a, és z képe legyen b. Az ab oldallal parhuzamosan fek-
tesslink az origon keresztiil egy egyenest, és a [ oldalt mérjiik fel a a — b vektorral
megegyez$ iranyba. Igy kapjuk a ¢ pontot. Az oa,ob és oc félegyenesek és az
U egységkor altal meghatarozott metszéspontok legyenek rendre a', 0’ és ¢’.Ekkor

felirhato, hogy a = aa’, b = b’ és ¢ = ~(¢ .

Legyen az oa és a b/'c’ szakaszok metszéspontja a”. Mivel a” € oa, ezért létezik

olyan v, hogy a” = va, és mivel a” € b'c/, ezért létezik olyan X € [0, 1], hogy
a" ="+ (1 - N
Tudjuk, hogy a = b+ ¢ = b + vc. Ebbdl
a" =v(BY + ).
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A két egyenletet egyenlGvé téve:
A+ (1 =N = vt +vyd.
Ebbdl kapjuk a kovetkezd két egyenletet:
A=vpB és (1—-X)=vy.
A két egyenletbdl kapjuk, hogy
A= |
B+ B+

Tehat megkaptuk, hogy

1 B Y
a’ = a = b+ c.
B+y  B+y B+

Ebbél kovetkezik, hogy mivel az a” pont a b’ szakasz pontja, és az egységkor kon-

vex, emiatt az a” pont az egységkor egy pontja. Mivel rajta van az oa szakaszon,

emiatt felirhato, hogy a” = 0a’, ahol 0 < § < 1. Mivel a” = 6_41rwa’ ezért
1
a=0d.
B+

Ezt atrendezve

(8 +v)d =a=ad.

Ebbdél
0(8+~)=a amib6l o <P+

azaz teljesiil a haromszog-egyenlGtlenség.

3.1.6. Allitas. Bdrmely U egységkir meghatdroz egy p normdt, a norma dltal indukdlt
U’ egységkirre teljesiil, hogy U = U’.

Bizonyitds: U egységkorhoz rendeljiik hozzza a 3.1.1 Minkowski képlettel a p

normat. Mi lesz az origotol egységnyi tavolsagra 1évé pontok halmaza? p(z) = 1
pontosan akkor, ha |z| = |e,| azaz * = +e,. Szimmetria miatt legyen = = e, és

—x = —e,. Ekkor éppen a U egységkdr kérvonaldnak pontjait kaptuk meg.
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3.1.7. Allitas. Adott p normdbdl kiindulva a norma dltal definidlt U egységhkorbdl a
Minkowski-képlettel kapott p' normdra p = p'.

Bizonyitds: A p/ norma altal definialt egységkor szintén az U az el6z6 allitas miatt.

Mivel p és p/ norméknak ugyanaz az egységkore, ezért a két norma azonos.

3.1.1. Tétel. A 3.1.4., 3.1.5. 3.1.6. és 3.1.7. dllitdsokbol kévetkezik, hogy minden
eqységkor eqyértelmiien meghatdrozza a Minkowski-sikot, és forditva minden Minkowski-

stkhoz megfeleltethetd eqy eqységkor.

Ez egy fontos tétel, miszerint tetszGleges konvex, kdzéppontosan szimmetrikus
sikidombol kiindulva képezhetiink egy tavolsagfiiggvényt, és forditva, ha tudjuk a tavol-
sagfiiggvényt akkor meg tudjuk mondani a stk egységkorét. Tehéat az egységkorok és a

Minkowski-sikokhoz tartoz6 normék kozott kdlcsonosen egyértelmii megfeleltetés van.

Az egységkdrnek még egy érdekes tulajdonsagat a kovetkezs éallitasban mutatjuk

meg.

3.1.8. Allitas. Az U egységkirvonal Minkowski-hossza mindig nagyobb vagy egyenld,

mint 6.

3.5. abra.
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Bizonyitds: Legyenek z,y pontok az egységkor korvonaldnak pontjai, és legyen y
az x o-ra vett tiikorképe. Vegyiik a pg hurt az egységkorben tgy, hogy pg parhuzamos
legyen Ty hurral, és |pg| = |To|. Legyenek v és w a p és ¢ pontok origora vett tiikorképei.
Ekkor x,w,v,y, q, p pontok, egy H hatszdget hataroznak meg, ahol e pontok a hatszog
csucsal.

A pg hur hossza 1, hiszen ez az To szakasz egy eltoltja, igy 1 = p(x) = p(p — q).
Az zogp négyszog egy paralelogrammat hataroz meg, igy tehat p(p — z) = 1, hiszen
p(g) = 1. Hasonléan a hatszog tobbi oldalarol is belathaté, hogy hosszuk 1. Igy
a keriilete L(H) = 6. A hatszog a U egységkdrben benne van, tehat az egységkor
keriilete: L(U) > 6.
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3.2. Metrikus egyenes, metrikus szakasz

3.2.1. Fogalmak

R™ vektortérben az egyenes és szakasz fogalmak metrikatol fiiggetleniil definialhatok. Az
egyenest 4gy értelmezziik, mint az R" vektortér egy egydimenzios altere, illetve annak
egy v vektorral valo eltoltja. A tovabbiakban ezt El-gyel jeloljiik, amely jelolésben az
indexben szerepl§ 1-es az altér dimenzidjat jelenti.

A szakaszt tugy definidlhatjuk, hogy vessziikk a tér a és b pontjat, és az
ab = {z|z = (1 —t)a+tb 0 < t < 1} halmazt, az a és b végponti zdrt szakasz-
nak nevezziik.

Hogyan definidlhatjuk ezeket a fogalmakat a metrikus terekben? A kovetkezd defini-

ciok segitségével a metrikus egyenes és metrikus szakasz fogalmakat adjuk meg.

3.2.8. Definicid. Legyen M = (M,d) egy tetszbleges metrikus tér.  Ekkor ha
f: R — 9 eqy izometria, akkor f(R)-et metrikus egyenesnek nevezzik 9MM-ben.

3.2.9. Definici6. Legyen f : I — 9 ,ahol I = [o, 5] C R, egy izometria I és f(I)
kézott, és f(a) =:a és f(B) =:b. Ekkor az f(I)-t az a és b végponti metrikus szakasz-

nak nevezzik.

Jogosan meriil fel a kérdés, hogy vajon a metrikus egyenesek és a hagyomanyos
egyenesek ugyanazok-e. Koénnyen belathato, hogy tetszéleges Minkowski-térben minden
hagyomanyos egyenes metrikus egyenes, viszont forditva nem igaz az allitas. (Példaul
létezik olyan Minkowski-sik, amelyben az arctanx fiiggvény grafikonja is metrikus
egyenes.)

Definialjuk, hogy mit jelent ha egy pont metrikusan két masik adott pont kozoétt van.
Erre a fogalomra t6bbszor sziikségiink lesz tovabbi allitdsokban, a metrikus szakaszok

vizsgalatakor.

3.2.10. Definicio. Legyen 9 = (M,d) metrikus tér, és adottak a,b € 9 pon-
tok. FEgy ¢ € 9N pont metrikusan az a és b pontok kozott van, ha teljesil, hogy
d(a,c) +d(c,b) = d(a,b).
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A definici6 bevezetése utan kimondhatjuk a kovetkezd allitast.

3.2.9. Allitas. Legyen M(M, d) metrikus tér, és m € M egy a és b végponti metrikus

szakasz. Ekkor bdrmely ¢ € m pontra igaz, hogy metrikusan az a és b pontok kézétt van.

Bizonyitds: Mivel m metrikus szakasz 9-ben, ezért 1étezik olyan I := [a, ] C R,
és f: I — O izometria, hogy I képe m, f(a) = a és f(f) = b. Tudjuk, hogy barmely
v € I szdmra igaz, hogy v —a + 8 —~v = f — a. Mivel f izometria, ezért igaz, hogy
v—a=d(a,c), —v=d(bc)és f—a=d(a,b). Ebbol kovetkezik, hogy

d(a,c) + d(c,b) = d(a,b)
tehat ¢ pont metrikusan az a és b pontok kozott van.
Az &llitas megforditasa kimondja, hogy ha vessziikk az Osszes metrikusan a és b

pontok kozotti pontok halmazat, akkor azok egy metrikus szakasz pontjai lesznek. Ez a

megforditas viszont nem igaz. Ellenpéldaként vegyiik a d(a,b) = max(|by —ay[; |ba — asl)

)

3.6. abra.

metrikat. (Azt, hogy d metrika a 26. oldalon a 4.2.11. allitasban belatjuk.) Vegyiik a
koordinatarendszerben az a(—1,0), és a b(1,0) pontot, ezeket a 3.6 Abra mutatja. Mik

lesznek az a és b pontok kozotti pontok?
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Belathato, hogy ha vessziik azt a négyzetet, melynek csicsai a, b illetve ¢(0,1) és
d(0,—1), akkor ennek a négyzetnek minden bels6 pontja metrikusan az a és b pontok
koézott van. Mivel ezek négyzetet hataroznak meg, topologiailag belathatd, hogy nem

létezik olyan izometria, melynek segitségével szakasz képe négyzet lenne.

3.2.2. Metrikus és hagyomanyos szakaszok kapcsolata

A kovetkez6 definicié és a hozza tartozo tétel segitségével fogunk sziikséges és elégséges
feltételt adni arra a kérdésre, hogy a metrikus egyenesek mikor feleltethet6k meg a

hagyomanyos egyeneseknek. Definidljuk els6ként a szigortian konvex halmaz fogalmat!

3.2.11. Definici6é. Egy halmaz R?-ben szigorian konvex, ha tetszdleges tdmaszegye-

nese legfeljebb eqy pontban metszi.

3.2.12. Definici6é. Egy H C 9M? halmaz tamaszegyenesén értiink egy olyan egyenest,

mely metszi H-t, de nem metszi a belsejét.

3.2.2. Tétel. Legyen az IM? Minkowski-sik U eqységkore szigorian konvez, és legyenek
z,y € R2. Jelolje d := d(x,y) a két pont tdvolsdgat. Ekkor tetszbleges X € [0, 1] szdmhoz
pontosan egy olyan u pont van, melyre d(x,u) = Ad és d(y,u) = (1 — \)d.

Bizonyitds: Ha x és y tetszGleges pontok, akkor, mivel az eltolas tavolsédgtarto
leképezés, megtehetjiik, hogy mindkét pontot eltoljuk az —x vektorral. Igy a z az
origoba keriil, y képe pedig legyen 3. Vegyiik az o kozépponta A\d Minkowski-sugara Uy,
és az 1y kozéppontt (1 — \)d sugaria Us gombot. Az int(Uy) és az int(Usy) ponthalmazok
metszete iires. Ennek belatasahoz indirekt tegyiik fel, hogy van olyan u pont, hogy
u € int(Uy)Nint(Us). Ekkor, mivel u € int(Uy), ezért d(o,u) < Ad, és mivel u € int(Us),
ezért d(u,y’) < (1 — \)d. Ekkor

d=d(o,y") = d(o,u) +d(u,y') < d,

ami ellentmondés.
Tehat a két alakzat csak hatarpontban metszi egymast. Fgy ismert konvexitas-

elméleti allitas szerint létezik olyan tamaszegyenes, mely a k6zos pontokban mindkett6t
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metszi. Az egységkor szigort konvexitdsa miatt viszont pontosan egy ilyan kozos u

pont van, melyre a tamaszegyenes illeszkedik.

3.2.1. Kovetkezmény. A 3.2.2. tétel kivetkezménye, hogy az eqységkér szigori kon-
vexitdsa esetén barmely metrikusan x és y kozétt lévd pontok halmaza pontosan az x,y

végpontu szakasz pontjaival eqyezik meg.

Bizonyitds: Egyrészt a 3.2.9. allitds miatt teljesiil, hogy ha z pont az Ty szakasz egy
pontja, akkor metrikusan x és y kozott van.

Masrészt tegyiik fel, hogy z metrikusan = és y kozott van, és d(x,y) = d. Ekkor
létezik olyan A, hogy d(z,z) = Ad és d(y,z) = (1 — A)d. Ekkor a a 3.2.2. &llitas
bizonyitasa miatt a két kdrnyezet csak az Ty szakaszon metszheti egymést, kiilonben

két metszéspont lenne.

3.2.2. Kovetkezmény. A 3.2.1. kovetkezmény eqy kovetkezménye, hogy ha az egségkor
szigoruan konvex, akkor a metrikus szakaszok megegyeznek a hagyomdnyos szakaszokkal,

€s igy a metrikus egyenesek a hagyomdnyos egyenesekkel.
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3.3. Minkowski-szinusz

Roviden emlitést tesziink a Minkowski-sikon értelmezett szinusz fogalméardl is. A
Minkowski-sikon annak ellenére meg tudjuk adni ezt a fogalmat, hogy a szdget nem
definialtuk el6tte. Ebben a konstrukcioban nagyon nehéz lenne pontosan meghatarozni
a szoget, hiszen még a merdlegesség fogalma sem konnyen definidlhato, és nem is szim-
metrikus tulajdonsag. A definiciét tehat két egyenes viszonyabol adjuk meg. A szinusz

bevezetéséhez elGszor ismerkedjiink meg a Minkowski-teriilet fogalommal.

3.3.13. Definicié. Legyen M részhalmaza 9N2-nek. M Minkowski-teriiletét a

kévetkezdképpen definidljuk:
4
(M| = e [ M|
16U,

Ahol |M|; az M halmaz Jordan-mértékét jelenti, a |B(U)|; pedig az egységkir koré
rajzolt minimdlis paralelogramma Jordan-mértékét. (Minimdlis paralelogramma alatt
értsik az eqységkor koré rajzolt dsszes paralelogramma kézil azt, amelynek a legkisebb

az euklidészi terilete.)

3.7. abra.

3.3.14. Definici6é. Legyenek eqy ABC hdromszég L, N, M Minkowski hosszi oldalait

tamasztd egyenesei rendre l,n,m. (Ldsd 3.7. dbrdt!) Ekkor az | és m egyenesek
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daltal meghatdrozott széghdz tartozé Minkowski-szinuszt sm(l,m) a kévetkezdképpen

definidlyuk:

_ 24

LM

3.3.10. Allitas. Adott I,m egyenesek esetén az egyenesekhez tartozé Minkowski-

sm(l,m)

szinusz nem fiigg attol, hogy a B € [,C' € m pontokat hogyan vdlasztom meg.

Bizonyitds: A bizonyitashoz lasd a 3.8. abrat!

3.8. abra.

Legyen az [ és m altal bezart (euklidészi értelemben vett) szog «. Legyen az [Nm =

A, és legyen B € [ és C' € m. Ekkor sm(l,m) = %. Vegyiik ugyanezt a két egyenest,

de a B,C csucsok helyett az egyenesen vegyiik a B’ C’ csicsokat. Ekkor a kapott

AB'C’'A oldalainak Minkowski-hosszai legyenek L', N’ M'. Ekkor sm(l,m) = L%'ﬂ/.

Belathato, hogy
21A _ 2/A|
LM — L'M’
A Minkowski-teriilet definici6ja miatt

4 4
|A| = mLeMe sina és ‘A| = mL;Mé sin «

ahol az e index a szakaszok euklidészi hosszat jelenti. Legyen az |eap| = |eap| = \, az
leac| = |eacr| = p. Ekkor

Lo=\L ¢ M, =uM
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Ekkor az is igaz, hogy
L.=\L" és M= uM’

Ezeket behelyettesitve a fenti egyenletbe azonossidgot kapunk, tehéat igaz, hogy két
egyenest jellemz& Minkowski-szinusz csak a két egyenes helyzetétol fiigg, és az egyene-

seken felvett pontoktol fiiggetlen.

A kovetkez6 két feladat arra irdnyul, hogy megmutassuk, hogy a Minkowski-szinusz
a hagyomanyos értelemben vett szinusz altalanositdsa. A 2. feladatban megmutatjuk,
hogy a Minkowski-szinusz definici6é az euklidészi sikon a hagyoményos definiciét adja,

a 3. feladatban pedig megmutatjuk, hogy Minkowski-sikon is igaz a szinusz-tétel.

2 Feladat. Mutassuk meg, hogy ha 92 az euklidészi sik, akkor a Minkowski-szinusz
megegyezik a hagyomdnyos értelemben definidlt szinusszal!(29.14 [1])

Megoldas:

sm(l m)—2’A| =2 A )\LMMSin& L Apsin a
ETIM T B0y 2 LM~ Bt

Euklidészi tér esetén A = p = 1. Be kell latnunk, hogy a kor koré irt legkisebb teriiletd
paralelogramma teriilete 4.

Rogzitsiik az egységkort érintd a,b parhuzamos egyenespart. (Lasd a 3.9 abrat!)
Vegyiink fel tetszélegesen egy e, f parhuzamos egyenespart, melyek szintén érintik a
kort, de nem parhuzamosak a, b-vel. Ekkor négy metszéspontot kapunk, ezek legyenek
a 3.9. abra szerint A, B,C,D. Az e, f egyenesek tavolsidga, ami a paralelogramma
magassaga is egyben map = 2, mert érintik a kort. Tehat az ABC D paralelogramma
teriilete csak az AB szakasz hosszatél fiigg. Ez akkor minimalis, ha e és f merdlegesek

a- ra és b-re, azaz a paralelogramma négyzet, melynek teriilete 4.
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3.9. abra.

3 Feladat. Mutassa meg, hogy az 9M>-ben igaz a szinusz-tétel! (29.14 [1])

Belathato, hogy
sm(l,m) N
sm(m,n) L

teljesiil. A definiciot alkalmazva kapjuk, hogy

A/ MN N
LM2|A| L

Szimmetria miatt ugyanigy belatva teljesiil, hogy

sm(l,m) : sm(m,n):sm(l,n)=N:L: M
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4. fejezet

Az (), terek

A Minkowski-terek egy specidlis csaladjat alkotjak az ¢, terek. El6szor lassunk harom
példat ezekre a terekre kétdimenzios térben, majd altalanositjuk 6ket, és veégiil n-
dimenziora is kiterjesztjiik. E fejezet kidolgozasahoz f6ként Sikolya Eszter 2] jegyzetét

hasznaltam.

4.1. Példak /, normara:

Vegyiik a kovetkez6 harom norméat, amelyekben az x,, 1o az x € R? vektor koordinatai.
Lopi(z) := |1 + 2o
2. pa() =v/a + 3
3. poo() 1= max(|z1]; [x2])

Az R? a py, po és ps normékkal rendre az (2, (% és (% tereket alkotjak. Azt, hogy a

fenti harom példa normat hataroz meg, dltalanosabban fogjuk belatni.

4.2. (, normak altalanositasa

A fenti példak altalanositasat a kovetkezs norma adja meg:

pp(a) = ({/|a[P + |2af?),
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ahol p > 1. Ez a norma adja az 62 teret R? felett. A normat n-dimenziéban definidlva

kapjuk, hogy:

- 1/p
ppi RN SR bs pya)i= (Y Jatl)
=1
ahol p < 1. Ekkor £ = (R", p,).

4.2.11. Allitas. Ez a fiigguény egy norma.

Bizonyitds: Az allitdst két dimenzioban latjuk be, de n-dimenzidban ugyanigy

belathato.
1. Az | |-jel miatt trividlisan nemnegativ a norma. Ha a normara

0= pp(x) = {/]a1|P + |2

teljesiil, akkor

0= |z1]" + |ao".

Ez csak akkor igaz, ha x1 =0 és 9 = 0, azaz x = o.

2. x vektor \-szorosira

pp(Ax) = {/|)\:c1]p + [AxoP.

M-t kiemelve:

= /AP (Jor]r + Jwalr) = [N/ |1 [P + |22l = [Alpp(a

3. Az utolso feltétel bizonyitésat jelen dolgozatban nem kozoljiik. A bizonyitasban
a Holder-egyenlGtlenséget hasznaljuk, melynek segitségével bizonyithatd, hogy

Pl +y) = o+l + |z + P < pyla) + pp(y)

A kovetkezd allitasban belatjuk, hogy a fejezet elején harmadik példaként emlitett
Poo NOTMa a p végtelenben vett hatarértékeként szarmaztathato, a p, altalanos alakjabol.
4.2.12. Allitas.

lim py () = poc ().

p—o0
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Bizonyitds: Be kell 1atni, hogy

" 1/p
i < i p) = a il).
lim, Z]M max (|zi])

=1
Ezt az analizis eszkozeivel fogjuk megtenni. Tegyiik fel, hogy |x,,| = max;—1_.(|z;|).

Ekkor

n

1/p
lim ( E !xi|p> = lim Y|P+ |wafp + - + |2, [P =
pP—00

p—00
Ty |P o p
T |P ‘_ + | —= =
T T

=1
= lim [ [{/a) + a5+ +qh + 1
pP—00

P Ty
Tm

= lim ¢
pP—00

ahol 0 < g := |- <1ési={l...n} dei##m.
A
lim¢”=0 ha 0<g<1

p—o0

nevezetes hatarérték miatt minden i-re

lim ¢} = 0.
p—00

Tehéat

tim [z /@ 5+ @+ L= lim [ Y001 04 1= |r, = max (|z).
p—00 p—r0o0 1=1...n

gy tehat megkaptuk, hogy az eredetileg példaként bevezetett po, norma az pp NOTmMa

oo-ben vett hatarértékeként all els.

Az altalanositas soran feltettiik, hogy p > 1. Nézziik meg, hogy p, norma miért

nem jo p < l-re.

Ha 0 < p < 1 akkor a haromszdgegyenl6tlenség feltétele nem teljesiil. Lassunk erre

egy ellenpéldat! Legyen
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Ekkor, ha p < 1, akkor

(‘1 + 0|p + ’0 + 1‘1’)1/17 —9ol/r 5 9 — (11? + Op)l/p + (Op + 117)1/17_

Ha p < 0, akkor mar az els§ feltétel sem teljesiil, ugyanis a nullvektor normaja nem
értelmezhetd.
Osszevetve ezen eredményeket az els§ fejezetben példaként felhozott (1-es és 2-es

példa) metrikakkal azt kapjuk, hogy azok valoban metrikak, hiszen normak is.

4.3. Az (, normakhoz tartozo6 egységkorok

Az p1, p2 és ps normakhoz tartozé egységkoroket a 4.1 abra mutatja.

4.1. abra.

Ha p-t noveljiik, akkor az egységkor egyre nagyobb lesz, de a kdzéppontja mindig az
origd marad, és a (0,41), valamint a (£1,0) pontokat mindig tartalmaznia kell. Ezt

kovetkezd tétel segitségével latjuk be.

4.3.3. Tétel. Ha p < q akkor az {}; egységkir benne van a C egységkirben.

Bizonyitds:
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Be kell latnunk, hogy ha 1 < p < ¢, akkor ha x egységvektor az p, norma szerint,
akkor a p,(r) < 1. Az allitast n-dimenzioban latjuk be.

Mivel = egységvektor a p, norma szerint, ezért

1= (Z |~”Uz'!p> ’
=1
Ekkor
1= (X lab)
=1

Ebben az esetben minden z;-rél allitjuk, hogy 0 < |z;| < 1, hiszen ha valamelyik tag

1-nél nagyobb lenne, akkor az egyenldség nem teljesiilhetne. Be kell latnunk, hogy

i 1/q
1> (3 fait!)
=1
AZaAZ
12 (Y fel?)
=1

Ekkor

Yl ] e N e T L 2 L R M

feltételnek kell teljesiilnie.

p < q esetén |z;|? > |x;|? minden i = 1...n-re, az f(xz) = o fiiggvény (ahol
0 < a < 1) szigortan monoton csokkenése miatt, igy az egyenlGtlenség valoban teljesiil.
Egyenldség pontosan akkor teljesiil, ha pontosan az egyik |z;| koordinata 1. Ezekben a
pontokban tehét az egységgémbok érintik egymast.

[gy tehat belattuk, hogy p,(r) < 1, kovetkezésképpen a ) egységgdmb benne van
az [, egységgdmbben.
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Befejezés

Jogosan teheti fel az olvas6 a kérdést, hogy mindez "Szép, szép, de hol hasznaljuk?"
Hadd emlitsem meg itt a befejezésben a fenti geometria egy fontos alkalmazasat.

Az (, normak koziil a p; norma hasznédlatara egy kiilonleges geometria a "taxicab"
geometria épiil. Ennek lényege, hogy ha egy varos utcdit egymasra mer6legesen épitik
ki, akkor mekkora utat kell megtennie egy taxinak, hogy adott pontboél egy masikba
eljusson. Rengeteg érdekes problémaval taldlkozhatunk ebben a konstrukciéban.

E példa mutatja, hogy ez a geometriai modell szépségén til alkalmazasokban is
kénnyen elGfordulhat.

Oriilok, hogy megismertethettem az olvasét ezzel a kiilonleges geometridval.
Remélem az olvasé, aki végigolvasva a dolgozatot eljutott a befejezésig ugyanazzal
a meglepGdéssel all, ahogy én alltam neki a téma kidolgozdsanak. Remélem sikeriilt
atjuttatnom ugyanazt a lelkesedést, melyet én is megtapasztaltam, amikor a témaba
beledstam magam. Nem pusztan csak a matematikai oldal miatt, hanem ahogyan a
bevezet6ben is emlitettem, ez a szemléletmdd arra tanit minket, hogy a vilagot egy 1j
szemiivegen keresztiil vizsgaljuk. Tudomésul vegyiik, hogy nem csak egy igazsig létezik,
hiszen azon kiviil amit én latok, vagy tapasztalok, létezhetnek mas igazsagok is, melyek
ugyanugy érvényesek. Ugyanerre a felismerésre jutott Bolyai, amikor megalkotvan a
szférikus geometriat, egy ugyanolyan érvényi igazsdgot hozott létre, mint amilyen az
addig érvényben 1év6 euklidészi geometria volt. Mindkét konstrukcié ellentmondés-
mentes, tehat igazsig. Ha az ember méshonnan indul, mashova juthat el.

Ugyanigy a Minkowski-geometridban, mas tavolsagfiiggvénybdl kiindulva mas és
méas konstrukcidkat kaptunk.

Probéljuk meg a vilagra igy tekinteni, amikor furcsa dolgokkal talalkozunk. Lehet,
hogy elsGre érthetetlen, masodszorra lenytig6z6, de harmadszorra mér ellentmondas-
mentesen beépithets az addigi rendszeriinbe, ha egy kicsit magasabbrol, dltalanosabban

szemléljiik.
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