Totokulcsok, kodok és véges geometriak

Szakdolgozat

Készitette: Oli Barbara
Szak: Matematika BSc Tanari Szakirany

Témavezetd: Kiss Gyorgy Ph.D egyetemi docens

Geometriai Tanszék

E6tvos Lorand Tudomanyegyetem
Természettudomanyi Kar

2012.



Tartalomjegyzék

1.
2.

BOVEZETES. ... e 2.
VEEES BEOMELIIAK ..o e e e e 3.
2.1 STKOK. ettt 3.
2.1.1  Absztrakt projektiv sik.....ceeeieeeeeiiiiiieeeeeceeeceeee e, 3.
2.0.2 AFFIN STK e 5.
2.2 Magasabb dimenzids projektiv terek ......cccceeeveeeiiiiieiieeeeeceeeiiiceieeeeeeeeeens 8.
KOdelmeleti NAtLEr ......ooiiiiieeee e 9.
3.1 Matematikai modell ..........oooriiiiii e 9.
3.2 HAMMING-KOU...uuiiiiiiieeeitieciee et e e e e e e b e e e e e e eeeesaanans 13.
3.2.1 Miakapcsolata Ham(3)-nak a Fano-sikkal? .......cccccceeeiniiinennnns 14.
3.2.2 Ham(r) tetsz6leges T SeteN ......ccccceevvuiieeeriiiiee e 15.
3.2.3 KoOdolas €s dekOdOolas.......cocveeieiiiiiiiiiiiieie e 16.
3.2.4  ARAIANO0SIEAS DT eoueiveeeereeeeeeeeeeeeeeeeteeteeeete e etee e ete s eaeaens 16.
3.3 GOlaY-KOUOK cevveeeiieeeieeeeetcciee e e e e e ea 17.
3.3.1 A ternér Golay-KOd......coooeeiiveeiiiiiiieeee et eeeens 17.
Lehet-€ NYErNi @ TOTON? ... e ree e 18.
4.1 Matematikai megfogalmazads Z; fOIOtt ......cceevvveeeeeeiiiiiieee e, 18.
4.2 J6 tipphalmazok Zs fOlOtt .....cooeeeeiiiieeeeeeee e 19.
4.2.1 Biztosn — 1talalat .ccoooeeeeeeiee 20.
4.2.2 Biztosn —2ésn —3taldlat ....cccooviiiiiiiin 22,
4.3 J6 tipphalmazok Z, fOlOtt....ccoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 23.
43.1 n=11,r =1 paraméterd bindris €set..........ccccvvreeeeeeeirrrenrennnn. 24.
A4 A VEEYES BSOE et aa s 26.
4.5 TObbSZOros lefedes.......cooimiiiiiiiieieeee e 28.
FEIAdatoK ... 29.
KOSZONETNYIIVANITAS. ..evvtiiiiieee et eee e 35.
21 o] [ToT={ ¢ | - PP 36.



1.Bevezetés

Szakdolgozatomban kilonb6z6 stratégiakat vizsgalok az ismert toté jatékkal
kapcsolatban, hogyan lehet minél jobb eredményt elérni minél kevesebb szelvény
kitoltésével. Nem csak a telitaldlat a cél, hanem a biztos 12, 11 stb. talalat. Vizsgdlom
azt az esetet, amikor minden meccsnek harom kimenetele van, amikor csak kettd,
illetve a vegyes kimeneteli meccseket, ha egy jaték soran egy-egy mérkGzésnél
biztosan tudjuk az eredményt, a tobbi meccsnél pedig ketts, vagy harom kimenetellel

szamolunk.

Mindezek elméleti hattere a véges geometria és a kdédelmélet. Dolgozatom elején
ismertetem az alapvetd fogalmakat, tételeket, melyeket a totékulcsok vizsgdlatdhoz
felhasznaltam. A véges geometridval foglalkozd fejezethez elsGsorban Kiss Gyorgy és
Sz6nyi Tamas konyvét vettem alapul [1.], a kédelméleti fejezethez pedig Hraskd Andras

irasat [3.].

A totordl sz0l6 fejezethez a megadott cikkeken kival [2-3-4.], a
http://www.sztaki.hu/~keri/codes/index.htm honlapon talaltam aktualis
eredményeket. A totokulcsok megaddsa nyitott probléma, sok esetben nem ismert az
optimalis tippek pontos szdma, csak alsé és fels6 becslés adhaté. Néhany konkrét
konstrukcid véges geometriai modellen szemléltethetd. Ezeket az dbrakat GeoGebra-

val készitettem el.

Dolgozatom végén a mdodszertani részben olyan feladatokat dolgoztam fel, melyek
az egész egyszer(tdl a gondolkodtatoé feladatokig kozépiskolds didkoknak is felkelthetik

az érdeklGdését, és megismertethetik 6ket a matematika bonyolultabb fejezeteivel is.



2.Véges geometriak

2.1 Sikok
2.1.1 Absztrakt projektiv sik

Definidljuk az absztrakt projektiv sikot megtartva a klasszikus projektiv sik

illeszkedési tulajdonsagait.

Definicié: A I = (P,E,I) harmast, ahol P és E diszjunkt halmazok, | c P X E
pedig egy illeszkedésnek nevezett reldcid, absztrakt projektiv siknak nevezziik, ha
teljestil rd a kdvetkez6 négy axioma:

P1. P barmely két kiilonb6z6 eleméhez egyértelmlien létezik E-nek olyan eleme,

amely mindkettével relacidban all.

P2. FE barmely két kilonb6z6 eleméhez egyértelm(ien létezik P-nek olyan eleme,

amely mindkettével relacidban all.

P3. FE minden eleme legaldbb harom kilonb6z6 P-beli elemmel all relacidban.

P4. P minden eleme legaldbb harom kiilénbo6z6 E-beli elemmel all relacidban.

A klasszikus projektiv sik pontjai, egyenesei és illeszkedése eleget tesznek a fenti

axiomaknak, vagyis a klasszikus projektiv sik is absztrakt projektiv sik.

Algebrai modell:

Legyen K tetsz6leges test, V pedig tetsz6leges K feletti haromdimenzids
vektortér. Ekkor legyen P a V egydimenzids, E a V kétdimenzids altereinek halmaza, az
illeszkedés pedig a halmazelméleti tartalmazas. A linearis algebrabdl tanultak alapjan
beldthatd, hogy erre a modellre teljesiilnek az axidémak. igy megkaptuk a test folotti
vektortérb6l szarmazd projektiv sikok algebrai modelljét. A pontok koordinatai
x = (xq,%2,%3) # (0,0,0), az egyenesek pedig az u = [uy, u,, us] # [0,0,0] harmasok.
Az x = (xq,x5,x3) pont és az u = [u,,u,, uz] egyenes pontosan akkor illeszkedik, ha
xul = Z?zl x;u; = 0. Ezek a klasszikus projektiv siknal megszokott homogén
koordinatak. Az egydimenzids altereket tehat egyik generdld vektorukkal adjuk meg, a

kétdimenzids altereket pedig az ortogonalis kiegészitdjik egy generald vektoraval.



Ezeket a sikokat PG (2, K)-val jeloljik, vagy PG(2,q)-val, ha K a q elem( véges

test.

A legkisebb ilyen példa, ha g = 2. Ez a sik izomorf a Fano-sikkal, hiszen pontjaik és
egyeneseik illeszkedéstarton megfeleltethet6k egymasnak. A kételem( test folott

izomorfia erejéig csak egy projektiv sik létezik.

1. dbra

A kovetkezd tétel a sikok pontjainak, illetve egyeneseinek szamara vonatkozé

fontos allitas.

Tétel: Ha egy absztrakt projektiv siknak van olyan egyenese, amire pontosann + 1
pont (n = 2) illeszkedik, akkor
i. Minden egyenesnek n + 1 pontja van.
ii. Minden ponton n + 1 egyenes megy at.

ii. Asik 6sszesenn? + n + 1 pontot, és ugyanennyi egyenest tartalmaz.
Definicié: Ekkor n-et a sik rendjének nevezziik.
Bizonyitas:

El6szor lassuk be, hogy létezik olyan pont, amin n + 1 egyenes megy at. Legyen e

az az egyenes, amely n + 1 pontot tartalmaz. Jel6ljik a pontjait Py, Py, ..., P, 41-gyel. P3



és P4 miatt létezik olyan Q pont, mely nem eleme az egyenesnek. Ekkor Q-n minimum
n + 1 egyenes megy at, hiszen 6sszekdthetem e pontjaival, és ezek mind kilonbo6z6ek.
Tobb egyenes nem mehet &t rajta, hiszen P2 miatt minden Q-n dtmend egyenes metszi
e-t. Ebbdl az latszik, hogy ha (Q, e) nem illeszkedd pont és egyenes par, akkor a Q-n

atmend egyenesek szdma megegyezik az e pontjainak szamaval.

i. Azel6z6 jelolésekkel bizonyitjuk az elsé allitast. P4 axidma miatt létezik P;-gyen
atmend f és g, e-t6l kilonboz6 egyenes. P3 miatt pedig f-en létezik olyan Q
pont, mely P;-t8l kiilonbozik, és tudjuk, hogy @ nem eleme e-nek, sem g-nek.
Q-n ugyanannyi e-t metsz§ egyenes van, mint g-t metsz6, igy a
metszéspontokat megszamolva latjuk, hogy ugyanannyi pontja van e-nek és g-

nek.

ii. Ha m tetsz6leges e-tél kiilonb6z6 egyenes, melyre P; nem illeszkedik. Kossik

0ssze P;-et m pontjaival, ekkor e-vel egyiitt P;-en n + 1 egyenes megy at.

iii. Legyen Q egy tetszbleges pont, n + 1 egyenes megy at rajta, és minden ilyen
egyenes Q-n kivil n pontot tartalmaz. Ekkor latjuk, hogy a sikon pontosan

1+ (m+1)-nkilénbdzé pont van.

Az el6z6 bizonyitdst dudlizalva latjuk, hogy ha létezik egy e egyenes n + 1
ponttal, akkor e minden pontjan &t e-n kiviil n egyenes fut. igy megkapjuk az

14+ (n+1)-nkildonbdz6 egyenest.
]

2.1.2 Affin sik

Hagyjuk most el egy projektiv sik egy tetszGleges egyenesét az 6sszes rajta lévd
ponttal egyitt. Jelélje P’ a megmaradt pontok halmazdt, E' a pedig megmaradt

egyenesekét, az illeszkedést I' = I N (P’ X E") definialja.

Definicié: Az A = (P',E',I') harmast, ahol P’ és E' diszjunkt halmazok,
I' c P' X E' pedig egy illeszkedésnek nevezett reldcid, affin siknak nevezzik, ha

kielégiti a kovetkez6 négy axidémat:



Al. P’ barmely két kilénb6z6 eleméhez egyértelm(ien létezik E'-nek olyan
eleme, amely mindkett6vel reldcidban all.

A2. Ha T e P’ nem &ll reldcidban e € E' elemmel, akkor E' -nek pontosan egy
olyan eleme van, amely relaciéban all T-vel, de nem all relacidban egyetlen
olyan P’-beli elemmel sem, amely e-vel reldciéban All.

A3. E' minden eleme legaldbb két kiilénboz8 P'-beli elemmel &ll reldcidban.

A4. P’ minden eleme legaldbb harom kiilénb6z6 E'-beli elemmel &ll relacidban.

Eljardsunkat megfordithatjuk, vagyis affin sikbdl képezhetd projektiv sik ugyanugy,
ahogy a klasszikus affin sikhoz hozzavettiik az idedlis pontokat és az idedlis egyenest.
Az igy kibGvitett sikot az affin sik projektiv lezdrtignak nevezziik. Barmely affin sik

projektiv lezartja projektiv sik.

Algebrai modell:

Ha PG (2, K) sikbdl elhagyjuk az x5 = 0 egyenletl egyenest a rajta lévé pontokkal
egyltt, akkor az AG(2,K) affin sikot kapjuk. Feltehetjiik ekkor, hogy az affin sikbeli
pontok harmadik koordinatdja 1, ezért elég a pontokat két koordinataval jeldlni.
Legyenek a pontok tehat (x,y) € K X K rendezett parok, az egyenesek pedig azok az
[A, B, C] rendezett hdrmasok, ahol A és B egyszerre nem 0. Az (x,y) pont pontosan

akkor illeszkedik [A, B, C] egyenesre, ha Ax + By + C = 0.

Tétel: Ha az A affin siknak van olyan egyenese, amelyre n pont illeszkedik, akkor
i.  Minden egyenesnek n pontja van.
ii. Minden ponton n + 1 egyenes megy at.

ii. Asik 6sszesenn? pontot, és n? + n egyenest tartalmaz.

Definicié: Az n szamot az affin sik rendjének nevezzik.



A kovetkez6 dbra PG(2,3) és AG(2,3) kapcsolatat szemlélteti. Ha
PG (2,3) projektiv sikbdl elhagyjuk az m idedlis egyenest a pontjaival egyiitt,
megkapjuk az AG(2,3) affin sikot. Az dbran lathatd koordinatak AG(2,3) pontjainak és

egyeneseinek a koordinatazasa.
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2. 4bra

A = (0,0) ax=0 jiy = 2x
B = (1,0) b:x =1 kiy=2x+2
Cc =(2,0) c:x=2 Ly=2x+1
D = (0,1) d:y =
E=(11) ey =
F=(21) fiy=
G =(0,2) gy=x+1
H=(1,2) h:y =x
1=(22) Ly=x+2



2.2 Magasabb dimenzios projektiv terek

Legyen V,,1 (n+ 1)-dimenzids vektortér a GF(q) véges test felett. Ekkor V
egydimenziés altereit pontoknak, a kétdimenziés altereit egyeneseknek, a
haromdimenzidsakat sikoknak, az n-dimenziés altereit pedig hipersikoknak nevezzik.
Ezt a teret n-dimenzids Galois-térnek nevezziik, és PG (n, q)-val jeloljik. Ekkor V.

(k + 1)-dimenziés alterei lesznek PG (n, q) k-dimenzids alterei.

A V elemei n-dimenziés vektorok, melyekkel ugyanugy szamolunk, ahogy azt
geometriaban megszoktuk alacsonyabb dimenzids terek esetén. Néhany miivelet ezek

kozul a kovetkezd:
Legyen a = (a4, ay, ..., a,) és b = (by, b, ..., b,) két vektor V-bél. Ekkor
- atb=(a,tby,a,tb,,..,a,tb,)
— HaleGF(q),A-a= (Aaq,Aay, ..., Aa,)
— A két vektor skalaris szorzata pediga - b = Y\7-, a; b;.
Két vektor meréleges, ha a skalaris szorzatuk 0. Vagyis, ha 2.7, a; b; = 0.

Definicié: Egy V vektortérben egy H részhalmaz HL meréleges kiegészitéjén a H

minden elemére meréleges vektorok halmazat értjiik, azaz
Ht={veV:h-v=0, YVh e H}.

H* mindig altér V-ben. Ha H maga is altér, akkor igaz, hogy V a H és H* alterek
direkt ©sszege. Vagyis, ha vesszik H-ban by, by, ..., b, ortonormalt bazist, és ezt
b1, bk 42, ..., by, vektorokkal kiegészitjik VV ortonormalt bazisava, akkor minden v € V
felirhaté v = )j_; 4; b; alakban, ahol byyq,byys, ..., by bazisa Ht-nak. Egy k-

dimenzios altér ortogonalis kiegészitGjének dimenzidja tehat n — k.
Mivel véges dimenzids vektorterekrdl beszéliink, az allitasok nyilvanvaldak.

Ha egy projektiv térnek elhagyjuk egy hipersikjat minden pontjaval egyiitt, affin

teret kapunk.



3. Kodelméleti hattér

A kédelmélet olyan kommunikacidos modellel foglalkozik, melyben egy adod
valamilyen csatorndn keresztil lizenetet tovabbit a fogaddnak. Az addé kédolja az
Uzenetet, a fogadd pedig dekddolja azt. Tegyik most fel, hogy a kédolt Gzenet

valamilyen szamjegyekbdl all6 sorozat.

Az lizenet tovabbitasa soran el6fordulhat, hogy néhany adat megvaltozik. Olyan
kddok, eljarasok kidolgozasa a cél, melyek segitségével a fogadd észreveszi a hibat, és
rekonstrualni tudja az eredeti (izenetet. Most csak azzal az esettel foglalkozom, ahol a
szamsorozat hossza nem valtozik, csak a szdmjegyek cserélédhetnek ki. A fogaddnak
ebben az esetben az a feladata, hogy a dekddolds sordan megkeresse a kapott rossz

jelsorozathoz legkdzelebb allo kédszot, vagyis az eredeti Uizenetet.
3.1 Matematikai modell

A koédolt Uzenet, c, legyen a V = (GF(q))" vektortér eleme. Legtdbbszor q = 2,
vagyis a szdmsorozat n hosszusdgu bindris sorozat. Hiba esetén egy e hibavektor
adodik c-hez, tehat a fogadd x = ¢ + e lizenetet kapja meg, az eredeti ¢ helyett. A
vevl feladata a dekddolds sordan x-bdl kideriteni c-t. Nem mindegy azonban, hogy
mekkora az eltérés az eredeti (izenet vektora és a kapott vektor k6zott. Ehhez fontos a

kovetkez6 két definicid.

Definicié: Két vektor Hamming-tdvolsdgdn azt a szamot értjik, ahany helyen a
vektorok eltérnek egymastdl. Vagyis ha v = (v4, vy, ..., 0,) és w = (W, Wy, ..., W) a

két vektor, a tavolsag:
d(v,w) = [{i:v; #= w;}.

Megmutatjuk, hogy a Hamming-tavolsag V vektortéren metrika.



Bizonyitds: Nyilvanvald, hogy a Hamming-tavolsag szimmetrikus. Az is kdnnyen
latszik, hogy két vektor tavolsdga mindig pozitiv, és csak akkor 0, ha a két vektor
megegyezik.

Lassuk be a haromszog-egyenlGtlenséget. Legyen X, y, z harom V-beli vektor. Meg
kell mutatnunk, hogy d(x,y)+d(y,z) =d(x,z). Legyen d(x,z) =k. Ekkor
X = (X1,%Xp, 0, Xn) 6s Z=(24,2y,...,Z,) koordindtdi kozil k darab kilonb6z6:
Xiy) Xiys s Xiy, €5 Zi, Ziy, e, Zjy, - Mivel az y vektor megfelel koordinataiban legalabb az
egyiktdl eltér, d(x,y) + d(y,z) = k teljesul akkor is, ha csak ezt a k koordinatat
vizsgaljuk. ]

Definicié: A ¢ kozéppontu r sugard gomb, ugynevezett Hamming-gémb, azon

pontok halmaza, melyek c-t6l valé tavolsaga legfeljebb r, azaz:
S,(c)={veV:d(cv) <r}.

Definicié: A V vektortér C c V részhalmazat t-hibajavité kddnak nevezzik (t

pozitiv egész szam), ha barmely két kiilonb6z6 v,w € C vektor esetén
d(v,w) = 2t + 1.

A C elemeit kddszavaknak nevezzik. A t-hibajavitd kod elnevezést a kovetkezé

lemma indokolja:

Lemma: Ha C t-hibajavité kdd, akkor minden v € V vektorhoz legfeljebb egy olyan

¢ € C kédszé van, amelyre d(c,v) < t.

Bizonyitds: Legyen C t-hibajavitd kod. Indirekt tegyik fel, hogy létezik két
kiilonboz6 ¢,c’ € C vektor, melyekre d(c,v) <t és d(c',v) <t. A hdromszog-
egyenlStlenségbdl ekkor azt kapjuk, hogy d(c,c") < 2t. Ami ellentmondds, hiszen

d(c,c’) =2t + 1. .

Tehat ha a kuld6 kddszavakat tovabbit, és maximum t hiba Iép fel, akkor a fogadd

ki tudja javitani, dekddolni tudja az eredeti (izenetet. Hiszen a kapott hibas lzenet

10



pontosan egy kddszé koré irt t sugari gombben lesz benne, melynek kdzéppontja az

eredeti Uzenet.

Latjuk tehdt, hogy t-hibajavité kod esetén a kddszavak koré irt t sugard gombok
diszjunktak. Lehetséges azonban, hogy ezek a gombok nem fedik le teljesen a V
vektorteret. llyenkor kimarad néhany vektor a gombokbél, melyeket nem tudunk

egyértelmden dekddolni.

Definicié: Az olyan t-hibajavitd kdod, melyre teljesiil, hogy minden v € V-hez

létezik legfeljebb t tavolsagra Iévs kddszo, perfekt kddnak nevezziik.
Hany kddszo lehet egy t-hibajavité kodban?

Tétel: (Hamming-korlat) Ha C t-hibajavitd kdd a g elemU abécé felett, akkor

n

q
Cl < -
=3 @

Bizonyitds: ElGszor vizsgaljuk meg, hany vektor van egy t sugard Hamming-
gémbben. Ha t = 0, csak a kdzéppont van a gdmbben, ha t = 1, akkor a kdzépponton
kival (71‘) - (g — 1) vektor, hiszen (?)-féle helyen térhetiink el a kézépponti vektortdl,
és minden helyre a test elemszdmanal eggyel kevesebb féle szamot irhatunk, mely
eltér a kozéppont megfelel6 koordinatajatél. Ha t= 2, akkor
1+ (71‘) (g—-1D+ (72‘) - (g — 1)? pont van a gémbben, a kézéppont, az egy tavolsagra
lévé pontok és a két tavolsagra lévéek. Ezt altalanositva latjuk, hogy egy t sugaru
goémbben Zfzo(?) - (q — 1)! vektor van.

Ha |C| darab kédszavunk van, akkor |C] - fzo(?) (g — 1)t < g™, hiszen tudjuk,
hogy a gombok diszjunktak, és lehetnek olyan elemei a vektortérnek, amik nincsenek

benne egy gbmbben sem.

EgyenlGség nyilvan csak akkor van, ha a kod perfekt.

11



Definicié: Egy kdodszé nem nulla koordinatdinak szamat a kddszé sulydnak

nevezzik és w(v)-vel jeldljik.

A d(C) =min{d(v,w):v,w € C,v # w} szdmot pedig C minimdlis tdvolsdganak

nevezziik. Ha C t-hibajavitd, akkor d(C) = 2t + 1.

A gyakorlatban hasznalt kédok dekddoldsanal meg kell hatdrozni a kapott lizenet
kddszavaktdl vald tdvolsagat. A kodok egy specialis fajtai esetén ezt konnyebben meg

tudjuk tenni.

Definicio: A C c V kéd linedris kod, ha C linearis altere V vektortérnek. Ha C
dimenzidja k, akkor linedris [n, k]-kddnak nevezziik.
Ha c;, ¢y, ...,Cx @ C egy bazisa, akkor azt a k X n-es G matrixot, melynek i-edik

sora a c; vektor (i = 1,2, ..., k), C generdtor mdtrixdnak nevezzik.
A linearis kédok dekédolasahoz néhany tovabbi fogalomra van szlikség.
Definicié: A C c V tetszbleges kéd dudlis kddja a
Ct={veV:v-c=0,VceC(},

ahol - a skalaris szorzatot jelenti. A 2.2 fejezetben lattuk, hogy ha C linedris [n, k]-

kéd, akkor C* linearis [n,n — k]-kéd.

Definicié: A fenti C+ kddnak egy H generator matrixat a C kdd paritdsellenbrzé
mdtrixdnak nevezziik. Ekkor tetsz6leges v € V esetén az s(v) = vHT vektort a v vektor

tiinetének nevezzik.

Egy c € V vektor akkor és csak akkor kédszé (c € C), ha a tiinete 0, vagyis ha

cHT = 0.
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3.2 Hamming-kad

Legyen q =2 és t = 1. Ha perfekt kédot akarunk szerkeszteni, a Hamming-
korlatbol kapjuk, hogy n + 1 osztdja kell legyen 2™-nek, vagyis n = 2" — 1. Készitslink
egy olyan r X (2" — 1)-es H matrixot, melynek i-edik oszlopa legyen az i kettes
szamrendszerbeli alakja. Ekkor latszik, hogy a csupa nulldbdl allé6 sorozaton kiviil
minden kilénb6z6 r hosszi 0 — 1 sorozat szerepel az oszlopokban, és csak ezek
szerepelnek. Formadlisan i = ;zlhijZT‘f. A Hamming-kdéd definicidja tehat a

kovetkez6:

Definicié: Legyen r tetsz6leges pozitiv egész szam, n = 2" — 1, H pedig az az
(r X n)-es matrix, melynek oszlopai a csupa 0-bél all6 sorozat kivételével az 6sszes
kiilonb6z6 0 — 1 sorozatot tartalmazzak. Az n-hosszu bindris Hamming-kod az a kod,

melynek H a paritdsellen6rz6 matrixa. Jel6ljik ezt Ham(r)-rel.

Mivel Ham(r) (n — r)-dimenziés altér GF (2)" vektortérben, az altérre meréleges
vektorok egy r-dimenzidés G alteret alkotnak, melynek H a generdtormatrixa. A v

kédszo, vagyis eleme Ham(r)-nek, ha meréleges a G altérre, tehatha v - HT = 0.

Ha r=1 vagy 2, a kod trividlis. Nézzik meg az r =3 esetet! Ekkor a

0 00 1 1 11
H={({0 1 1 0 0 1 1]
1 01 01 01

Latszik, hogy H maximalis rangu, hiszen atrendezhet6 ugy, hogy legyen 3 X 3-as

paritasellen6rzé matrix:

identikus részmatrixa. Ebb6| kovetkezik, hogy egy 3-dimenzids alteret general, HT

1
1
1

Ekkor |Ham(3)|=2"3 =16, mert v-HT =0 egyenletrendszernek ennyi

pedig 4-dimenzids alteret.

1 0 0 O
H={0 1 0

0 01 1

[N
_ O =
O R

megolddasa van.
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A 7-hosszi Hamming-kdd kdédszavai a kovetkez6k:

0000000, 1110000, 0101010, 1001100, 0011001, 0100101, 1000011, 0010110,
1111111, O0OOO1111, 1010101, 0110011, 1100110, 1011010, 0111100, 1101001

3.2.1 Mi a kapcsolata Ham(3)-nak a Fano-sikkal?

Karakterisztikus vektornak nevezziik az olyan v = (v, vy, ..., V) vektort, melynek
egyes koordinatai a pontokat jelképezik, v; = 1, ha az i-edik pont benne van a sik egy

adott részhalmazaban, v; = 0, ha nem.

A fenti kdédszavak az 1. dbrdn lathaté Fano-sik egyeneseinek karakterisztikus
vektorai, a vektorok komplementerei, és az lGres halmaznak, valamint az egész siknak a
karakterisztikus vektora. Ezen a geometriai modellen szemléltethetd, hogy a 7-hosszu
Hamming-kod 1-hibajavité. Mutassuk meg tehat, hogy minden v € V vektor pontosan

1 darab kédszo6tdl lesz 1 Hamming-tavolsagra.

Tekintsik V elemeit karakterisztikus vektoroknak, azonositsuk &ket a sik
pontjainak részhalmazaival. Ha egy részhalmaz legfeljebb egy, vagy legaldbb hat pontot
tartalmaz, akkor legfeljebb 1 tavolsagra csak az (ires halmaz, vagy a teljes sik van. Ha
kett6 vagy Ot pontot tartalmaz, akkor egyértelmien kiegészithet6 egy egyenessé vagy
egy egyenes komplementerévé. Ha harom pont nem kollinearis, akkor minden
egyenestdl legalabb 2 tdvolsagra van az 4ltaluk alkotott részhalmaz, viszont 1
tdvolsagra van annak az egyenesnek a komplementerétél, amelyik a harom pont altal
meghatdrozott hdromszog oldalait a pontoktdl kiilonb6z6 pontokban metszi. Ha pedig
négy pont nem egy egyenes komplementere, akkor koztiik van harom kollinearis, ettdl
az egyenest6l ekkor 1 a tavolsaguk, minden mas egyenestll és az egyenesek

komplementereitdl pedig legaldbb 2.

O
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3.2.2 Ham(r) tetszéleges r esetén

Legyen most r tetsz6leges pozitiv egész. Az r = 3 esethez hasonléan beldthato,
hogy H maximalis rangu, vagyis r a rangja. Ebbé| kdvetkezik, hogy |Ham(r)| = 277,

és dimenziéja 2" —1—r.
Allitas: A Hamming-kédok lineéris 1-hibajavité kédok.
Az el6z6 dllitas bizonyitasahoz a kovetkezd segédtételre van sziikség.

Lemma: Linearis kddoknal a minimalis tavolsdg megegyezik a legkisebb nem nulla

sulyu kddszo sulyaval.

Bizonyitds: (Lemma) Legyen C linedris kéd, ekkor 0 € C. Ezért

d(C) = min{d(v,w):v,w € C,v # w} < min{d(v,0):v € C,v # 0} = w(v)

A minimalis tavolsdg tehat nem nagyobb a legkisebb sulyd nem nulla vektor
sulyanal.

Masrészt, ha v és w olyan vektorok, melyekre d(C) = d(v,w), akkor a linearitas
miatt v —w € C. Mivel

ww—-—w)=dv—-w,0)=dlv—w,w—w) =d,w) =d(C),

ezért van olyan kddszé, melynek sulya éppen a minimalis tavolsag. ]

Bizonyitas (Allitas): Megmutatjuk, hogy a minimalis tavolsdg Ham(r)-ben
legaldbb 3, vagyis nem létezik 1vagy 2 sulyu kédszé. Legyen x,y € Ham(r) két
tetsz6leges vektor. Tudjuk, hogy (x —y) € Ham(r), mivel Ham(r) linearis altér.
Ekkorx-HT =y -HT =(x—y)-HT = 0.

Tegyuk fel, hogy d(x,y) =1. Ekkor x —y = (0,0, ...,m,...0) 1 sulyd vektor,
vagyis az i-edik koordinatdja nem 0. Az (x —y) - HT skaldris szorzat ebben az
esetben a H i-edik oszlopdnak transzponadltja, ami nem lehet a nullvektor, mert nincs
csupa 0-bdl allé oszlopa H-nak.

Most  azt tegyuk fel, hogy d(x,y)=2. Ekkor a 2 sulyd
x—vy=1(00,..,m...,n,..0) vektor i-edik és j-edik koordindtaja nem 0. Legyen v

vektor a H i-edik oszlopanak transzponalja, w pedig a j-edik oszlop transzponaltja. Ha
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0=(x—y)-HT, akkor n-v+m-w = 0, vagyisw = —% - v. Ez ellentmondds, mert

a kilénboz6 oszlopvektorok nem lehetnek egymas skaldrszorosai.

Valéban legaldbb 3 a minimalis tavolsag, vagyis 1-hibajavitd a kéd.
Allitas: A Hamming-kédok perfekt kédok.

Bizonyitas: Mivel 2" " (2" — 1 + 1) = 2™, ezért a Hamming-kdd szavai kéré irt

1 sugaru gdbmbok a V vektortér diszjunkt befedését adjak.

O
3.2.3 Koddolas és dekodolas

Kodolas:

Az n-hosszU bindris Hamming-kéd esetén a kddolast a kovetkez6képpen
végezhetjiik. Legyen ¢ = (xy, X, ..., X,,) k6dszé. irjunk az x; (i # 2/,j = 0,1, ..., r — 1)
koordindtak helyére tetszéleges szamot, a tobbi koordindtat pedig szamoljuk ki a

c - HT = 0 egyenletrendszerbél.

Dekodolas:

Ha a fogadé x ¢ Ham(r) lzenetet kapja ¢ kddszé helyett, akkor a dekddolés
soran ki kell szdmolnia az e hibavektort. Ki kell szamolni a (c + e) - HT szorzatot, mely
egyenld lesz e- HT-tal, a linearitds miatt. Ekkor H j-edik oszlopvektorat kapjuk
eredményil, mely megadja, hogy e j-edik koordindtdja nem nulla, tehat a j-edik

koordinataban tortént a hiba. Innen mar visszafejthet6 az lizenet.

3.2.4 Altalanositas p-re

Legyen V = GF(p) tetsz6leges véges test (p prim). Ekkor a H matrix
konstrukcidjat mddositjuk. Az oszlopokba az 1,2,..,p" —1 szdmok p alapu
szamrendszerbeli alakjat irjuk. Az olyan oszlopok koziil, amelyek egymds skalarszorosai

lennének, csak azt irjuk le, amelynek az els6 nem nulla szdmjegye 1. Mivel ez a

r
-1
1 oszlopot tartunk meg. Ezek az oszlopok éppen

szamjegy (p — 1)-féle lehet, I;_
GF (p) feletti (r — 1)-dimenzids projektiv tér pontjainak felelnek meg.

A p = 2 esethez hasonldan bizonyithatd, hogy ezek perfekt 1-hibajavité kodok.
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3.3 Golay-kodok

Nagyon kevés perfekt kod van. A Hamming-kédon kivil ilyenek még a Golay-

kodok.

Tétel: (Tietdvainen, van Lint) Ha t > 1, akkor csak két perfekt kod |étezik. Ezek a
Golay-kddok. A q = 2 esetén n = 23, t = 3 a bindris Golay-kéd paraméterei, ¢ = 3

esetén pedign = 11, t = 2 a ternér kod paraméterei.
A tétel bizonyitdsa kivil esik dolgozatom témajan.

3.3.1 Aternér Golay-kad

A kovetkez6 fejezetben a totdkulcsok megaddsandl szerepel majd a ternér Golay-

kdd, igy ezzel részletesebben foglalkozom.

A kéd paritasellen6rz6 matrixa a kovetkez6:

N
R NNR O
NNk O =
NRFRORFR DN
—_ O N N
S FRLRDNDN =
(= NNl )
o ooN O
o OoONO O
oONOO O
NOOO O

-

Ekkor a perfekt kédunkat a kovetkezd 5 egyenlet definidlja, ahol x; értékeit

i=1,2,..,6 esetén szabadon megvalaszthatjuk:

X; =xq1+ X3+ 2x4 +2x5+ Xxg
Xg =x1+ xp,+ X4+ 2x5 + 2x4
Xg =Xx1+2x,+ x3+ X5 + 2xg
X190 = X1 +2x, +2x3+ x4, + Xe

X11=xl+ xZ+ZX3+ZX4+ X5
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4. Lehet-e nyerni a totdn?

A klasszikus toté jatékndl focimeccsek kimenetelére fogadhatunk. 13+ 1
mérk&zést jatszanak a csapatok, és minden meccs esetén haromféle kimenetel
lehetséges. A telitaldlattal sok pénzt nyerhetiink, 10-nél kevesebb taldlattal azonban
nincs nyeremény. Mivel a szervez6k csak egy részét osztjak szét a jaték soradn befizetett
pénznek, jatékosként csak szerencsével nyerhetiink tobb pénzt, mint amit
beinvesztaltunk. Néhany lehetGséget azonban ki lehet zarni, ezzel csokkenthetjik a
kitoltendd szelvények szamat.

Ebben a részben modszerek szerepelnek arra, hogy egyforma valdszinlség
kimenetelek mellett hogyan érhetlink el biztosan el6re meghatarozott szamu taldlatot

a lehetd legkevesebb tippel.

4.1 Matematikai megfogalmazas Z; folott

Tegylik fel, hogy a meccsek szama N. Mivel lehetséges, hogy néhdany meccs
kimenetelét mar elére tudjuk, legyen n (n < N) azon meccsek szama, melyeknél t6bb
kimenetellel szamolunk. A lehetséges kimenetelek szdma ekkor valamilyen m pozitiv
egész, legyen mostm = 3.

Legyen r egy rogzitett egész szam. Tekintslik az n hosszu 0, 1, 2 szamjegyekbdl allé
sorozatok halmazat, vagyis a Z% vektorteret. Adjuk meg a lehet6 legkevesebb
elemszamu C c Z% részhalmazt, melyre teljesil, hogy Z% barmely v eleméhez van
olyan C-beli ¢ elem, amely v-t6l legfeljebb r helyen tér el. C elemeit nevezzik
tippvektoroknak, a meccsek végeredményeib6l |étrejott  vektort pedig

eredményvektornak.

Ha r tetszéleges egész, biztos n — r taldlatot akkor tudunk elérni |C| darab
tippvektorral, ha a C elemei koré irt r sugarG Hamming-gombok lefedik az egész Z%
vektorteret. Ekkor barmilyen e eredményvektor benne lesz legaldbb egy alkalmas
gémbben. Tehdt lesz olyan c tippiink, melyre d(c, e) < r, azaz ¢ az eredményvektorral

legalabb n — r koordinataban megegyezik.
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Tétel: (Gombpakolasi korlat) Ha az n meccset tartalmazo totén a C tipphalmazzal
biztosan elériink legaldbb n — r taldlatot, akkor a tipphalmaz |C| elemszdmara

teljestlnie kell, hogy

37’1
ICl 2 G
=S -
i=0(i) - 2t
Bizonyitds: A Hamming-korladt bizonyitdsdndl lattuk, hogy egy gOmbben
LO(?) - (q — 1)t darab vektor van. Ahhoz, hogy az egész vektorteret le tudjuk fedni a

|C] - LO(?) . 21 > 3™ egyenl6tlenségnek kell teljesiilnie.

4.2 )6 tipphalmazok Z3 folott

Ha biztos telitaldlatot szeretnénk, vagyis r = 0, akkor trivialis a megoldds. A
tippvektorok koré irt 0 sugari goémbok unidjanak tartalmaznia kell az egész Z%
vektorteret, vagyis C = Z%. Ekkor minden lehetséges mddon ki kell tolteni a

szelvényeket. |C| = 3™.

Kombinatorikabdl ismert, hogy egy 13 mérk&zésbdl allé totdn a biztos 5 taladlathoz
3 szelvény elég. Legyenek a tippvektorok azon c; vektorok (i = 0,1,2), melyek
mindegyik koordinataja i. A skatulyaelv szerint a 13 hosszu vektoroknak van legalabb 5
darab azonos koordinatdja, hiszen egy vektor mindhdrom lehetséges koordinatabdl 4-
et tartalmazva maximum 12 hosszu lehetne. Ez a hdrom szelvény tehat valéban biztos
5 taldlatot eredményez. Két szelvény pedig nem elég, mert ha kitoltink két, minden
koordinataban kilonboz6 szelvényt, lehet, hogy az eredményvektor 0 taldlatos lesz,

mert minden koordinatdban pont a lehetséges harmadik kimenetel fog szerepelni.

Sajnos az 5 taldlatos szelvénnyel nem lehet nyerni. A tovabbiakban tehat azokkal

az esetekkel érdemes foglalkozni, ahol r kicsi.
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A kovetkezd tablazat az ismert eredményeket tartalmazza n <13 és r =1,2,3
esetén. Az els6 szam a legjobb ismert tipphalmaz elemszamat jeldli, a zardjelben pedig
az optimalis tipphalmaz méretére vonatkozo legjobb alsé becslés szerepel, mely itt

minden olyan esetben, amikor nincs egyenl6ség, jobb a Gombpakolasi korlatnal.

n r=1 r=2 r=3

2 3 1

3 5 3 1

4 9 3 3

5 27 8 3

6 73 (71) 17 (15) 6

7 186 (156) 34 (26) 12 (11)

8 486 (402) 81 (54) 27 (14)

9 1269 (1060) 219 (130) 54 (27)

10 3645 (2854) 555 (323) 105 (57)

11 9477 (7832) 729 243 (117)

12 27702 (21531) 2187 (1919) | 657 (282)

13 59049 6561 (5062) | 1215 (612)
1. tablazat

Latszik, hogy nagy n-ekre csak nagyon kevés esetben ismert a jo tipphalmazok
elemszama. En most csak azokkal az esetekkel foglalkozom, ahol ismert az optimalis

konstrukcio.
4.2.1 Biztos n — 1 talalat

Nézziik az r = 1 esetet. Ha n = 2 a szelvények: (0,0), (1,1), (2,2). Ugyanugy

belathatd, mint fentebb azn = 13, r = 8 esetén.
Az n = 3 esetet dolgozatom végén feladatként oldottam meg.

Vizsgaljuk a 4 mérkézéses totot. Az AG(2,3) véges affin sik segitségével adhatd

egy optimalis konstrukcio.

A tippvektorok legyenek az affin sik pontjai, rendeljlink minden ponthoz egy 4
hosszu vektort. Minden P ponton 4 egyenes megy at, melyek mind kilonb6z6
parhuzamossagi osztalyba tartoznak. A tippvektor egyes koordinatai megfeleltethet6ek

a P-n dtmendé egyeneseknek, melyek a kdvetkezdbk:
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X=c, Y =d, Y=X+e, Y=2X+f
Ekkor rendeljik minden P ponthoz a kovetkez6 4 hosszu vektort:

Pwp=(cdef)
Ez a konstrukcid jd. 9 tippel biztos 3 taldlatot érhetiink el.

Bizonyitds: A GOmbpakoldsi korlat szerint minimum 9 tippvektor kell.
Megmutatjuk, hogy ennyi elég is. Barmely két kilénb6z6 P, Q pont Hamming-tavolsaga
3, mert pontosan 1 koordindtdban egyeznek meg, ugyanis egyértelmden létezik 6ket
0sszekotd egyenes. Vagyis a pontok koré irt 1 sugaru gombok diszjunktak lesznek, a

becslés tehat éles.

Kodelmélet segitségével megfogalmazva létezik 4 hosszu perfekt 1-hibajavitd kéd

Z folott. A kodszavai, vagyis a sziikséges tippek a kovetkez6k:

A:(0,0,0,0), B:(1,021), C:(20,12), D:(01,11), E:(1,1,02),

F:(2,1,2,0), G:(0,2,2,2), H:(1,2,1,0), 1: (2,2,0,1)
A pontokat a 2. abran (7. oldal) szerepl6 jel6lések alapjan adtam meg.

Meglepd, hogy a tédblazatban n = 13 esetén pontos szamot latunk. Létezik tehat

331

optimalis konstrukcié ebben az esetben. Ez a hosszu ternér Hamming-kéd.

Nézziik tehat a 13 mérk6zéses TOTO-n hany szelvény kell a biztos 12 taldlathoz.

Tekintsuk a Zj feletti 13 hosszd Hamming-kédot. A binaris esethez hasonldan
3_
vegyik a 3 ><32—1-as H matrixot. A H oszlopaiban a 1,2, ...,3% — 1 szdmok harmas

szamrendszerbeli alakja szerepel, de csak azoké, amelyeknek fontrél lefelé az els6
nemnulla koordinatdja 1. Mivel az elsé nemnulla koordinata kétféle lehet, pontosan a

szamok fele szerepel. A matrix a kovetkez6:

=

- O O
O = O
_ O
N = O
S O =
_ O =
N O R
O R
=
N =
o N R
=N
NN R
v
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Ahogy 3.2.4.-ben Iattuk, az oszlopok épp a PG (2,3) projektiv sik pontjainak homogén

koordinatai.

A binaris esethez hasonléan a matrix atrendezhetd, rangja igy maximalis, vagyis 3.
Az x - HT = 0 egyenletrendszernek tehat 31373 megoldasa van, 59049 szelvényt kell
kitoltenink. A Gombpakolasi korlat szerint ennyi kddszd koré irt 1 sugaru gémbbel
mar lefedhetS a vektortér. A gombok pedig diszjunktak, mert a minimalis tavolsag

legaldabb 3, ahogy ezt mar a 3.2 fejezetben belattuk.

4.2.2 Biztosn — 2 és n — 3 talalat

Har = 2 ésn = 3,4, akkor 3 szelvény kell. A csupa 0-bdl, a csupa 1-bdl és a csupa
2-b6l allé szelvények jok. A 3 mérkGzéses totd esetén trividlis, 4 mérkozés esetén

pedig a skatulyaelvbél kovetkezik. Ugyanigy konnyen lathaté azr = 3, n = 4,5 eset is.
Az r = 3, n = 6 totdkulcs a feladatoknal szerepel.

Feltind, hogy r = 2, n = 11 esetén létezik optimalis megoldas. A konstrukcio a
fentebb emlitett ternér Golay-kédhoz kapcsolddik. Ebben az esetben egy kédszé koré
irt 2 sugart gémbben 1+ (%) - 2+ (%) - 22 = 243 = 3° darab vektor van, igy a 3!

vektort legaldbb 3° gémb fed le. Mivel a kéddunk perfekt, elég is ennyi gémb.

A 3.3.1-ben megadott egyenletrendszer geometriailag is szemléltethet6. Vegyiink
egy szabdlyos OtszOg alapu guldt, és szdmozzuk meg a csucsait. Legyenek az alap
csucsai a 2,3,4,5,6 csucsok, a hatodik csucsot pedig jeldlje az 1. A (x1x5, ..., X11) vektor
elsé hat koordinatdja szabadon megadhaté modulo 3, jelképezze x;-t (i = 1,2, ...,6) az
i-edik csucshoz rendelt érték.

Tekintsik a 2 csucsot. Ekkor az 1,3 és a 6 csucsok szomszédai, a 4 és 5 csucsok
nem-szomszédai az adott csucsnak. Az x, koordinata ugy szdamolhaté ki, hogy
Osszeadjuk a 2 csucs szomszédjaihoz rendelt szamokat és kivonjuk bel6le a nem-
szomszédokhoz rendelt értékeket. Tehat x; = x; + x3 + x¢ + 2x4 + 2x5, hiszen
modulo 3 szdmolunk. Az x;-k (i = 8,9,10,11) értékei rendre kiszdmithaté a 3,4,5,6

csucsok szomszédait és nem-szomszédait véve.
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4.3 )6 tipphalmazok Z, folott

Abban az estben, ha egy mérk6zésnek csak 2 kimenetele van (pl. egyenes kieséses
bajnoksag), olyan C S Z7 részhalmazt keresiink, ahol minden x € Z} vektor r
Hamming-tdvolsagra van minimum egy c € C tippvektortél. Binaris esetben a

GOmbpakolasi korlat a kovetkez6:

27’1
IC] = ——=
=o(?)

Ez ugyanugy belathaté, mint ternér esetben.

Vizsgdljuk most csak azt a lehetGséget, amikor r = 1. Ez a becslés csak akkor éles,

han = 2" — 1, vagyis Hamming-kddok esetén.

A kovetkez6 tédblazat az ismert eredményeket tartalmazzan < 13 ésr = 1 esetén.
Ugyanugy, mint az elsé tablazatndl, az elsé szam a legjobb ismert tipphalmaz
elemszdmat jeldli, a zardjelben pedig az optimalis tipphalmaz méretére vonatkozd

legjobb alsé becslés szerepel.

n r=1

1 1

2 2

3 2

4 4

5 7

6 12

7 16

8 32

9 62

10 | 120 (107)

11192 (180)

12 | 380 (342)

13 | 704 (598)
2. tablazat
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Példa: Ha n = 4, biztos harom taldlatot elérhetiink a kdvetkez6 négy tippel:
0000, 1000,0111, 1111.

Bizonyitas: Osszesen |Z3| = 16 darab vektorunk van. Az 1 sdlyG vektorok 1
Hamming-tdvolsagra vannak a 0000 tippvektortdl, igy a tipp koré irt 1-sugard gomb
lefedi ezt a 4 vektort, és a kozéppontot. Az 1100, 1010, 1001 vektorokat az 1000
tippvektor koré irt gomb fedi le, az 6sszes 3-sulyut pedig az 1111 koré irt gdmb. Eddig
lefedtiink 5+ 3 + 5 vektort. Kimaradt még néhany 2 sulyd: a 0011, 0110, 0101
vektorok, melyeket a 0111 koré irt gomb lefed. Ezzel beldttuk, hogy a fenti 4

tippvektor jo.

4.3.1 n =11, r = 1 paraméteri binaris eset

Most adjunk egy konstrukciot n = 11 esetén, mely bizonyitja, hogy 192 szelvény

elég a biztos 10 talalathoz. (Az nem bizonyitott, hogy nincs ennél jobb konstrukcid.)

Definicié: Egy (H;H), H S 2" halmazrendszer t — (v, k,A) blokkrendszer, ha
|H| = v, VB € H:|B| =k, és H minden t elem( részhalmazit H-nak pontosan A
eleme tartalmazza. H elemeit blokkoknak nevezziik. Ha A = 1, akkor az S(t, k,v)

Steiner rendszert kapjuk.

Ismert, hogy létezik az S(4,5,11) Steiner rendszer. Megmutatjuk, hogy ez 66

elemd.

Vegylik a blokkok karakterisztikus vektorait. Ugyanugy jarunk el, mint a 3.2.1.

fejezetben a Fano-sik esetén.

Rogzitsiink le 4 koordinatat. H elemei kozo6tt pontosan 1 olyan vektor van,
melynek a rogzitett koordinatdiban 1-es szerepel, és akarhogy vélaszthatom ki a 4
koordinatat, lesz ilyen vektor. (141)-féleképpen rogzithetem a koordinatakat. Mivel H
elemei 5-sulyu vektorok, minden vektort az 5 darab 1-es koordinatajabdl 4-nek a
megaddsaval mar megkapunk. Ha minden lehetséges moddon lerdgzitink 4

) _

koordindtat, akkor (%) = 5-szér szamolunk minden vektort. Tehat || = ~& = 66.

@
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Legyenek ezek a vektorok a komplementereikkel egylitt tippvektorok. Eddig van
132 vektorunk tehat. Ennek a Steiner rendszernek megvan az a tulajdonsaga, hogy a
komplementerek altal lefedhet6 5-sulyu vektorok egyike sem egyezik meg az 5-sulyu

tippvektorok valamelyikével [7.].

Beldthatd, hogy minden 4, 5, 6 és 7 sulyu binaris vektor 1 Hamming-tavolsagra van
a fenti tippvektoroktdl. A 4 sulya vektorok lefedése konnyen adddik a fentiekbdl.
Hiszen pont ugy definidltuk a Steiner rendszert, hogy minden koordinatanégyes
szerepeljen a kivalasztott 5-sulyu vektorok kozott.

Ugyanigy a komplementerek kozott szerepel minden 7 koordinata lehetséges

kombinacidja ugy, hogy kozilik csak egy 0, vagyis a 7-sulyuak is lefedhetdk.

Az 5-sulyd vektorok vagy az S(4,5,11) elemei, vagy a komplementerekkel
lefedhetSek. Osszesen (151) = 462 darab 5-sulyu vektor van, melybdl 66 eleme a
Steiner-rendszernek, 66 -6 = 396 pedig 1 tavolsdgra van a komplementerek
valamelyikétél. Tudjuk, hogy S(4,5,11) elemeinek halmaza és a komplementerek 4ltal
lefedett vektorok halmaza diszjunkt.

Meg kell még mutatnunk, hogy a komplementerek altal lefedett vektorok mind
kilonboz6ek. Ha lenne két olyan komplementer, ami ugyanazt az 5-sulyu vektort fedné
le, akkor az eredeti vektorok tartalmaznak ugyanazt a négyest, ami nem lehetséges.

Tehat a fenti 5-sulyu vektorok mind kilénboz6ek, és lefedhetGek.

A 6-sulyu vektorok lefedése konnyen adddik, ha az el6z6 gondolatmenetben

szerepl6 vektoroknak mindig a komplementerét vesszik.

A kimaradt vektorokat fedjiik le a kovetkez6képpen: Osszuk fel H-t egy 5 és egy 6-

elem részhalmazra. Vegylik az 6sszes kételemd részhalmazat ezeknek, és az 5-elemd
részhalmaz egyelem( részhalmazait. Ez az (g) + (g) + (i) =30 részhalmaz a
komplementereivel egyiitt mar lefedi a kimaradt elemeket. Osszesen tehat

192 tippvektorral lefedhet6 a Z3* vektortér.
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4.4 A vegyes eset

A valésagban dltalaban nem ilyen egységes a totd jaték. Néhdny mérkbzés esetén
kizarhatunk egy lehetséges kimenetelt, néhdny mérkézésnél azonban nem. Legyen n;
azon mérkézések szama, ahol 3 esélyt jatszunk meg, n, pedig, ahol 2 kimenetellel

szamolunk. Ekkor a kovetkezs becslés érvényes a tippek szdmara:
2M23™M

r Jo(nz\(n1\oj-i

j=0 Zi=0( i ) (j—i) 2

ahol r a gdbmbok sugara, vagyis r hibat engediink meg.

|IC| =

Az alabbi tablazat az eddig ismert minimalis tippszamot mutatja. A szamok mogott

a felkidltojel jelzi, hogy az adott érték optimalis.

n/n, | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12
1 20 |30 [ 6() | 8() [ 16() [24()| 48 | 84 | 160 | 284 | 548 | 992
2 a0 |6 [12¢) | 2000 | 36 64 | 122 | 232 | 408 | 768 | 1472

3 9() [ 16() | 24() | 48 92 | 171 | 312 | 576 | 1056 | 2016

4 18() [36() | 72 128 | 238 | 432 | 852 | 1296 | 2592

5 54 96 168 | 324 | 624 | 1184 | 1944 | 3888

6 132 | 252 | 468 | 864 | 1620 | 2916 | 5832

7 333 | 648 | 1296 | 2304 | 4374 | 8532

8 948 | 1728 | 3374 | 6408 | 11664

9 2520 | 4752 | 9450 | 17496

10 | 6804 | 13122 | 25272

11 | 18954 | 34992

12 | 52488

3. tablazat

Jelélie ZX7Z. az olyan k + 1 hosszu vektorokat, melyek elsé k koordintaja Zs

eleme, az utolsd [ koordinataja pedig Z, eleme.

Vizsgéljuk megint az n=4 és k=1=2 esetet. Minden Z3Z3-beli vektor

legfeljebb 1 Hamming-tdvolsagra van a kovetkez6 6 tippvektor valamelyikétdl:

0011, 0200, 1000, 1211, 2101, 2110
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Bizonyitas: A 2200, 2211, 2201, 2210 vektorok 1 tdvolsagra vannak a fenti
tippvektorok valamelyikétdl, hiszen az utolsé két koordindta minden lehetséges mddon
szerepel az olyan tippvektorokban, ahol van egy 2-es az elsé két koordinataban.
Ugyanigy lefedhet6k azok a vektorok, melyek 11-gyel kezd6édnek. A 00-val kezd6dé
vektorok vagy a 0011 tipptdl, vagy az 1000 tipptSl vannak maximum 1 tavolsagra. Az
10 kezdetl vektorok a 0011, 1000 vektoroktdl vannak maximum 1 tdvolsagra, a 01
kezdetlek pedig a 0011 vektortdl, és azon vektoroktél, melyek mdasodik koordinatdja
1.Az 12,21,20 és 02 kezdet(i 4 — 4 vektor esetén szintén kdnnyen lathato a tavolsag.

gy mind a 9-4 =36 vektor benne lesz a tippek koéré irt valamelyik 1-sugaru

gémbben.
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4.5 Tobbszoros lefedés

Tegyik fel, hogy nem egyedil jatszunk, hanem csapatban. A u darab jatékos célja,
legaldbb p helyezés elérése, melyek mindegyike legaldbb az (r + 1)-edik. Magatdl
értet6d6 stratégia lenne, ha mindenki kilon-kilon a biztos (r + 1)-edik helyért

kiizdene, de nem mindig ez a legolcsébb megoldas.

Legyen n =4 és r = 1. Lefedhetjiik Z3-et kétszeresen és haromszorosan gy,
hogy az egyszeres lefedéshez sziikséges tippeket 2-szer, 3-szor megjatsszuk. igy 8,12
tippre lenne sziikségilink, de van ennél jobb megoldas 7, illetve 11 tippel, melyek a

kovetkezobk.
0001,0010,0011,1100,1100,0111,1011
0001,0010,0100,0011,0101,1001,1010,1100,0111,1101,1110

A bizonyitas kénnyen adédik, ha megvizsgéljuk, hogy a Z3-beli vektorokat 2 vagy 3

kiilonb6z6 gomb fedi le.

Han = 11, r = 1, Z3! hdromszoros lefedését 2° tippel érhetjiik el. Tetszélegesen
megvdlasztjuk x; (i = 1,2,...,9) értékét, a tobbi vektort pedig a kdvetkezd egyenletek
adjak:

X190 = X1+ x5 + X3+ x4 + X5
X114 = X1+ X3 +x3+ x5+ X5
Ez a konstrukcidé optimalis is, mert eléri a Gimbpakolasi korlatot.

Vizsgdlhatunk olyan eseteket is, ahol az a cél, hogy elérjink vagy egy nagy
nyereményt, vagy sok kicsit. Példaul a kdvetkezd hat tippel Z3-ben vagy telitaldlatot,

vagy két masodik helyezést (egy hibat) ériink el minden esetben.

1111,1111,1000,0100,0010,0001
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5. Feladatok

5.1 Feladat: Hanyféleképpen lehet kitolteni egy 13 + 1 meccses totdszelvényt
ugy, hogy az elsé négy kimenetel kozott legfeljebb egy 0-s legyen? Hanyféleképpen
tolthetjiik ki a szelvényeket Gigy, hogy legyen legalabb egy 0 koztiik?

Rogzitslink le egy koordinatat az elsé négy kozil, ahol a 0 alljon. Ezt 4-féleképpen
tehetjik meg. A tdbbi harom helyre 1-es vagy 2-es keriilhet 23-féleképpen. A
fennmaradé 10 koordinidta esetén harom lehet8ség kozil valaszthatunk, 31°
kiilonb6z6 mddon. Eddig 6sszeszamoltuk azokat az eseteket, ahol egy darab 0 szerepel
az elsé 4 koordinataban. Hozzavesszilk még azokat a vektorokat, ahol az elején nem
szerepel 0, 2*-310 darab ilyen létezik. Osszesen (23 -4 + 2%)-310-féle szelvény

tolthetd ki.

A feladat mdsodik részét szintén esetszétvalasztassal oldjuk meg. Ha az els6
koordinata 0, a tobbit tetszés szerint, 3'3-féleképpen adhatjuk meg. Ha a masodik
koordindta 0, akkor az els6 koordinatat kétféleképp vdlaszthatjuk, a tobbit
haromféleképpen, hogy ne szamitsunk kétszer azt az esetet, ahol az elsé két
koordindta 0. Ha a harmadik koordinadta 0, az els6 kett6t 2-féleképp, a tobbit 3-
féleképp, ha pedig a negyedik koordindta 0, az elsé harmat 2-féleképp, a tobbit 3-
féleképp valaszthatjuk. Osszesen 313 +2.312 4 22.311 4 23.310  {il6nb6z6

szelvény tolthetd ki.

5.2 Feladat: Hany szelvényt kell kitélteniink a biztos 13 taldlathoz, ha tudjuk,

hogy lesz 0? Hany szelvényt kell kitolteniink, ha 5 talalattal is megelégsziink?

Vegylik sorba azokat az eseteket, amikor a 0-k szama 1,2, ...,13.
(113) - 212 k{il6nb6z6 szelvényiink van, mely egy darab 0-t tartalmaz, hiszen a 0 13-féle
helyen szerepelhet, a tobbi 12 koordindta pedig tetszGlegesen 1 vagy 2 lehet.
Ugyanigy beldthato, hogy i darab 0-t tartalmazé szelvénybdl (11'3) - 213~ darab van. Az

i minden lehetséges értékére kiszamolva a kovetkezd 6sszeget kapjuk:
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}jl(lf) - 21371 darab szelvényt kell kitélteni, az &sszes olyat, ami 0-t tartalmaz.

Ha csak egyet is kihagynank, lehet, hogy nem nyerink, mert pont az lesz az

eredményvektor.

Ha megelégsziink 5 taldlattal, akkor 3 szelvény elég: a csupa 0-bodl, csupa 1-bdl és
a csupa 2-bdl all6. Fentebb mar lattuk, hogy ezzel a 3 szelvénnyel biztosan elériink 5
taldlatot, Iényegtelen, hogy van-e 0 az eredményben vagy nem. 2 szelvény pedig nem
elég, mert minden mérk6ézésnél 3 lehetséges kimenetel van, lehet, hogy mindig a

harmadik lesz a j6 eredmény, amivel nem szamoltunk, és 0 taldlatunk lesz.

5.3 Feladat: Lassuk be, hogy a 3 mérkézéses toton nem elég 4 szelvény a biztos 2

talalathoz! Adjunk meg 5 tippet, ami mar elég!

Ha n = 3, a Gombpakolasi korlatbdl azt kapjuk, hogy legaldbb 4 tippre van

szikséglink a biztos 2 talalathoz. Tegylik fel, hogy ennyi elég.

Ebben az esetben minden gomb 7 vektort tartalmaz. 4 gombbel tehat maximum
28 vektor fedheté le. Mivel |Z3| = 27, csak egy olyan vektor lehet, ami két gémb kézos
eleme. Nézzik meg, hogy létezhet-e két olyan gébmb, melyek metszete pontosan egy

vektort tartalmaz.

Vegyik az (a, b, c) vektort, legyen ez az egyik gomb kdzéppontja. A masik gémb
kézéppontja vagy (a’,b,c), vagy (a’,b’,c), vagy (a',b’,c") lehet (a # a'stb.). Ha
(a',b',c") a masik kézéppont, nem lehet kéz6s elemik a gmboknek, mert az egyik
gémb vektorai egy darab ’-vel jelolt koordinatat tartalmazhatnak maximum, a masik
gémbben lév6ek pedig minimum kett6t.

(a,b,c) és (a’,b’,c) kézéppontok esetén, (a’,b,c) és (a,b’,c) is kbzds eleme a
gémboknek. (a,b,c) és (a',b,c) esetén pedig kézések az (a’,b,c) és az (a,b,c)

vektorok. Nem létezik tehat két olyan gomb, aminek pontosan egy k6zos eleme van.

A feladat tehdt csak 4 darab diszjunkt gémbbel lenne megoldhaté. Z3-ban

azonban a Hamming-korlatbdl kbvetkez6en maximum 3 diszjunkt gdmb létezhet. Ezzel
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beldttuk, hogy négy gombbel nem fedhetd le a vektortér, vagyis négy szelvény nem

elég a biztos 2 taldlathoz.

O

A kovetkezd 5 tippel azonban biztos 2 talalatot érhetiink el:

000,111,220,202,022

Az aldbbi dbra szemlélteti, hogy az 5 tipp koré irt 1-sugard gombok valdban lefedik

a teret.

211

112

110

121

5.4 Feladat: Lassuk be a vegyes esetre vonatkoz6 Gombpakolasi korlatot!

Legyen n,; azon mérk&zések szama, ahol 3 esélyt jatszunk meg, n, pedig, ahol 2
kimenetellel szamolunk. Ekkor 6sszesen 2™23™1 féle kiilonb6z4 szelvény tolthetd ki.
Tekintslik ugy a vektorokat, hogy az elsé n, koordinata 2-féle lehet, a tobbi n;
koordinata pedig 3-féle.

Egy adott tipptél 1-tdvolsdgra n, + n, - 2 vektor van, mert vagy az elsé n,

koordinataban térek el 1-féleképpen, vagy a tébbiben 2-féleképpen.
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Nézzik most azokat a vektorokat, melyek 2-tdvolsagra vannak egy adott vektortdl.
(lez) darab olyan vektor létezik, amely az elsé n, helyen kétszer tér el, (7121) - 22 olyan,
ami az utolsé n, helyen tér el kétszer, és n, - n, - 2 olyan, ami az elején és a végén is
eltér egyszer. 2-tavolsagra tehat (nzz) + (7121) +2%2 4+ n, +n, -2 darab vektor van egy

adott vektortodl.

Ezt altalanositva kapjuk, hogy egy adott vektortdl j-tdvolsagra Z{zo(”iz) (]7.‘_11.) 2/t

vektor van.
Egy r-sugaru gémb Z§=o Z{zo(”iz) (]7.‘_11.) 27-1 vektort tartalmaz, mert benne van a

kozéppont és a téle 1,2, ..., r tavol Iévs pontok. Ha le akarjuk fedni az egész vektorteret
2n23™

SN ] (T

— tippvektorra van szikségink.

O

5.5 Feladat: Lassuk be, hogy a 6 meccses toté esetén az 111111,222222,
000000, 211111, 011111, 122222 tippekkel biztos elériink 3 talalatot!

Az olyan vektorokat, melyeknek legaldbb 3 koordinatdja azonos, lefedi az els6 3
tippvektor kozil legaldbb az egyik. Csak azokkal a vektorokkal kell foglalkoznunk,
amelyekben mindhdrom lehetséges szamjegy kétszer szerepel.

Vizsgdljuk meg ezen vektorokat az elsé koordinatajuk szerint. Ha 1-gyel kezddédik,
akkor az 122222 koré irt 3-sugaru kor lefedi, mert szerepelni fog még két darab kettes,

ha 2-vel kezdd6dik, j6 a 211111 tipp, ha 0-val, akkor pediga 011111 tippvektor.

5.6 Feladat: Lassuk be, hogy a ternér Golay-kdd 2 hibat javit!

Meg kell mutatni, hogy a kddszavak koré irt 2-sugari gémbok diszjunktak, vagyis
tetsz6leges v,w € C c Z1! esetén d(v,w) = 5.

Kédunkat ugy definidltuk, hogy az els6 6 koordinata tetszéleges, a tobbi 5 pedig
mar egyértelmUien kiszamithaté egy egyenletrendszerrel. Ha tehat két vektor els6 hat
koordinataban megegyezik, akkor azonosak. Az elsé hat koordinata valtoztatasat kell

csak vizsgdlnunk.
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Ha 5 vagy 6 koordinatat valtoztatunk meg, nyilvdn minimum 5 lesz a tavolsag. Azt
kell tehat megvizsgalnunk, hogy, ha az elsé hat koordinatabdl 1-et, 2-t, 3-at, vagy 4-et

megvaltoztatunk, valtozik-e az utolsé 5 koordinata kozil minimum 4, 3, 2, vagy 1.

A tovabbiakban legyen i =1,2,..,6 és j=17,8,..,11, és nézzik a 4.2.2.-ben
megadott geometriai modellt. Mivel minden x; legaldbb négy egyenletben tagként

szerepel, pontosan egy x; megvaltoztatasaval minimum négy x; értéke valtozik meg.

Ha két kilénb6z6 x;-t megvaltoztatunk, tobb esetet kell végiggondolnunk.
Viéltozzon x, és x;, (k = 2,3,4,5,6). Ekkor az 5 egyenletbdl egyben csak x;, kett6ben
X1 + xi, kett6ben pedig x; + 2x; fog szerepelni. Ezek a tagok pedig 3 kulonb6z6
maradékosztdlyban lesznek modulo 3. Ezért az 6t utolsd koordinatabdl legaldbb harom

biztosan mas maradékosztalyba fog kerilni, mint volt.

Vegyiunk két xi,x; (k,l = 2,3,4,56 és |+ k) koordinatadt, vagyis az 6tszogem
2,3,4,5,6 csucsa kozul kett6t. Ha ezek szomszédosak, akkor a két tag a
kdvetkez6képpen szerepel az 6t egyenletben: xy, x;, 2x), + 2x;, 2x;, + X1, X + 2x;.
Hiszen ha kozlllk az egyik csucs szerint irjuk fel az egyenletet, akkor az adott
koordindta nem szerepel az egyenletben, a masik koordinatat pedig hozzaadjuk. Ha az
egyikkel sem szomszédos csucs szerint definidljuk az egyenletet, akkor mindkét
koordinata értékét kivonjuk. Ha pedig egy olyan csucs szerint irjuk fel, mely az adott
csucsok koziil csak az egyikkel szomszédos, akkor az egyik koordinata értékét
hozzdadjuk, a masikét kivonjuk.

Ha xj és x; nem szomszédosak, akkor az egyenletekben a 2xi, 2x;, x, + xj,
2xy + X1, X + 2x; tagok szerepelnek. Ez a fenti médon belathaté.

Mindkét fent emlitett esetben x,,x; (k,l = 23,456 és |+ k) értékének
megvaltoztatasaval legalabb harom x; (j=78,..,11) megviltozik, hiszen az elsé
esetben x;, x; a masodikban 2x,, 2x; tagok miatt az egyenletek eredményei mas
maradékosztdlyba kerilnek, mint voltak, a tobbi harom-harom tag kozil pedig

legalabb egy értéke valtozik modulo 3.
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Ha

harom koordinatat

meggondolnunk:

valtoztatunk meg,

a kovetkezd

1) azegyik cstcs az 1 csucs, a masik kettd szomszédos;

2) azegyik csucs az 1 csucs, a masik ketté nem szomszédos;

3) harom egymast kévetd csucs és egyik sem az 1 csucs;

eseteket

kell

4) két csucs szomszédos, a harmadik egyikkel sem szomszédos, és egyik sem

az 1 csucs.

Legyenek a megvaltoztatott koordinatak xi, x;, x,,. Az egyenletekben szerepld

tagok a kilonboz6 esetekben a kdvetkezdbk:

egif’::f;i ) 1. 3. 4. 5.
1) Xy +x; X1+ Xy X1+ 2x; + 2x, X1+ 2x; + xp, X1 +x;+ 2x,
2) X1 + 2x; X1 + 2xp, Xy +x + Xy X1+ 2x; + X, X1 +x; + 2x,
3) X + 2x; X+ 2xp, X + 2% X + 2x; + 2x,, 2xy + 2x; + xp
4) X, + 2x, Xm + 2 2xy + 2% X+ 2% + Xpy, 2xp + x; + X,
Elemi szamolassal belathaté, hogy minden esetben legalabb 2 egyenlet

eredménye meg fog valtozni.

Ha négy koordinatat valtoztatunk meg a kovetkez6 harom eset lehetséges:

1) azegyik cstcs az 1 csucs, az 6tszogbdl kimaradt kett6 szomszédos;

2) azegyik csucs az 1 csucs, az 6tszogbdl kimaradt két csics nem szomszédos;

3) egyik csucs sem az 1 csucs, az 6tszogembdl egy csucs maradt ki

Legyenek a megvaltoztatott koordinatak x,, x;, x,, és x,. Az egyenletekben

szereplG tagok a kiilonb6z6 esetekben a kovetkezék:

1. 2. 3. 4. 5.
1) | x + xp +2x, X1+ Xy + X X1+ 2%, +xp X1+ 2x +x;+ 2%, | Xg + 2%+ 2x 4+ X
2) | x4+ x4 2x X1+ xp + 2% X1+ X +x;+ 2x, X1 + 2xp + 2%, X1+ 2%, +x+ xp
3) | 2x, + x4 2x; | 2%+ Xy + x5 Xp + X + 2%, 2% + 2 x5 + x5 Xn + 2%, + 2%+ x,

Meggondolhatd, hogy a fenti tablazat minden sordban legaldbb egy 6sszefliggés

értéke megvaltozik, ha négy valtozét megvaltoztatunk.

Ezzel belattuk, hogy az elsé hat kozil n darab koordindta megvaltoztatasa,

legaldbb tovabbi 5 — n koordinata megvaltoztatasat vonja maga utan.
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Kdszonetnyilvanitas

Kdszonettel tartozom témavezetémnek, Kiss Gyorgy egyetemi docensnek, a
tanitasért, iranyitasért és a matematikai problémak feldolgozasaban nyujtott

segitségéért.
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