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Bevezetés

A szakdolgozatom az "irreducibilis polinomok szakkérre" cimet kapta, mert az algebrai tanul-
méanyaim soran ez a témakor keltette fel legjobban az érdeklddésemet. A szakdolgozat egységes
képet alkot a kiilonboz6 témakorokrol, amelyekkel kapcsolatban all az irreducibilitas. A fejezetek
nem ugy kovetik egymadst, ahogy tanultam Gket, hanem els6sorban azzal foglalkoztam, amikor a
polinom irreducibilis a megadott test felett, majd azzal, hogy hogyan kapcsolodik az irreducibi-
litds a kiilénb6z6 témakhoz.

A szakdolgozatom els§ része az alapfogalmakat mutatja be, és a felmeriils alapvets tételeket,
illetve azok bizonyitasat. A gyokok és irreducibilitas alfejezet tartalmazza a polinomok gyokeire
vonatkoz6 tételeket, allitdsokat és azok bizonyitasat, majd a komplex szamok, illetve a valés
szamok feletti irreducibilitasrol olvashatunk, ahol szintén olyan tételekkel ismerkedhetiink meg,
amelyek megkénnyitik a komplex, illetve valés polinomok felbonthatésidganak igazoldsat.

A mésodik fejezet a maradékos osztés és az irreducibilitas Gsszefiiggésére vilagit ra.

A harmadik rész a racionalis szamtest f6lotti irreducibilitast mutatja be. Kiilonb6z6 moédszereket
tartalmaz, hogy megtudjuk, mikor felbonthatatlan az adott polinom racionélis test felett. Mind-
egyik modszert - az érthetdség kedvéért - példakkal tdmasztom ald. Az egyik alfejezet kevert
feladatokat tartalmaz, amelyeket a felsorolt médszerek egyikével, vagy azok egymésutanjaval kell
megoldani. Az utolsd alfejezet a raciondlis egyiitthatés polinomok Newton-poligonja témakort
tartalmazza. Tanulmanyaim sordn ez nem szerepelt, teljesen 4j és érdekes volt szamomra, hogy
ez is Osszefiigg az irreducibilitassal, ezért is tartottam fontosnak, hogy ezt is tartalmazza a szak-
dolgozatom.

A negyedik rész az egész egyiitthatos polinomok irreducibilitasat mutatja be. A fejezet tartal-
mazza a Gauss lemmaékat, illetve azok kdvetkezményeit és bizonyitasat.

Az utolso fejezet a korosztasi polinomokat és azok tulajdonsigait mutatja be. A fejezet els-
szor az alapfogalmakkal kezd, majd példakkal tamasztja ala Gket és Osszefliggést mutat be az

irreducibilitassal kapcsolatban.



1. fejezet

Irreducibilitas

Ebben a fejezetben az alapfogalmakat fogom bemutatni. Az els§ és legfontosabb definicio, hogy

mit jelent az irreducibilitas, és mikor irreducibilis azaz felbonthatatlan a polinomunk.

g

1.0.1. Definicié. Legyen R szokdsos gyird. A p € R elemet felbonthatatlannak vagy irreducibi-

lisnek nevezezziik, ha nem nulla, nem eqység, és p-nek nincs nemtrividlis felbontdsa.

A kovetkezd definicioban az el6z6ben felmeriil6 alapfogalmakat fogom definialni, hogy az irredu-

cibilitas definicidja teljesen érthetévé valjon.

1.0.2. Definicio. Legyen R szokdsos gytrd, és 0 # r = be, ahol r,b,c € R. Azt mondjuk, hogy
az v elemnek ez a felbontdsa trividlis, ha b és c eqyike r-nek asszocidltja. Ami ezzel ekvivalens: b

és c kozil a mdsik egység.

Azonban, az irreducibilitas definiciojaban kizartuk az egységeket (u egység, ha ull itt a £1—et),

mivel ezekre nem épithetlink, ha egy altalanos szamot szeretnénk felbontani.

1.0.1. Allitas:. Legyen R szokdsos gyiri. A p € R elem akkor és csak akkor felbonthatatlan,

ha nem nulla, nem eqység, és p minden osztdja vagy eqység vagy p-nek asszocidltja.

Bizonyitas: Ha p felbonthatatlan és r|p, akkor van olya t € R, hogy p = rt. Ennek a felbontés-
nak tirividlisnak kell lennie, tehat r vagy egység, vagy pedig t egység, de ez utébbi esetben p és
r asszocidltak. Megforditva, ha p-rél azt tudjuk, hogy minden osztdja vagy egység, vagy p-nek
asszocialtja, akkor tegyiik fel, hogy p = be egy felbontés. Ekkor b|p, ezért feltevésiink szerint b
vagy egység , vagy p-nek asszocialtja. Az els§ esetben p = be felbontés tirivalis, de a méasodikban
is az: ekkor c lesz az egység. Valoban, p = be alkalmas e egységre, és igy bc = be. Mivel p # 0, a

b sem nulla, és igy c = e tényleg egység.



1.1. Feladat. Az 21 szdmot bontsuk fel felbonthatatlanok szorzatdra Z — ben

Megoldas: Négyféleképpen fogom felbontani.
21=7-3=3-T=(=7)-(=3)=(=-3) - (—7)

Az els6 felbontasbol az utolsot tgy kaptuk meg, hogy felcseréljiik a tényezsket és mindkét eset-
ben kapnak egy — elGjelet azaz vesszilk az asszocidltjukat. Tehat a felbontés egyértelmisége
azt jelenti, hogy barhogy vessziik az r elemnek két felbontasat irreducibilis elemek szorzatara, a
tényezGk szama megegyezik, és a két felbontas tényezdi egymassal parba allithaték ugy, hogy a
parok tagjai egymaés asszocidltjai legyenek. Altalanosan leirva:
r=pi..-Pr=4q1-.--4q
k=1
Amikor 6sszevonjuk a megegyezd felbonthatatlanokat akkor a szdm kanonikus alakjat kapjuk.

A kanonikus alak definici6ja a kovetkezd:

1.0.3. Definicio. Az r # 0 elem kanonikus alakja
r=ep{t...pam ,
ahol e eqység és p; pdronként nem asszocidlt felbonthatatlanak elemek, az o; pedig nemnegativ

egész szdmok.
1.2. Feladat. Mi a -9 kanonikus alakja?

Megoldas:
—9=3-(-3)=(-3)-3=-3%2= —(-3)2
Lathatjuk, hogy ezen feladat sordn csak gy tudjuk sszevonni, ha a —1-es tényez6t meghagyjuk,

ezért a definicioban is megengedjiik az egység tényez6t.

1.0.2. Allitas:. Legyen T test. Egy f € T|x] polinom akkor és csak akkor irreducibilis T folott,

ha nem konstans, és nem bonthatd fol két alacsonyabb fokd T-beli egyiitthatds polinom szorzatdra.

Ennek bizonyitasa a kovetkezs:

Bizonyitas: Test folotti polinomgytriiben, az egységek a nem nulla konstans polinomok. Te-
hat egy polinom trivialis felbontésai azok, amikor az egyik tényez6 konstans, és igy nemtrivialis
felbontasaok azok, amikor egyik tényez6 sem konstans. Kz ugyanazt jelenti, mintha azt monda-
nénk, hogy mindkét tényezs az eredeti polinomnél alacsonyabb foku kell, hogy legyen, hiszen a

tényezsk fokainak Gsszege az eredeti polinom foka.



1.1. Gyokok és irreducibilitas

Ebben a fejezetben azt fejtem ki, hogy hogyan fiigg 6ssze, hogy egy polinom irreducibilis-e, egy
adott test felett azzal, hogy van-e gytke az adott esetben.
A kovetkezd allitas a legegyszertibb esetrdl, amikor els6foku a polinom, akkor biztosan irreduci-

bilis lesz.
1.1.1. Allitas:. Test folitt eqy elséfoku polinom mindig irreducibilis.

Bizonyitas: Elssfokd polinomot nem lehet alacsonyabb foktak szorzatara bontani, hiszen két

nulladfokt polinom szorzata is nulladfoka.

Az alabbi allitas a mésodfoka polinomokat vizsgalja, azonban az el6z6vel ellentétben itt nem

mindig teljesiil az irreducibilitas.

1.1.2. Allitas:. Legyen T test. Ha egy legaldbb mdsodfoki T[x]-beli polinomnak van gyoke T-ben,

akkor nem irreducibilis T félott.

Bizonyitas: Legyen b € T gyoke egy f € T'[z]-beli polinomnak. Ekkor a hozza tartozé z — b
gyoktényezd kiemelhet§ f-bél. Ha f legaldbb méasodfokd, akkor ezzel f-et két alacsonyabb foku

polinom szorzatara bontottuk.

Megjegyzés: Egy polinom esetén nem elég megkeresni a gyokoket ahhoz, hogy elddntsiik

irreducibilis-e. Ha nincs gytke a polinomnak akkor abbdél nem kdvetkezik, hogy irreduchilis.

1.3. Feladat. Erre a kévetkezd raciondlis test folotti polinom mutat példdt: (x> +1). Ennek
valds gyoke sincs, és nem irreducibilis, mert szorzat alakban van megadva. Tehdt nem elég csak

a gyokoket megkeresni az trreducibilitds eldontéséhez.

A kovetkezs allitas pedig segit megtalalni a polinom gydkeit.

1.1.3. Allitas:. Legyen T test. Ekkor egy f € T[x] polinomnak akkor és csak akkor van gyike

T-ben, ha van elsdfoki tényezdije.

Bizonyitas: Azt mar lattuk, hogy ha van gydk, akkor a megfelel§ gyoktényezd kiemelhetd.
Megforditva, tegyiik fel, hogy f = gh, ahol g(z) = ax + b egy elséfokta polinom. ekkor —b/a



gydke f-nek.

Azonban a kivetkezd allitas kimondja, hogy milyen esetben lehet egy masod illetve egy har-

madfokt polinom irreducibilis.

1.1.4. Allitas:. Legyen T test. Ha egy mdsod vagy harmadfoki T[x]-beli polinomnak nincs gyike
T-ben, akkor irreducibilis T félott.

Bizonyitas: Egy mésodfokit polinomot alacsonyabb foku tényezSk szorzatira csak ugy lehet
felbontani, hogy mindkét tényezd els6foki lesz. Hasonléképpen egy harmadfoka polinomot ala-
csonyabb fokiak szorzatira csak tgy bonthatunk, hogy az egyik tényez§ elséfoku lesz, és igy az

el6z6 allitas szerint gyok is.

1.2. Komplex szamok feletti irreducibilitas

1.2.1. Tétel:. A komplex szamok teste folott (és dltaldban eqy algebrailag zdrt T test folott) az

wrreducibilis polinomok pontosan az elsdfokiak.

Bizonyitas: Ez nyilvanvalé az eddigiekbdl, hiszen algebrailag zart test f616tt minden nemkons-

tans polinomnak van gyoke.

1.2.1. Lemma. Legyen z komplex gydke a valds egyiitthatés f polinomnak. Ekkor z konjulgdltja

is gydke f-nek, sét z és Z ugyanannyiszoros gyoékok.

Bizonyitas: Legyen f(z) = ap+ajz+---+a,x™. Ennek gyoke a z, tehat 0 = ap+ajz+- - -+a,2".
Vegyiik mindkét oldal konjugaltjat. Tudjuk, hogy 6sszeg konjugaltja a konjugéltak Gsszege, ezért
a bal oldalan all6 6sszeget tagonként konjugalhatjuk. De a konjugdlas szorzattarto is, ezért az
eredmény a kovetkezs:
ap+a-z+-+an-2"=0

Valos szam konjugéltja 6Snmaga, tehat 0 = 0 és a; = q;. Igy a bal oldalon f(%) 4ll, a jobb oldalon
0, tehat Z tényleg gydke f-nek.

Most f foka szerinti teljes indukciéval belatjuk, hogy z és Z minden valés egyiitthatos f poli-
nomnak ugyanannyiszoros gyokei. Ha z valés, azaz z = Z, akkor az allitas nyilvanvald, ezért
feltehetd, hogy z # Z. Az indukcios feltevésiink az, hogy f-nél alacsonyabb fokd polinomokra

igaz az 4llitas, be kell latnunk f-re is. Ha z és z koziil egyik sem gyoke f-nek, akkor az imént



bizonyitott allitas miatt a konjugdltja, vagyis a masikuk is gyok. Mivel z # Z, a z és Z gyokokhoz
tartoz6 gyoktényez6k egyszerre kiemelhet&k:
f(z) = (z = 2)(z — Z)q(x)
ahol ¢ € C[z] polinomra. Azonban
g(@) =(z—2)(x —7) =2 — (2 +Z)z +2Z
valos egyiitthatos polinom, hiszen 2zZ=|z|? és z +Z = 2 Re z valos szamok. A maradékos osztés
egyértelmtisége miatt tehéat ¢ is valés egyiitthatos polinom. Az indukcios feltevés miatt tehat

g-nak z és Z ugyanannyiszoros gytke, és igy ugyanez igaz f-re is.
1.4. Feladat. Bontsuk fel a 6(x® — 2)(2? + 1) polinomot irreducibilisek szorzatdra C félétt.

Megoldas: Jelen esetben a 6 egység, igy kiilon tényezéként nem szerepelhet.

(62 4+ 6v/2)(z — V2)(z + i) (z — 1)
1.5. Feladat. Irreducibilis-e 7 + z + 1 polinom C f5lott?
Megoldas: Az 1.2.1. tételre hivatkozva ez a polinom nem irreducibilis C {6l5tt.
1.6. Feladat. Irreducibilis-e 22 — 2 polinom C f6létt?

Megoldas: Ahogy az el6z6 esetben is hivatkozunk az 1.2.1. tételre. Ez a polinom nem irredu-

cibilis C folott.

1.3. Valo6s szamok feletti irreducibilitas

1.3.1. Tétel:. A valds szdmok teste folott az irreducibilis polinomok pontosan az elséfokiak, és

azok a mdsodfokiiak, melyeknek nincs valds gydke.

Bizonyitas: A felsorolt polinomokrél a korabbi allitasokon mar belattuk, hogy irreducibilisek.
Tegyiik fel, hogy f irreducibilis polinom R f616tt. Ekkor nem konstans, és igy van egy z komplex
gyoke. Ha ez valos, akkor f csak els6foknl lehet. Ha z nem valés, akkor az el6z6 bizonyitasban
lattuk, hogy a valos egyiitthatos g(z) = (xr — 2z)(x — Z) kiemelhet§ f-b6l, és a megmaradé ¢
polinom is valos egyiitthatos. Mivel f irreducibilis, g(x) csak konstans lehet, és igy f tényleg

mésodfokd, melynek gyokei nem valdsak.

Kovetkezmény: Paratlan foka valos egyiitthatds polinomnak van valds gyoke.



Bizonyitas: Bontsuk a polinomot irreducilisek szorzatara R f6lott. Fzek els6 vagy maésod-
fokidak. Mindegyik tényez6 nem lehet mésodfokt, mert a polinom foka paratlan. Tehat van

els6fokn tényezd, és igy valés gyok is.

Megjegyzés: Az el6z6 bizonyitas felhasznalja az algebra alaptételét.
1.7. Feladat. Bontsuk fel irreducibilis polinomok szorzatdra a x* — 1 polinomot R folétt.

Megoldas:A polinomot gydktényezdk szorzatara bontjuk, majd a nemvalés gytkokhoz tartozo
gyoktényezdket parositjuk a konjugaltjukkal.
t—1=(x—-1)(z+1)(z?+1)

1.8. Feladat. Bontsuk fel irreducibilis polinomok szorzatdra a x* + 9 polinomot R filott.

Megoldas: Az el6z6 eljaras alapjan a megoldas:

a* +9 = (22 + V61 + 3)(2® — V6z + 3)
1.9. Feladat. Bontsuk fel irreducibilis polinomok szorzatdra a x5 — 423 + 3 polinomot R folitt.

Megoldas: Az 20 — 423 +3 = 0 egyenletbe y = 22 helyettesitéssel kapunk egy masodoki egyen-
letet kapunk, melynek gydke 1 és 3. Igy

28 — 423 +3= (22 - 1)(a® - 3)
A két tényezonek egy-egy valos gydke van, igy a végeredmény a kovetkezd:

28 — 43 4+ 3= (x— 1) (2?2 + 2+ 1)(z — V/3)(2® + 3z + V9)



2. fejezet

A maradékos osztas

Ezen fejezet soran ramutatok, hogy milyen &sszefiiggés van az irreducibilitdas és a maradékos
osztas kozott.

El6szor az alabbi tétellel vezetem be a fejezetet.

2.0.2. Tétel:. Legyen R szokdsos gytri. Ekkor R[x] polinomgytriben minden olyan g € R[x]
polinommeal lehet maradékosan osztani, amelynek féegyiithatdja invertdlhatd. Ez azt jelenti, hogy
tetszéleges f € R[x] polinomhoz lézetnek olyan q,r € R[z] polinomok, amelyekre f = gq+ 1, és

vagy r = 0, vagy r foka kisebb g fokdndl. A q és r polinomok egyértelmien meghatdrozottak.

A tételben szereplé f = gq + r maradékos osztasban az f az osztando és a g az 0sztd, a ¢ poli-

nomot hanyadosnak, az r-et pedig a maradéknak nevezziik.

Bizonyitas: Ha f = 0, akkor 0 = g - 0 + 0 elGallitds megfelel§ lesz. Ha f foka kisebb g fo-
kanal, akkor is készen vagyunk, mert f = g-04 f maradékos osztas is eleget tesz a feltételeknek.
Tegyiik fel indirekten, hogy az 4llitas nem igaz, azaz van olyan ellenpolinom, amely nem oszthato
el maradékosan g-vel. Lattuk, hogy a nullapolinom eloszthaté maradékosan g-vel, és igy az ellen-
példak koézott nincs ott a nulla, vagyis mindegyik ellenpélda-polinomnak van foka. Valasszunk
ki koziiliik egy lehetd legkisebb foka f polinomot. Az ennél kisebb foktak méar nem ellenpéldak,
vagyis maradékosan oszthaték g-vel.

Jeldle f f6tagjat ax™ és g f6tagjat bax™, ahol b invertalhat6é eleme R-nek. Az allitast belattuk
abban az esetben, amikor f foka kisebb g fokandl, vagyis az m-nél kisebb fokd polinomok nem
ellenpéldédk. Mivel f ennelpélda, ezért deg(f) =n > m.

Ha elvégezziik az osztast, azaz f tagjat osszuk el g fétagjéval, szorozzuk ezzel vissza a g osztot,

és a kapott szorzatot vonjuk ki f-b6l. Az eredmény fo = f — (a/b)z" ™g. Ez értelmes, hiszen



feltettiik, hogy b-vel lehet R-ben osztani.
A kivonasnal f fétagja kiesik, és igy fo foka kisebb, mint deg(f) = n. Ezért fy mar nem ellen-
példa az allitasra, vagyis maradékosan eloszthaté g-vel: fo = gqo + r, ahol r = 0, vagy r foka
kisebb ¢ fokanal. De innen:
f=7r+(a/b)a""g =g(qo + (a/b)z""™) +r,
tehat f is eloszthaté maradékosan g-vel. Ez az ellentmondés bizonyitja a tétel elss allitasat, azt,
hogy a maradékos osztas elvégezhetd.
Az egyértelmiiség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy f-et kétféleképpen is elosztottuk maradékosan
g-vel:
f =90 +r1=gq+r,
ahol 1 és ry is nulla, vagy g-nél kisebb foki1 polinom. Atrendezéssel:
9@ —q) =r2—m
A jobb oldalon all6 ro — 1 polinom vagy nulla, vagy g-nél kisebb foka. Ha g; — g2 # 0, akkor
viszont a bal oldalon 4ll6 polinom foka legalabb annyi, mint g foka, hiszen szorzasnal a fokok
Osszeadodnak, ami ellentmondas. Ezért ¢ — ¢o = 0, de akkor nyilvan ro — r; = 0, és igy a két

maradékos osztasban a hanyados is ugyanaz.
2.1. Feladat. Osszuk el a 223 + 222 + 3z + 2 polinomot a 2% + 1 polinommal.

Megoldas: Az els6 lépésben az osztando fétagjit elosztjuk az osztod fotagjaval: 223/2% = 2u.
Ezt leirjuk, majd visszaszorozzuk vele az osztot: (2x)(z? + 1) = 222 + 22. Ezt az osztandé ala
irjuk, és kivonjuk: (223 + 222 + 3z + 2) — (223 + 22) = 222 + o + 2. Ezzel az 1j polinommal
ismételjiik az eljarast addig, amig a kapott kiilonbség foka még nagyobb vagy egyenls, mint az
osztd foka. Lathatjuk, hogy a hanyados 2x + 2, a maradék pedig .

(223 4 22% 4 3z 42):(2?+1)=22+2

—(223+ 0 +27)

+22% + x +2

—(222+ 0 +2)
X

2.2. Feladat. Osszuk el a 23 — 2 polinomot a 222 + 2x — 3 polinommal.

Megoldas: Az el6z6 feladat megoldésanak modszerével oldjuk meg ezt a feladatot is. Azon-

ban én atirom az osztandé polinomot, hogy még szemléltetesebb legyen a megoldés.
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(3 4+ 02?+02-2):(222+22-3)=%-1
—(2® + 22 -3 -0)
0 - +379” -2
—(—2? — x + )
Sz 1
2 2

2.3. Feladat. Osszuk el a 2* + 22 4 1-et a 2% + = + 1-gyel. Milyen maradékot kapunk?

Megoldas: Az osztas elvégzése utan 0 maradékot kapunk.

(z* + 22 + 1) (2?42 +1)=22—z+1
—(—z*+ 2* + 2?)

—r3 + 1

—(—23— 2% —2)
@ +x+ 1
—(z®+z+ 1)

0

2.4. Feladat. Mi a maradék x5 + 5% + 2™ + let osztjuk 2 — 1-egyel illetve x> + 1-gyel.

Megoldas: Ezen feladat soran egy uj technikit fogunk alkalmazni, az f-et x — b-vel osztjuk

ekkor a maradék f(b) lesz:

1. 22 — 1-egyel osztva:

2% + 2% 2 4 1 = (22 — 1)q(2) + (az +b)

Az x helyére +1-et helyettesitve kapjuk 1 esetén: a+b =4 és —1 esetén: —a+b = 4 addodik

igy a maradékunk a 4.

2. x? + l-egyel osztva:

2% + 2% 2 4 1 = (22 + 1)q(2) + (az +b)

Ebben az esetben az x helyére +i-t helyettesitiink, ekkor i esetén ai + b = 0 igy a maradé-

kunk 0.
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3. fejezet

Irreducibilitas racionalis szamtest folott

Eddig a C illetve R testek f6lott vizsgaltuk a polinomokat, most viszont a racionalis testek felett
fogjuk vizsgalni Gket, amely f6l6tt mar nem tudjuk olyan konnyen vizsgalni, mint eddig. A Q
f616tti polinomok akarhanyadfokuak lehetnek. Az eddig bizonyitott allitasok segitenek ebben,
mert ha taldlunk egy raciondlis gyokot, akkor tudjuk, hogy a polinom nem lehet irreducibilis,

hacsak nem elséfoki. Az aldbbiakban egy eljarast ismertetiink a racionalis gyokok megkeresésére.

Ha adott egy raciondlis egyiitthatés polinom, akkor szorozzuk be az egyiitthatok nevezdivel.
Igy, egy egész egyiitthatos polinomot kapunk, amelynek gydkei ugyanazok, mint a kiindulé poli-
nomé. Igy elegends az egész egyiitthatés polinomok racionalis gydkeit megkeresni. Erre szolgal

a kovetkez§ tétel.

3.0.3. Tétel:. Tegyiik fel, hogy a p/q mdr nem egyszerisithetd tort gyoke az f egész egyiitthatds

polinommnak. Ekkor a szamldld osztja f konstans tagjdt, a nevezd pedig osztja f féegyiitthatdjdt.

Az el6z6 tételt racionalis gyoktesztnek szokis nevezni.
Bizonyitas: Az, hogy a tort miért nem egyszeriisithets, azt jelenti, hogy p és ¢ relativ prim
egész szamok. Legyen f(x) = ag + a1w + asx?® + ... + apa™. Ekkor p/g-t behelyettesitve, majd
q"-nel beszorozva

aoq" + a1pg”t + ... + app” =0
adédik. Ebben az Osszegben mindegyik tag oszhaté p-vel, kivéve esetleg a legelsét. Mivel a
0 is oszthatd p-vel, ezért a legelsd tag is, tehat plapg™. De p és ¢ relativ primek, és igy plag.

Ugyanezzel a modszerrel kapjuk a gla,, oszthatosagot is.

A kovetkez6 feladat mutatja ennek a tételnek az alkalmazisat és segithet, ha a polinomnak
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a komplex gyokeit ismerjiik.

3.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy x* + 36 irreducibilis Q felett.

El6szor a komplex gydkoket kell meghatarozni. Ezt egyenlet rendezés és gytkvonds segitségével
érjiik el.
x=/3(£1+14)

Ennek a kovetkezd a gyoktényezés alakja:

2t +36 = (z — V3 —V3i)(z — V3 4+ V3i)(x + V3 — V3i)(z + V3 + V3i)

Az el6bbi felbontasbol lathatjuk, hogy egyik gyok sem valos igy, ha a % 4 36 felbomlik Q felett,
akkor csak az alabbi f(x) és g(z) polinom szorzata lehet. Az f és g gyokei dsszesen kiadjak a fenti

négy komplex gytkot, mert az f és g valdsegyiitthatdsak, gyokeik konjugaltak kell, hogy legyenek.

flz)=r(z— V3 — \/gz(x —V34+V3i) = r(x? — 2v/3x + 6),

g(z) = s(z + V3 — V3i(z + V3 + V3i) = s(z* + 2V/3z + 6),

ahol r és s eleme a valos szamoknak és a szorzatuk 1. Az f és g polinomok racionalis egyiittha-
tosok, az r is racionalis szdm és az x egyiitthatoja is: —2rv/3 és ezzel ellentmondasba iitkoztiink,
mert akkor az 7 = 0 miatt v/3 is raconélis lenne. Igy az eredeti polinomunk z* + 36 irreducibilis

Q felett.

3.1. Schonemann-Eisentesin kritérium

Az elsG ilyen modszer a Schonemann-Eisenstein kritérium, amelynek alkalmazaséval bizonyos
specidlis polinomokrol kénnyen be tudjuk 1atni, hogy irreducibilis Q f6ltt. Abban az esetben
ha a Schonemann-Eisentesin kritérium nem teljesiil, még lehet a polinomunk irreducibilis. A

kovetkezs tételeket a Newton-poligon specialis eseteként bizonyitom a 3.5. fejezetben.

3.1.1. Tétel:. A Schonemann-Fisenstein irreducibilitdsi kritérium: Legyen f egész egyiitthatds,

nem konstans polinom. Ha van olyan p primszdm, amelyre teljesiil, hogy
1. p nem osztja f féegyiitthatdjdt;
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2. p osztja [ Osszes tébbi egyiitthatojdt,
3. p% nem osztja f konstans tagjdt

akkor f irreducibilis Q folott.

3.1.1. Allitas:. Forditott Schonemann-Eisenstein-kritérium: f eqy egész egyiitthatds, nem kons-

tans polinom. Ha létezik olyan p primszdm, amelyre
1. p nem osztja [ konstans tagjdt;
2. p osztja [ dsszes tébbi egyiitthatojdt,
3. p% nem osztja f fegyiitthatdjat

akkor f irreducibilis Q folott.

3.1.1. Schonemann-Eisenstein-kritérium alkalmazasa

A kévetkezo polinomokrol déntsiik el, hogy melyekre alkalmazhato kézvetleniil a Schénemann-

Eisentesin-kritérium.
3.2. Feladat. z'!' + 2z + 18

Megoldas: A feladat soran érdemes olyan primet valasztani, amely a fGegylitthatot nem osztja.
Jelen esetben a keresett primiink p = 2, mert ez osztja a tobbi egyiitthatét azaz a 2-t és a 18-at

is viszont a négyzete azaz p®> = 4 nem osztja a konstans tagot a 18-at.
3.3. Feladat. z'! 4+ 2z +12

Megoldas: Az el6z6 megoldasra alapozva a p = 2 itt megfelels lehet, azonban a p? = 4 mar
osztja a konstans igy a polinomunkrol ezzel a médszerrel nem tudjuk eldénteni, hogy irreducibilis-

e vagy sem.
3.4. Feladat. z'' + 122+ 5

Megoldas: A feladatunk megoldasa soran az el6z6 tétel feltételein megyiink végig és ezek alapjan

keressiik meg a primiinket.

1. Ebben az esetben a mésodik kritérium nem teljesiil {gy ezzel a mddszerrel nem tudjuk

megallapitani a polinomunkrél, hogy irreducibilis vagy sem.
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3.5. Feladat. z'! + 24

Megoldas:A feladatunk megoldéasa soran az el6z6 tétel feltételein megyiink végig és ezek alapjan

keressiik meg a primiinket.
1. 241és3¢11+/
2.24=12%.3/
3. A két primiink a p = 2 és a p = 3. Négyzetiik a p?> = 4 és p? = 9.

A konstans tagunkat osztja a 4, de nem osztja a 9, igy a megfelel§ primiink a 3. Teljesiil a

kritérium, a polinomunk irreducibilis.

3.6. Feladat. z'! + 72

Megoldas: Ismét az el6z6 modszert alkalmazzuk a feladat megoldésa soran.
1. 241és311+/
2. 72=3%2.23/

3. Ekkor kideriilt melyik az a két prim, ami megfelel§ lehet a 2 és a 3. Az el6z6 primek

négyzete: 22 =4 és 32 = 9.
Mindkét primiink osztja a konstans tagot igy a kritérium nem teljesiil.

3.7. Feladat. z13 — 35

Megoldas: Elgszor megnézziik, hogy melyek azok a primek, amelyek széba johetnek. Megnéz-
ziik az elsd feltételt: a keresett prim nem osztja az egyenlet fGegyilitthatojat igy jelen esetben
1 a f6egylitthato tehéat eddig barmelyik prim megfelel. A kovetkezs feltétel alapjan a primiink
osztja a tobbi egylithatot, azaz 35 = 5-7 . Az utolso feltétel alapjan, a prim négyzete nem osztja
a konstans tagot, azaz 5% és a 72 nem oszthatja, jelen esetiinkben egyik sem, tehat a keresett

primeink az 5 és a 7.

Megjegyzés: A feladatok soran el6fordul, hogy kézvetleniil nem tudjuk alkalmazni a Schénemann-

Eisenstein kritériumot, azonban 4talakitis utdn mér igen. A kovetkez§ feladat erre mutat példat:

3.8. Feladat. Irreducibilis-e a kévetkezd polinom f(x) = z* +1 Q folétt?
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Megoldas: A feladat soran vegyiik az f(z + 1) polinomot, ekkor a kévetkez6t kapjuk:
(x4 1D*4+1 = 2% + 423 + 622 + 42 + 2

Ekkor mar alkalmazhatjuk a kritériumot p = 2 tehat:

1. 241y

2. 2|14 26 /

3. 2242

3.2. mod p vizsgalata
3.9. Feladat. Mutassuk meg, modulo 3 szerint, hogy 6x* + 3z + 1 irreducibilis Q felett.

Megoldas: Ebben az esetben nem tudjuk alkalmazni a Schénemann-Eisenstein-kritériumot, de

ha f f6egyiitthatéit forditott sorrendben irjuk fel, akkor mar igen. Tehat a polinom irreducibilis.

3.3. A polinom Altaldnos egyiitthatékkal valé szorzatra bontasa
3.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy f(z) = 2* + 2? + = + 1 irreducibilis Q felett.

Megoldas: FEnnek a polinomnak nincs raciondlis gyoke igy csak a kovetkezd két masodfoku
polinom szorzata lehet:

o'+ 22 + 2+ 1 = (az? + bx + ¢)(uz? + vz + W) )
ahol a, b, ¢, u, v, w egész szamok a masodik Gauss-lemma miatt. Beszorozva, majd Osszehason-
litva az egyiitthatékat, a kdvetkez6 egyenletrendszert kapjuk.

au=1,av+bu=0,aw+bv+cu=1Lbw+cv=1cw=1

Lathatjuk au = 1 ebbdl adodik, hogy a = u = 1 vagy a = u = —1 lehet. A masodik egyen-
letbsl v + b = 0. Az el6z6 elv alapjan az utolsd két egyenletbdl ¢ = w = b+ v = 1 vagy

c=w=b+ v = —1 adédik, ez nem lehetséges, mert b+ v = 0.

3.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy f(z) = x* + x + 1 irreducibilis Q felett.

2_es egyiitthatoja-

Megoldas: Hasonlbéan az el6z8 példdhoz, csak akkor nem hasznaltuk ki az x
bél kapott egyenletet. Azonban most lathatjuk, hogy Zs felett irreducibilis és a fGegyiitthatoja

paratlan ezért Q folott is irreducibilis.
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3.4. A modszerek alkalmazasa

Ebben a fejezetben az el§zé modszerek alkalmazasaval oldom meg a feladatokat.
3.12. Feladat. Irreducibilis-e a 3z7 — 625 + 622 + 32 — 2 polinom Q felett?

Megoldas: Alkalmazzuk a forditott Schonemann-Eisentein-kritérumot p = 3-ra és igy igazoltuk,

hogy irreducibilis a polinom.
3.13. Feladat. Irreducibilis-e a 3z + 2% + 622 + 22 — 2 polinom Q felett?

Megoldas: Ez a polinom nem irreducibilis a gyoke:—1. FEzt a racionalis gyokteszt segitségével

allapitottuk meg.
3.14. Feladat. Irreducibilis-e az ' + 2 polinom Q felett?
Megoldas:A Schénemann-Eisenstein-kritérium alapjan p = 2-re irreducibilis.
1. 2414/
2. 212/
3. 2242
3.15. Feladat. Irreducibilis-e az x* — 142> + 9 polinom Q felett?
Megoldas: Irreducibilis, gyokei:+v/2 + /5
3.16. Feladat. Irreducibilis-e a 3z + 6x — 18 polinom Q felett?
Megoldas: Irreducibilis, Schénemann-Eisenstein-kritérium miatt p = 2-re.
1. 2434/
2. 2|18 2|6 /
3. 22418 /
3.17. Feladat. Irreducibilis-e az x° 4+ 729 polinom Q felett?

Megoldés: Ebben az esetben helyettesitéssel tudjuk megéllapitani. y = 5 ekkor:

54729 _ .5
a3 — Y +3

Ebben az esetben tudjuk alkalmazni a Schénemann-Eisenstein-kritérium p = 3-ra.
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3.18. Feladat. Irreducibilis-e az x* 4+ 4x + 1 polinom Q felett?

Megoldas: Az x — x + 1 helyettesitéssel:
(x+1D)*+4(x+1)+1=0*4+42% + 622 + 82 +6

Ekkor tudjuk alkalmazni a Schénemann-Eisenstein-kritérium p = 2-re.
1. 2414/
2. 2|4 2|6 2|8 v/
3. 2246/
3.19. Feladat. Irreducibilis-e az x2° + 20 polinom Q felett?
Megoldas: Schonemann-Eisenstein-kritérium p = 5-ra
1. 5414/
2. 520 /
3. 52120 /
3.20. Feladat. Igazoljuk, hogy x™ 4+ x + 3 polinom irreducibilis.

Megoldas: Ha ez a polinom felbomlana, akkor az egyik szorzétényezd konstans tagja 41 kellene,
hogy legyen. Ekkor viszont, a Viete-formulak miatt, annal a tényezdénél a gyokdk szorzata is +1.
Tehat lenne egy olyan komplex gyok, aminek az abszolutértéke legfeljebb 1. Azonban az eredeti
polinomnak nincs ilyen gyoke! Ugyanis ha |a| legfeljebb 1, akkor |a™| legfeljebb 1. Tehat a
haromszogegyenl6tlenség miatt |a™ + «f legfeljebb 1+ 1 = 2. Viszont ha o™ + a + 3 = 0, akkor
a™ + a = =3, aminek 3 az abszolutértéke, ami nagyobb, mint 2. Tehat a feltevés hamis, a

polinomunk irreducibilis.

3.5. Racionalis egyiitthatos polinomok Newton-poligonja

A kovetkezd témakor az algebra tanulméanyaim sordn nem szerepelt, szamomra teljesen 1j és
érdekes volt. Elszor egy bevezetd definicidoval szeretném a késGbbiek definialt newton poligont

bevezetni.

3.5.1. Definicid. Legyen p € Z eqy régzitett primszim. Egy 0 # a € Q raciondlis szdm p-adikus
értékelése alatt az a primtényezds felbontdsban p kitevdjét értjik. Azaz, ha a = p“u/v, ahol

(p,u) = (p,v) =1 és o € Z, akkor p-adikus értékelése v,(a) = a Tovdbbd legyen v, = .
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Megjegyzés:Vegyiik észre, hogy minden 0 # a € Q ilyen alakba irhaté.

3.5.1. Lemma. vy,(ab) = vy(a) + vp(b),
vp(a+b) > min(vp(a),vp(b)) és egyenld, ha vy(a) # vy(b)

Bizonyitas: Ha a = p®ui/v1 és b = pPuy/vg, akkor ab = p®TPujug /vive. Tovabba, ha o < j,

f—a : ) ) _
akkor a +b = paw, ahol p nem osztja v1ve és B > « esetén p f uivy + PP ugvy.

3.5.2. Definicio. Legyen f(z) = Y.l ax’ € Z[x] egy egész egyiitthatds n-edfoki polinom
és tegyiik fel, hogy a, # 0 # ag. Az f-polinom (p-hez tartozé) Newton-poligonja a sikon a
{(=i,vp(a;))|i = 0,....,n} C Z? C R? rdcspontok alsé konvex burka, mint a (—n,vy(a,)) és a
(0,vp(a0)) pontokat Osszekotd tordttvonal. (Azaz a konvex burok alsé hatdrvonala.) Ha valamely
i—rea; =0 és gy a vy(a;) = 0o, akkor ezt a pontot figyelmen kivil hagyjuk. A Newton-poligon
meredeksége az S(f) = {sn,...,s1} multihalmaz (egy szdm t6bbszor is szerepelhet), ahol s; a

tordttvonal meredeksége a fiiggdleges x = —i és x = —i + 1 egyenesek kdzitt.

Megjegyzés: A Newton-poligont olyan polinomokra is értelmezhetjiik, melyeknek konstans
tagja 0. Ekkor ha j a legkisebb indexe, melyre a; # 0, akkor a Newton-poligon téréttvonala csak
(—j,vp(aj))-ig, és a meredekségeinek multihalmazéat kiegészithetjiik 7 db oo-nel. Igy az S(f)

multihalmaz minden esetben deg(f) elemii.
3.21. Feladat. Mi 22* + 223 + 8z + 4 egyenlet Newton-poligon toréttvonala p = 2 esetén?

Megoldas: A kévetkezs modszerrel tudjuk ezt meghatérozni:
El6szor megnézziik a kitevSket. Ezek lesznek a helyek a koordindtarendszerben, majd a hozzajuk
tartoz6 egyiitthatokat 2-vel osztva megnézziik, hogy milyen eredményeket adnak. Ezek lesznek

az y értékek. Ezek alapjan a Newton-poligon torétt vonala:

3.5.1. Allitas:. A Newton-poligon cstcsai récspontok, meredekségeire teljesiil s, < sp_1 < ... <

51€Q
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Bizonyitas: Véges sok konvex burkinak cstcsai a véges sok pont koziil keriilnek ki, a Newton-
poligon esetében ezek a racspontok. A meredekségekre vonatkozd egyenléség a konvexitas kdvet-

kezménye.

3.5.1. Tétel:. Legyenek f(z), g(x) € Q[z] polinomok, melyekre f(0) # 0 # ¢(0). Ekkor a

Newton-poligon meredekségeire teljesil: S(fg) = S(f)US(g) (mint multihalmazok).

Bizonyitas: Legyen f(z) = Y jaiz’ g(z) = Z?:o bjz’. Elég beldtni, hogy fix s € Q s
multiplicitdasa S(fg)-ben megegyezik S(f)-beli és S(g)-beli multiplicitasok Osszegével. Ehhez
kiszamoljuk f(z) és s ismeretében s multiplicitasat S(f)-ben. Vegyiik az y = sx + ¢ egyenletii
egyenest. Ennek meredeksége pedig s. Legyen ¢ = ¢y € Q az a konstans, melyre az y = sz + ¢y
egyenes érinti s Newton-poligonjat. Masszéval ¢y := ming<;<n(vp(a;) — s(—%)). Legyen tovabba
M = My (illetve m = my) a maxiélis (illetve minimalis) ¢ index, melyre a cs-et definialo
minimum felvétetik. Masszoval My := max(ilvy(a;) + si = cy), illetve my := min(ilv,(a;) + si =

cy). Vegyiik észre, hogy ekkor s multiplicitasa az S(f) multihalmazban nem mast mint, My —my.
3.22. Feladat. % 4 32z + 8 polinomnak rajzoljuk fel a Newton-poligon toréttvonaldt.

Megoldas:

Megjegyzés: Latthatjuk, hogy nincs rajta racspont ebbél pedig az kdvetkezik, hogy irreducibilis

a feladatban megadott polinom.
3.5.2. Lemma. Cfg = Cf + Cg; Mfg = Mf =+ Mg, Mfg = My —+ my

Bizonyitas: A polinom szorzasanak definiciojabol fg(z) = Z?i(’f(ZZ;o abi—)x". A fejezet

els6 lemmaja miatt:
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Up(Dig @ibi—r) > ming<i<r (vp(ai) +vp(br—i) + s =
= ming<i<r(Vp(a;) + si + vp(by—; + s(r —i)) >
> mino<i<r(vp(ai) + si + mino<j<k(vp(bj) + s7) = ¢f + ¢4
A fenti egyenlet bal oldaldn minimumot véve (r fut 0-tol n+ k-ig) azt kapjuk, hogy crqy > c¢+cy.
Tovabba vegyiik észre, hogy ¢ > My vagy i < my esetén v,(a;) + si > cy. Hasonloképp, ha
r —1i > M, vagy ha r —i < my, akkor v,(b,—;) + s(r — i) > ¢4. Tehat ha r > My + M, vagy
ha r < my + my, akkor a fenti egyenletben szigort egyenlé6tlenség van. Ha pedig r = My + M,

vagy r = my + mg, akkor egyenldség 4ll fenn. Ezzel mindhérom allitdst belattuk.

3.5.1. Kovetkezmény. Ha f(z) € Q[z], p prim, és f p-hez tartozé Newton-poligonja egy darab

szakasz, melyen a két végén kiviil nincs mds rdcspont, akkor f irreducibilis.

Bizonyitas: Ez esetben f Newton-poligonjat nem lehet két racstorottvonal valodi unidjara

bontani.

3.5.2. Kovetkezmény. (Schénemann-Eisenstein kritérium) Ha f(z) = Y 1 a;x’ € Z[z] poli-

nomra p{ an, plai(0 <i < n) és p*1{ag, akkor f irreducibilis Q folitt.

Bizonyitas: Ez esetben a Newton-poligon a (—n,0) és a (0,1) pontokat Osszekots szakasz,

melynek belsejében nincs racspont.

3.5.3. Kévetkezmény. (forditott Schonemann-FEisenstein kritérium) Ha f(x) = > 1 ja;x’ €

Z[z] polinomra plag, pla;(0 < i < n) és p?|ay, akkor f irreducibilis Q folétt.

Bizonyitas: Hasonloan a Schénemann-Eisenstein kritériumhoz, a Newton-poligon a (—n, 1) és

a (0,0) pontokat Osszekots szakasz, melynek belsejében szintén nincs récspont.
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4. fejezet

Egész egyutthatés polinomok

Ezen fejezet soran Z[x| gytirt esetén, vizsgaljuk az irreducibilis polinomokat.

Egy példan keresztiil vezetem be ezt a fejezetet.
4.1. Feladat. Irreducibilis-e a 2x polinom Z folott?

Megoldas: Nem irreducibilis, mert a 2x = 2 - z nemtirivalis felbontés, mert Z[z] egységei +1 és
a 2 illetve az x sem az.

Ahhoz, hogy meg tudjuk &llapitani Z f616tt, hogy irreducibilis-e a polinomunk, fel kell bontani
agy, hogy kiemeljiik bel6le az egyiitthatéinak a legnagyobb kézos osztdjat.

4.2. Feladat. Emelyiink ki a kovetkezd polinombdl az egyiitthatoinak legnagyobb kiézos osztojat
14323 + 552 + 99 = 11(1323 + 52 + 9)

Megoldas: 14323 + 55z + 99 = 11(132® + 5z + 9). Az igy kapott polinomot (13z3 + 5z + 9)

primitivnek fogjuk nevezni, aminek a pontos definicija a kdvetkez&képpen sz6l.

4.0.3. Definicio. Egy egész egyiitthatds nem nulla polinomot primitivnek neveziink, ha egyitt-

hatdinak legnagyobb kizos osztdja 1.

A kévetkezo lemmakat és a belsliik szarmazo kovetkezményeket Gauss-lemmanak hivjuk 6ssze-

foglalasként.

4.0.3. Lemma. Elsé Gauss-lemma: Ha p € Z primszim, akkor p a Z|x]-ben mint konstans

polinom is primtulajdonsdgi.

Az el6z6 lemmara kétféle bizonyitas van, az egyik elemi szamolasokbol 4ll, a masik pedig felhasz-

nalja a p modulo szdmolasrél tanultakat, viszont koziilitk csak a mod p szdmolast mutatom be.
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Bizonyitas:Tudjuk, hogy p nem nulla és £1 igy Z[z]-ben nem egyseég. Tegyiik fel, hogy p|fg,
ahol fg Z[z]-ben. Meg kell mutatni, hogy p|f vagy plg.

Vegyiik az f, g és fg polinomokat mod p, az eredményt jeldlje f,g, fg € Zp[z]. Ekkor fg = fg.
Mivel p|fg, az fg a nullapolinom. De Z, test, és igy a Z,[r] nullosztémentes. Tehat f és g egyike

nulla, vagyis f és g egyike oszthatod p-vel.

4.0.4. Kévetkezmény. Elsé Gauss-lemma, elsd kivetkezmény: Primitiv polinomok szorzata is
primitiv.
Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy f és g € Z primitiv polinomok. Azt kell megmutatni, hogy fg nem

oszthat6 egységtsl kiillonbozs egész szammal. Ha oszthaté lenne, akkor lenne egy p primosztéja

is. Az el6z6 lemma miatt ekkor p|f vagy p|g, ami nem lehet, hiszen f és g primitivek.

4.0.5. Kovetkezmény. Elsd Gauss-lemma, mdsodik kévetkezmény: Legyen f egész egyiitthatds
primitiv polinom. Ha g olyan raciondlis egytitthatés polinom, melyre h = fg egész egyiitthatds,
akkor g is egész egyiitthatds. Specidlisan, ha f osztdja eqy h egész egyiitthatés polinomnak Q[z]-
ben, akkor f osztdja h-nak Z[x]-ben is.

Bizonyitas: Hozzuk g egyiitthatoit kozos nevezére, és emeljiik ki a szamlalokbol a legnagyobb
kozos osztojukat. Igy a g = (s/t)go felbontast kapjuk, ahol go mér primitiv, egész egyiitthatos
polinom, és az s,t egész szamokrol az s/t tortet egyszertsitve feltehetjiik, hogy relativ primek. A
h = fg egyenl@séget t-vel megszorozva kapjuk, hogy th = sfgg. Ha p primosztéja t-nek, akkor
p|sfgo, az els6 Gauss lemma miatt tehat p|s vagy p|f vagy p|go. Mindharom lehetetlen. Az els6
azért mert t és s relativ primek, a mésik kett6 pedig f és go primitivek. A ¢ szdmnak tehat nincs

primosztoja, vagyis t egység, és igy g = (s/t)go tényleg egész egylitthatos polinom.

4.0.4. Lemma. Mdsodik Gauss-lemma: Tegyiik fel, hogy az f # 0 egész egyiitthatds polinomot
felbontottuk raciondlis egytitthatds g és h polinomok szorzatdra. FEkkor g és h megszorozhatd
alkalmas ractondlis szamokkal dgy, hogy a kapott gy és hg polinomok egész egytitthatosak legyenek,

és f = gohg teljestiljon.

Bizonyitas: Irjuk fel a g és h polinomokat rg; és shy alakban, ahol r,s racionalis szamok, g;
és hy pedig egész egyliitthatos primitiv polinomok. Ekkor f = (rs)(g1h1). Az els6 Gauss-lemma
els6 kovetkezménye miatt pedig g1hy primitiv polinom, a méasodik kdévetkezménye miatt tehat
n = rs egy egész egyiitthatos polinom, azaz egész szam. Igy a go = ngy és hg = hy valasztas

megfelel a kovetelményeknek.
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4.0.2. Tétel:. Egy egész egyiitthatds polinom akkor és csak akkor irreducibilis Z foltt, ha
1. wvagy egy Z-beli primszam (mint konstans polinom),
2. vagy egy (nem konstans) primitiv polinom, amely Q folétt irreducibilis.

Bizonyitas: A Z-beli felbonthatatlan szamokrél lattuk, hogy mint konstans polinomok szintén
felbonthatatlanok. Tegyiik fol, hogy f nem konstans primitiv polinom, amely Q f6l6tt irreduci-
bilis. Ha f = gh egy felbontas, ahol g, h € Z[x], akkor a Q {5616tti irreducibilitas miatt g és h
egyike egység Q-ban, vagyis konstans, és igy egész szam, hiszen g és h egész egyiitthatés. Mivel
f primitiv, ez az egész szdm csak egység lehet, és igy az f = gh felbontas Z-ben is trivialis.
Tehat f irreducibilis Z f6lott.

Megforditva, tegyiik fol, hogy f irreducibilis Z[x]-ben. Ekkor f folirhaté nk alakban, ahol n
egész szam, és k primitiv polinom. Mivel f irreducibilis, ez a felbontés tirivalis. Igy van n egység
és akkor f primitiv, vagy k egység és akkor f konstans.

Ha f konstans, akkor nyilvan felbonthatatlannak kell lennie Z-ben, hiszen a Z-beli nemtrivialis
felbontasok egyben Z[z]|-beli nemtrivialis felbontasok is. Ha f nem konstans primitiv polinom,
akkor meg kell mutatnunk, hogy nemcsak Z, hanem Q fol6tt is irreducibilis.

Tegyiik 61, hogy f eldall a néla alacsonyabb foku (és ezért nem konstans) racionalis egyiitthatos
g és h polinomok szorzataként. A masodik Gauss-lemma miatt ekkor f félirhato gohg alakban
is, ahol ezek mér egész egyiitthatds polinomok, és gg foka megegyezik g fokaval, hg foka pedig h

fokaval. Tehat gg és hg egyike sem konstans, és igy ez nemtrividlis felbontas Z f6lstt.
4.0.2. Allitas:. A Z[z] gydrd minden irreducibilis eleme primtulajdonsdgi.

Bizonyitas: Az el6z6 tétel miatt ez az irreducibilis elem vagy egy Z-beli prim (mint konstans
polinom), vagy egy primitiv f polinom, amely Q f6l6tt irreducibilis. Az els§ esetben az elsd
Gauss-lemma pont az allitast mondja ki. A masodik esetben tegyiik fol, hogy f osztdéja Z[x]-ben
a gh szorzatnak, ahol g és h egész egyiitthatos polinomok. Mivel Q[z]-ben igaz az alaptétel, f
primtulajdonsigu Q[z]-ben. Az elsé Gauss lemma mésodik kévetkezménye miatt ez az osztha-

tosag Z[x]-ben is fonnall. Igy f tényleg primtulajdonsagu.
4.3. Feladat. Bontsuk fel 7 folott irreducibilis szorzatdra a 30x> — 30 polinomot.

Megoldas:
30223 —30 =2-3-5-(z—1)- (22 +x+1). A felbontasban irreducibilis 2, 3, 5 tényezsk irreducibilisek

Z f616tt, mert Z-beli primek. Az z — 1 és(z? + x + 1)is, mert primitiv és Q foltt irreducibilis.
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4.4. Feladat. Irreducibilis-e az x° + bz + 26 polinom Z folitt?

Megoldas: A megoldés soran x helyére o — 1 helyettesitiink (z — 1)% + 5(z — 1) +26 = (z —

1)® + 5z + 21 és ezutan felhasznaljuk a Schénneman-Eisenstein kritériumot p = 5 esetén.
1. 5{1l-et /
2. 55/
3. 5%¢21/

4.5. Feladat. Irreducibilis-e a 327 + 6x — 18 polinom 7 folétt?

Megoldas: Kiemelek 3-at— 3(z7 + 22 — 6)

4.6. Feladat. Irreducibilis-e a 25 + 1 polinom Z folott?

Megoldas: Ha felbontjuk a polinomot (22 + 1)(z* — 22 + 1)-re akkor l4thatjuk, hogy nem

irreducibilis az eredeti polinomom.
4.7. Feladat. Irreducibilis-e a 23 + Tz — 3 polinom Z félott?

Megoldas:A racionalis gytkteszt alkalmazva nincs raciondalis gytke, ezenkiviil harmadfoku tehét

irreducibilis.
4.8. Feladat. Irreducibilis-e a x* + 323 + 22 + 1 polinom 7 folott?

Megoldas:Ennek a polinomnak —1 a gyoke igy nem irreducibilis.
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5. fejezet

A korosztasi polinomok

Ebben a fejezetben a korosztasi polinomokrol és az irreducibilitas kozti Ssszefiiggésrdl lesz szo.
A polinomok gytkei az n-edik primitiv egységgyokok, amelyek akkor adédnak, amikor az z” — 1
polinomot irreducibilisek szorzatara bontjuk Z f6l6tt.

Elgszor deifinaljuk, hogy mit is jelent a kérosztasi polinom.

5.0.4. Definicié. Ha n > 1 egész, akkor ®,, jeloli az n-edik kéroszidsi polinomot, vagyis azt a
normdlt polinomot, melynek gyokei pontosan primitiv n-edik egységqyokok (mindegyik egyszeres).
Képletben:

Pp(2) = (z—&) .. (@ = &m) ;
ahol &1 ... §(n) az Osszes primitiv n-edik egységgyok, vagyis az osszes olyan komplex szdam, mely-

nek rendje n.

A deifniciét alkalmazva kis n szdmok esetén:
Oi(z)=2—-1
Py(z) =2z —(-1)=z+1
P3(z) =22+ +1
Py(x) = (z —i)(w+14) =22 +1
Ezeket a késobbi feladatok soran felhasznaljuk.

5.1. Feladat. Szdmitsuk ki a hatodik kérosztdsi polinomot.

Megoldas: El6szor a hatodik egységgyokoket kell megallapitanunk. Fz esetben:
n= cos%’r —Fz’sin%’r — 11 = cos 60° + ¢ sin 60°
Ez a primitiv hatodik egységgyok igy ennek hatvanyai a hatodik egységgyokok, amiket a rend

definiciéjabol allapitunk meg:
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A két primitiv harmadik egységgyok:

A maésodik egységgyok:

Végiil az elsG egységgyok:
o) =1ésn =1
A 25 — 1 polinom gydkei a hat darab hatodik egységgydk, ekkor azt kapjuk, hogy:
20 —1=(z—n)(z— )z —7°) (@ —n*) (= —n°)(z —n°)
Most pedig a rendek szerint csoportositjuk ezeket:
2% — 1= [(z —n)(z - )@ —n*)(@ -]z —n°)(z —1°)] = ©s(z) - P3() - Pa(z) - P1(x)
Most pedig felhasznaljuk az el§z6ekben emlitett korosztasi polinomok megoldasat. Ezen kiviil

felhasznaljuk a @1 (2)®3(z) = 2% — 1 Ssszefiiggést.

_ z6-1 _ 261 x4l 2
D6(7) = ;70 mo @ — Foes@ — 1 — % —<+1

5.2. Feladat. Az eldzd feladat alapjdn most dllapitsuk meg n = 12 esetén a kérosztdsi polinomot.

Megoldas: o(n) = 12 ebben az esetben a rendre vonatkozo képlet alapjan, a hatvanyai kozott
lesz négy tizenkettedrendii, két hatodrendii, két negyedrendi, két harmadrendd, egy masodrendd
és egy elsérendd elem. Igy:

12 — 1 = O (2)Po(2)P3(2)Py(2)Pg(2)P12()

A 6 osztoihoz tartozo korosztasi polinomok szorzata z% — 1 igy:

12 12_ 6
12_1_ T 1 _ T 1 _I+1:$’4—IE2+1

x T B 0,03060; | a0—104(z) | a2+l

Tehét:
P10 = 564 — :L‘2 +1
A két példa alapjan most altalanosan is felépitem a megoldashoz vezet6 utat.

Ehhez sziikségiink van a kovetkezd lemmara:
5.0.5. Lemma. Han > 1, akkor [],, ®4(z) =2" - 1.

Melynek a bizonyitasa a kovetkezs:
Bizonyitas: Legyen n = cos 27”+i sin 27” Ekkor n primitiv n-edik egységgydk, és ezért hatvanyai
az n-edik egységgyokoket adjik meg. Ezek éppen az 2™ — 1 gydkei, és mivel n kiilénb6z6 szamrol

van a sz6, az " — 1 gyoktényez&s alakja:
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" —1=(z—n@-n)...(z—n")
Ismét a megfelel§ egységgydkok rendjei szerint csoportositjuk a gydktényezdket. Jeldlje fg a d
rendii egységgyokokhoz tartozé gyoktényezsk szorzatat. Igy:

a" =1 =[], fa(z)

Elég belatni, hogy az itt felléps d szamok pontosan n 0szto6i, és hogy ezekre f; = ®g4.
Ha egy d szam fellép, vagyis ha d = o(n") teljesiil valamelyik m-re, akkor (n™)" = (n™)™ =
1™ = 1 miatt n jo kitev6je n™-nek, és igy d|n. Tehat a felléps d szamok tényleg csak n osztoi
lehetnek. Tegyiik 61, hogy d|n. Ekkor ®4 gyoktényezds felbontasaban az tsszes d rendii komplex
szam szerepel, f; felbontasdban pedig az olyan d rendd komplex szamok szerepelnek, amik egy-
ben n-edik egységgyokok is. De ezek ugyanazok a szamok: mindegyik d-edik egységgyok egyben
n-edik egységgyok is. Hiszen ha egy & szamra d = o(§)|n, akkor £" = 1, ezért £ egy n-edik
egységgyok. Belattuk tehat, hogy fi; = @q4.

Az el6z6 lemma kovetkezménye a kdvetkezo:
5.0.6. Kovetkezmény. Ha n > 1, akkor a ®,, kdroszidsi polinom egész egyiitthatds.

Bizonyitas: Indirekten bizonyitunk. Tegyiik f6l, hogy az 4allitas nem igaz, és legyen n a legki-
sebb olyan pozitiv egész, melyre ®,, nem egész egyiitthatés. Az el¢bbi lemma miatt:

O, (z) = m
Az n minimalitdsa miatt a nevez&ben csupa egész egyiitthatos polinom van, amik normaltak is.
Ezért a nevezs maga is normalt, és egész egylitthatos. A nevezd osztoja a szamlalonak C f6lott
és Zlx]-ben is. Azaz ®,, mégis egész egyiitthatos. Ez az ellentmondés igazolja az allitést.

Korabban mar emlitettiik, hogy ™ —1 polinom irreducibilis komponensei a kdrosztasi polinomok.

Most ezt fogjuk tételben kimondani és bizonyitani.
5.0.3. Tétel:. Mindegyik kérosztdsi polinom irreducibilis Z és Q folott.

Bizonyitas: Tudjuk a 4.0.2. tételbsl, hogy ®,, kérosztési polinom ugyanakkor irreducibilis Z
és Q f616tt, hiszen primitiv és nem konstans. Bontsuk f6l Z {6l6tt irreducibilisek szorzatéra:
O, (z) = fi(z)... fs(x). Az fs tényezdk fGegylitthatoja csak +1 lehet, tehéat egyik sem konstans,
és igy mindegyik f; irreducibilis Q[x] f6l6tt is. Azt kell megmutatnunk, hogy ebben a felbontasban
csak egy tényezd szerepel.

A teljes bizonyitashoz sziikségiink van a kévetkez6 lemméra és annak bizonyitaséara is.

5.0.6. Lemma. Legyen ptn prim. Ha egy € szdmra fi(e) =0, akkor f1(eP) =0
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Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy fi(e) = 0, de fi(e?) # 0. Mivel p t n, az P is primitiv egység-
gyok, azaz gyoke a ®,-nek. Ezért P gyoke valamelyik f; polinomnak, ahol j # 1. Az indexek
szamozasaval feltehetjitk, hogy j = 2, tehat fo(eP) = 0. Az fi(x) és az fa(2P) polinomnak e
kozos gyoke Q-ban. Mivel fi irreducibilis Q f6lott, fi(x) osztoja fo(xP) polinomnak Q[z]-ben.

De akkor osztéja Z[x]-ben is, hiszen f; féegyiitthatoja +1, és igy amikor a g(z) = f;fé;) 08z-

tast elvégezziik, akkor végig Z[z]-ben maradunk (Els6 Gauss-lemma masodik kovetkezményére
hivatkozva).Vegyiik a szereplé polinomok egyiitthatoit mod p, és jelolje foliil vonassal a kapott
polinomokat. Ekkor fi(z)g(z) = fa(2P). A Zp[z]-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni.
Belattuk, hogy fa(z?) = fao(z)?, tehat fi|fo", ahol az oszthatosag Zp|z]-ben értends. Mivel
f1 féegyiitthatoja 41, az f; polinom sem konstans. Ez a polinom Z,, f6lott nem biztos, hogy
irreducibilis, de mindenképp van Z, f6l6tt irreducibilis k osztoja. Ekkor k[f1f2", és mivel az
irreducibilis polinomok Z,[z]-ben primtulajdonsdgtak, hiszen Z, test, azt kapjuk, hogy k| fa. Ta-
laltunk tehét egy olyan k € Z, nem konstans polinomot, ami fi-nek és fo-nek is osztoja. Ezért
k2| f1f2, visztont f1 fo|®p, és @, (x)|z" — 1. Ezért végiil is k?|z™ — 1. Ez azonban ellentmond an-
nak, hogy p 1 n esetén 2™ — 1 polinomnak nincs t6bbszords tényezGje mod p. Ezzel bizonyitottuk

a lemmankat és vele egyiitt a tételiinket is.
5.3. Feladat. Bontsuk a x'? — 1 polinomot irreducibilisek szorzatdra Z, Zo, Zs, Zs folitt.

Megoldas:Megvizsgéljuk testek folott és felirjuk a korosztasi polinomokat, amelyek az irreduci-

bilis tényezdk.

1. Z 16l6tt
3312 —1= <I>1(w)q)g(x)®3(x)<1>4(x)<1>6(33)<1>12(w) =
=@-1+D)@2+z+ 1)@+ 1)(2? -+ 1)(z* —22+1)
2. Zs folott
Oy(z) = (z+ 1)2, Diy(z) = (x2 + x4+ 1)2
22 1=+ D*2?+z+1)*
3. Zg folott
P3(x) = (xz — 1)2,®¢(z) = (z + 1)%, @1a(x) = (2% + 1)?
2 —1=(z-13x+1)3=2+1)3

4. Zs folott

Py(x) = (. — 2)(x + 2), P12(x) = (2% + 22 — 1) (22 — 22 — 1)
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6. fejezet
Koszonetnyilvanitas

Szeretném eztton is megkdszonni konzulensemnek Zabradi Gergelynek a segitségét és a konzul-
taciokat, hogy a szakdolgozatom létrejohessen. Ezen kiviil, hogy 4ltala betekintést nyerhettem a

Newton-poligonok témakorébe.
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