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Bevezetés

A dolgozatom témaéja a nevezetes determinansok, nevezetes determinanstéte-
lek. Nagyon sok érdekes determinans létezik, ilyen példaul a Hesse-determinéns,
Jacobi-determinans, Scholtz-Hunyady-féle determinans, stb. A determinan-
sok koziil néhanyat emeltem ki, és ezek koré szerveztem a munkamat.

A dolgozatomat négy nagyobb egységre bontottam. Az els6 részben egy ro-
vid torténeti attekintés olvashato, ahol megtudhatjuk, hogy a determinans
fogalma mikor jelent meg elGszor.

A mésodik részben féleg a rezultanssal foglalkozom, ennek a hasznalataval,
majd a rezultédns és a determinans kapcsolatéaval. Ebben a fejezetben két ki-
dolgozott példa is szerepel, ami a konnyebb megértést segiti.

A Vandermonde-determinéns az egyetemi tanulmanyaim alatt mér el6for-
dult, ezért erre csak érintélegesen térek ki. A harmadik fejezet a Vandermonde-
determinans néhany alkalmazésérol szol, pontosabban a ciklikus determi-
nénsrol, az altalanositott Vandermonde-determinénsrol és a hiperfaktorialis-
rol.

Az utols6 fejezetben négy olyan személyt emlitettem meg, amelyek nevé-
hez filiz6dik determinans. Roviden ismertettem palyafutasukat, kimondtam a
roluk elnevezett tételeket, és példakat is mutattam ezekre.



1. fejezet

Torténelmi attekintés

A determinans fogalmanak megjelenése az 1600-as évek végére tehetd.
Leibnitz megirta egy De L’Hospital-nak cimzett levelében, hogyan kell tobb-
ismeretlenes els6foku egyenletrendszert megoldani. Az egyiitthatok jelolésére
kettds indexeket vezetett be. Ez a jelolés nem ment &t a koztudatba, de az
altala készitett kifejezéseket nevezziik ma determinansoknak.

1750-ben Cramer leirta egyik munkéja fiiggelékében, hogyan kell n ismeret-
lenes egyenletrendszert megoldani. Ezt az eljarast Cramer-féle szabalynak
hivjuk, ez ugyanaz az eljaras, amit ma is alkalmazunk, ezért a determinén-
sok megalapitojanak Cramert kell tekinteni.

A determinans elsd, egyértelmi jelolése Vandermonde-t6l szarmazik, ez 1771-
ben jelent meg. Gauss munkéiban sok determinanstétel szerepelt, de a jelolést
nem hasznalta. A determinans elnevezés is t6le szarmazik.

Cauchy 1812-ben foglalkozik a determinansokkal. A determinénst a,,-nek
jeloli, beszél sorokrol és oszlopokrol, a fGatloban 16vs elemeket elnevezi fGele-
meknek, a determinansok segitségével megoldja a lineéris egyenletrendszert,
megallapitja a determinénsok szorzési tételét. 1821-ben és 1847-ben még
visszatér a determinansokra, 1847-ben a determinansok elméletének Osszeg-
zését kozolte.

A The theory of determinants in the historical order of development|1] cimii
irodalomban részletesebb leiras olvashaté a determinéns fogalmanak torté-
neti hatterérdsl.



2. fejezet

A rezultans

2.1. A rezultans fogalma

Ebben a fejezetben két egyenlet kozos gyokeinek problémajaval foglalkozunk.

Az egyetemi tanulmanyaink soran megtanultuk, hogy két polinom kozos
gyokeit tigy kereshetjiik meg, hogy meghatarozzuk a kitiintetett k6zos oszto-
jukat, amibdl leolvashatoak a kozos gyokok.

Tegyiik fel, hogy a polinomok egyiitthatoi egy paramétertdl fiiggenek, és
arra vagyunk kivancsiak, hogy mely paraméterértékek azok, amelyekre a két
egyenletnek lesz kozos gyoke. Az euklideszi algoritmust nehéz lenne elvégezni,
ezért az a célunk, hogy olyan képletet irjunk fel a polinomok egyiitthatoi
segitségével, amelybdl el tudjuk donteni, hogy a polinomoknak van e kozos
gyoke.

Ezen képlet felirasdhoz felhasznaljuk a szimmetrikus polinomokat. A kép-
let felirasa el6tt ismételjiik at, hogy mely polinomokat nevezziik szimmetrikus
polinomoknak, és mit mond ki a szimmetrikus polinomok alaptétele.

A tovabbiakban R mindig kommutativ, egységelemes és nullosztémentes
gytrtt fog jeldlni.

2.1.1. Definicié. Azokat az f € R[zy,xs,...,x,] polinomokat nevezziik
szimmetrikus polinomoknak, amelyek az xq,xs,...,z, hatarozatlanok tet-
sz6leges permutécidja esetén is ugyanazok maradnak.

2.1.2. Megjegyzés. Az x1x9+xox1 szimmetrikus polinom, mig a x1x9— o1
polinom nem az.

Fontos megemliteni az elemi szimmetrikus kifejezések fogalmat, amelyek
olyan egyszerd szimmetrikus polinomok, amelyek segitségével minden szim-



metrikus polinomot ki lehet fejezni egyértelmtien. Nézziikk meg pontosan,
hogy épiilnek fel ezek az elemi szimmetrikus polinomok.

2.1.3. Definicié. Az zq, ..., x, hatarozatland, k-adik elemi szimmetrikus po-
linom gy keletkezik, hogy az z1, ..., x, koziil kivalasztunk k darabot az 0sszes
lehetséges modon, a kivalasztott elemeket Osszeszorozzuk, majd a szorzato-
kat Osszeadjuk.

Erre a polinomra az sg(xy, ..., z,) jelolést hasznaljuk, ahol 1 < k < n. Néz-
ziink néhany konkrét elemi szimmetrikus polinomot:

S1=x1+xT2+...+x,
So = T1Xy +T1T3+ ...+ Tp_1Tn

(1)

Sp = T1T9...Tp

Minden szimmetrikus polinom felirhaté elemi szimmetrikus kifejezések
polinomjaként. A szimmetrikus polinomok alaptétele ezt mondja ki:

2.1.4. Tétel (Szimmetrikus polinomok alaptétele). Legyen R gyiri. FEk-
kor minden f € Rlzi,...,x,] szimmetrikus polinom egyértelmien folirhato
az elemi szimmetrikus polinomok polinomjaként. Ez azt jelenti, hogy létezik
pontosan eqy F' € Ry, ..., yn| polinom, melyre

flz,... xn) = F(s1,...,8).
A F egyiitthatoi a f egytitthatoibol dsszeadds €s kivonds seqgitségével kaphatok.

A polinom gyokeinek szimmetrikus kifejezései felirhatok a polinom egytitt-
hatoinak segitségével. Ezek a kovetkezSképpen néznek ki:
aq (05} as

a
$1 w0 2T tIEERIEL (-1) o (2)

Térjiink vissza két egyenlet kozos gyokének probléméjara. Induljunk ki
az f(x) és g(z) tetsz6leges polinombol, amelyek a kévetkezs alakuak:

f@)=ax" +az" '+ . 4a,=alz—o)...(z—a,) =0 (3)
glz) = box™ + bz + . A by =bo(x —f1) ... (= Bn) =0 (4)

Mindkét polinom esetében feltessziik, hogy a f6egyiitthaté nem nulla, vagyis
ap # 0 és by # 0. Az egyenlet gyokei ay, ..., ay, illetve 51, ..., G-



A (3) és a (4) egyenleteknek akkor és csak akkor van kozos gyoke, ha a
(3) polinom gyokeit a (4) polinomba behelyettesitve a kapott szamok egyike
nulla, azaz

g9(a) - glaz) - ... glan) =0. (5)
A szimmetrikus polinomok alaptétele lehet6vé teszi, hogy a (5) szorzatot a
(3) egyenlet gyokei ismerete nélkiil, csak a (3) és a (4) egyenlet egyiitthatoibol
ki tudjuk szamitani, hiszen a

g(x1) - g(xa) - .. g(xn) (6)

polinom szimmetrikus polinomja az x1, s, ..., x, hatarozatlanoknak, ezért
az alaptétel szerint felirhato (1) alakban elemi szimmetrikus kifejezések po-
linomjaként. Mivel a (6) szimmetrikus polinomban egyetlen x; sem 1ép fel

m-nél magasabb kitevével, ezért csak olyan si'sh? ... s*n tagok léphetnek fel
az (1)-nek az sy, s9,. .., s, elGéllitasiban, amelyekre teljestil, hogy a kitevék

osszege legfeljebb m. A (2) behelyettesitései utan a (6)-bol tort kifejezés lesz,
ezért a tort elkeriilése érdekében célszert a kovetkez§ kifejezést tekinteni:

R(f,9) = ag'g(ai) ... g(an) (7)

Ezt nevezzik az f(z) és g(x) polinomok rezultansanak.

A g(z) polinom a (4) alatti felbontasat tekintve a kévetkezSképpen is fel-
irhato:
R(f,9) = ag'bo(ar — B1)(a1 — B2) ... (a1 = Bim)-
bo(az — B1)(az — B2) ... (a2 — Bim):

'bo(an - Bl)(an - B2) e (an - 5m) =

=agby [T [J(e: — 8)) (8)
i=1 j=1
ahol .
H(ai = B5) = (a; = f1)(ci = Ba) ... (o — ),
j=1
mig

TTTT ¢ = 85) =T J(ar = 85) - [ [ (2 = 85) - [ [ (cvm — 8By)-

i=1 j=1 j=1 j=1 j=1



A rezultans eredeti alakjaban mindig az f(x) = 0 egyenlet gyokeit helyet-
tesitettiik a g(x) polinomba, majd a kapott mennyiségeket Gsszeszoroztuk.
Most cseréljiik fel a sorrendet, és a g(x) = 0 egyenlet gyokeit helyettesitsiik
az f(x) polinomba:

R(g, f) = bgag [T 11085 — i) = 05 £(B1) - F(Bm) = (=1)™R(f,9) (9)

Jj=11=1

Eszrevehetjiik, hogy a rezultans értéke nem fiigg a két polinom sorrendjétél,
R(g, f) legfeljebb el6jelben kiilonbozik R(f,g)-t6l. Ebbdl az is kovetkezik,
hogy R(g, f) akkor és csak akkor nulla, ha R(f,g) is az. Ez nem lehet més-
ként, hiszen gondoljunk arra, ha két egyenletnek van kozos gyoke, akkor ez
nem fiigghet attol, hogy a két egyenletet milyen sorrendben veszem.

Ha a (3) és (4) polinomoknak van kozos zérushelye, akkor az (5) szorzat
valamelyik tényezdje nulla, ezért R(f,g) = 0. Ez az allitas megfordithato,
ugyanis az f(x) és g(z) polinomok kezdGegyiitthatoi koziil legalabb az egyik
nem zérus, akkor a (7) és a (9) alapjan az kovetkezik, hogy van kozos zérushe-
lye a két polinomnak, vagyis g(ay), ..., g(ay), vagy f(B1),- .., f(Bm) szdmok
egyike zérus.

Ezeket a tulajdonsagokat fogalmazzuk meg egy tételben is:

2.1.5. Tétel. Az f(x) és g(x) polinomok rezultinsa a két polinom egyiittha-
toibol felépiild olyan raciondlis kifejezés, amely a kévetkezd tulajdonsdgokkal
rendelkezik: ha a két polinomnak van kozos zérushelye, akkor a rezultans
értéke nulla. Ha a rezultins értéke nulla, és legaldbb az egyik polinom kez-
ddegyiitthatdja nem nulla (ag vagy by), akkor a két polinomnak van kozos
zérushelye.

Hatarozzuk meg az altalanos masodfoku polinomok rezultéansat (7) alap-
jan. Az altalanos polinomok a kévetkezSképpen néznek ki:

f(z) = apx® + a1 + ay
g(x) = box® + bz + by (10)

A (7) alatti kifejezésbe helyettesitsiik be az f(z) polinom gyokeit, egy héa-
romtényezGs szorzatot kaptunk. Bontsuk fel a zardjeleket, és végezziik el a
lehetséges kiemeléseket.

Legyen az oy, as az f polinom gyokei. Ekkor

R(f,9) = aég(al)g(ozz) = Cl%(boa% + brag + ba) (b3 + bias + by) =
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_ 212 9 2 21 2 21 92 2 2 272 2
= agbjoios + agbiajas + ajboaiby + ajbobiaras 4+ agbioios + agbibaoy +
+ a%bobgag + (I%blbg()fg -+ agb% =

= albialad + adbobiayas(ag + an) + adboba(ad + a3) + adbiba(ag + as) +
+ albioyag + albi.

Ismerjiik az ap(ay + ag) = —ay, apaie = ag, a2 + a5 = (g + az)? — 2019
Osszefliggéseket, és ezeket visszahelyettesitve az el6z6 képletbe a kiévetkezs
eredményre jutunk:

R(f, ) = a3by — bobiayas + (a3 — 2apas)bobs — apaibyby + apasbi + agbs =
= (agby — a2b0)2 + (a1by — apby)(a1by — asby)

(11)

2.2. A rezultans determinansalakja

Az [ és g rezultdnsat meg lehet adni egy ((m + n) x (m + n))-es deter-
minans alakban is , ami a kovetkezSképpen készithets el. Az els§ sorba az
ag, ay, . .., a, egyitthatokat irjuk, majd csupa nulldkat. A masodik sor elsé
eleme nulla, ezutan jonnek sorban a (3) polinom egyiitthat6i, majd ismét csu-
pa nulla. A harmadik sor elején méar két nulla van, ezeket a 1épéseket addig
ismételjiik, amig az m-edik sorban a,, lesz a legutolso elem. Ezt az eljarast a
maradék n sorban elvégezziik a g polinom egytitthatoival.

Példa egy (2 4 3) x (2 + 3)-as determinansra (m = 2 és n = 3):

ap ap ao as 0
0 ay a1 as as
R(f, g) = b() bl b2 0 0
0 by by by O
0 0 bo bl bQ




Nézziik meg altalanosan, hogy néz ki az (m + n) x (m + n)-es determinéns:

ag a1 Qs ... QG 0 0O ... 0

0 a a1 ... ap1 a, 0 ... O

0 0 a ... @po Gup1 a, ... O
R(f,g)=|0 0 0 ag ay Gz anp, (12)

bo b1 by b, 0 0 0

0 by b . b1 b, O 0

0 0 0 by by bs b,

2.2.1. Tétel. Ha a (3) és (4) egyenleteknek van kézios gyokik, akkor a (12)
determindns értéke zérus. Ha a (12) determindns értéke zérus, akkor vagy
ag = by = 0 teljestil, vagy van kozds gyokik a (3) és (4) egyenleteknek.

Bizonyitas. Induljunk ki abbdl a kérdésbdl, hogy a (3) és (4) egyenleteknek
van e kozos gyoke. Tegyiik fel, hogy van, ez legyen x = a. Ezt a gyokot
helyettesitsiik be a (3) ¢s (4) egyenletekbe. Ekkor

g($) = boOém + blOém_l + ...+ bm—la + bm = 0.

Szorozzuk meg az elsé egyenletet rendre ™!, o™ 2,..., «,1, majd az also
egyenletet "', "2, ... a,1 szamokkal. Igy m+n egyenletet kaptunk. Ugy
irjuk fel ezeket az egyenleteket, hogy az o ugyanazon hatvanyai egymaés alé
keriiljenek:

apa™™™ 1 + g 0" 2 4+ g™t =0
apd™m 2 4 4 a, 0™ M +a,am 2 =0

boa" T 4 ba 2 4 4+ b, =0
boa" T2 + 4 b0 b0 2 =0

Tekintsiik ezt az egyenletrendszert olyan homogén linearis egyenletrendszer-

nek, amelyben o™=t o"tm=2 .1 helyén az xq, %9, ..., Tpym ismeret-
lenek allnak. Az egyenletrendszernek van nemtrividlis megoldéasa. Az x, =
="l gy = ™72 2, = 1 ilyen megoldas. Az egyenletrendszer

determinansanak értéke nulla, ezért hogy a (3) és (4) egyenleteknek legyen
kozos gyoke sziikséges feltétele, hogy a (12) determinans nulla legyen.
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A megforditashoz most bebizonyitjuk, hogy a (12) determinéans azonos a (7)
pontban leirt f(x) és g(x) polinomok rezultanséaval.

A bizonyitashoz a teljes indukcié modszerét alkalmazzuk.

n = 0 esetén a fenti allitas nyilvanvaloan igaz, hiszen a (3) polinomban az
ai, as, ... egyiitthatok és a gyokok nem léteznek, csupan az ay konstans. To-
vabba a (12) determinans olyan m-edrendii determinans lesz, amelynek {Gét-
l6jaban csupa ag elem all, az 6sszes tobbi elem nulla. Ebbdl az is kovetkezik,
hogy a (7) értéke is af)' lesz ebben az esetben.

Most legyen n > 0.
Tegyiik fel, hogy a bizonyitando6 allitas mar az (n — 1)-edfoku

() =ag(x—ay)...(r—ayu_q) = aox”_1+a’{m”_2+a§xn_3+. .A4ar_, (13)

polinom esetében mar igazolt, vagyis a kévetkezs teljesiil az (m +n — 1)-
edrendi determinénsra:

ap ay a,_y 0 0o ... 0
0 a ... a9 a,y 0 ... 0
b b1 ... b 0 ... 0]=ag(aq)...g9(an_1) (14)
0 by ... b1 bm ... 0
0 0 ... b by by ... by

Az f(z) = f*(x)(z — ) azonossagbol a (3) és a (13) polinom egyiitthatoi
kozott a kovetkezd Osszefiiggéseket vehetjiik észre:

*

* * * * *
a1 = Q1 — ApQp, A2 = 0y — A1Qp, ..., Gp_1 = Qp_1 — Q) _90n, An = —Q,_ 105,

Ezek alapjan a (12) determinéns igy irhato at:

ay Q] — gl A5 — Q10 ... —Q, 10 0 ... 0
0 agp aj — apoy, ... —ay_ 0 ... 0
bo b by b, 0 0
0 bo by bin—1 b, 0
0 0 o oo by

Alakitsuk at ezt a determinanst. Az els6 oszlop a,,-szeresét adjuk hozza a
maésodik oszlophoz, majd az 1j determinans mésodik oszlopanak a,-szeresét
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adjuk hozza a harmadikhoz, és igy tovibb. m +n — 1 szdmu lépés utén az
atalakitott determinans elsé m sora megegyezik a (14) determinans elsé m
soraval. Az utolsé n sor a kovetkezd lesz:

bo boa, +b1 boa 4+ biay, +by ... .. g(an) anglan) ... a’lg(an)
0 by boov, +b1 ... glan) .. a"%g(an)
0 0 0 by .. g(a)

Az utolso sor kivételével most mindegyik sorbol vonjuk le az alatta levs sor
o, szeresét. A sorok most igy néznek ki az atalakitas utan:

by b by 0 e 0
0 by b ... bp1 by - 0
0 0 . bo bQO./n + bl Ce g(an)

Fejtsiik ki a determinanst az utolsé oszlop szerint, ekkor azt a determinéns
értéket kapjuk eredményiil, amit be akartunk bizonyitani:

glow) - aftg(an) ... g(an_1) = ag'g(on) . .. g(an)
Most nézziink két feladatot.

Példa. (Szele Tibor: Bevezetés az algebrdba, 243. oldal 2. feladat) Allapitsuk
meg a rezultans determinéns alakjabol, hogy van-e kozos gyokiik az alabbi
egyenleteknek:

2’ —4a® +3x +2 =0,

22 —3x+2=0.

Megoldas. Elss 1épésként irjuk fel az adott egyenletek egyiitthatéibol a
rezultans determinans alakjat. Mivel az els6 egyenlet harmadfoki, ezért az
n = 3 lesz, a masodik egyenletbdl pedig az kdvetkezik, hogy az m = 2.

Az egyiitthatok pedig a kovetkezdek: ag =1, a1 = —4, ay =3, ag = 2,

bp =1, by = —3, by = 2.

1 -4 3 2 0
0 1 -4 3 2
R(f,g)=11 =3 2 0 0
01 -3 2 0
0 1 -3 2

Miutan felirtuk a determinans alakot, hatarozzuk meg az értékét. Els6 osz-
lop szerinti kifejtést alkalmazzunk egészen addig, amig egy 2 x 2-es deter-
minanshoz nem jutunk. A kifejtés menetét az egyetemen tanultuk, ezért ezt

12



ismertnek tekintem, ennek a lefrasatol eltekintek.

(1) _14 _34 g (2) 1 -4 3 2 -4 3 2 0
3 2 0 0 1 -4 3 2
1 -3 2 0 0=1 +1 _
1 -3 2 0 1 -3 2 0
01 =3 20 0 1 -3 2 0 1 -3 2
00 1 -3 2
2 0 0 4 3 2 4 3 2
—1.1-3 2 o0l+3-]1-3 2 o/l+1-l2 o0 ol-
1 -3 9 1 -3 9 1 -3 9
4 3 2 3 2 0 3 2 0
413 2 o/—-1-]-3 2 o/+1.-]-4 3 2=
1 -3 9 1 -3 2 1 -3 9
2 0 0 0 00 2 0 3 2
S I N R O R L LR B
3 2 0 0 3 9 3 2 2 0
+3"2 o‘_4"—3 2‘_2"—3 2‘“"0 0‘“6"—3 9| ~
3 9 3 2 2 0 2 0 2 0
12"—3 2'_4"2 0‘_3"—3 2‘_3"—3 2‘_1"2 o ™
3 9 2 0 2 0
+3-’_3 2’+4.‘_3 2‘“.'3 2‘_

=2-4-12-449-1243-(-4)—-2-12+16-4—12- 12—
—4-(-4)—3-4—-3-443-124+4-441-4=0
Mivel a rezultans értéke nulla, ezért a két egyenletnek van kozos gyoke.

A rezultans arra is alkalmas, hogy tobbismeretlenes egyenletrendszereket
egyismeretlenesre vezessiink vissza. Nézziink erre is egy példat.

Példa. (Kiss Emil: Bevezetés az algebrdba, 125. oldal 3.7.12. gyakorlat) A
rezultans modszerével vezessiik vissza az alabbi egyenletrendszert egyisme-
retlenes egyenletre, és oldjuk meg C' f6lott.

(-1 -9 +(x+1)-y—2=0

(x—1)-y*+z-y—1=0
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Megoldas. Mindkét egyenlet bal oldalat y polinomjanak képzeljiik, majd
irjuk fel az egyenletek rezultéansat.

A feladat tulajdonképpen a két polinom kozos gyokeinek a meghatarozasa.
Elgszor meghatarozzuk, hogy mely x értékekre lesz megoldasa a polinomok-
nak, majd a kozos x értékeknél vizsgaljuk, hogy mely y értékek a megfelelGek.

r—1 z+1 =2 0
0 r—1 x+1 -2

0O z—-1 =z -1
r—1 z+1 -2 r+1 =2 0
=(x—-1)-| x -1 0|4+(x—-1)-jz—1 z+1 —2|=
r—1 x -1 r—1 x -1
-1 0 r+1 =2 r+1 =2
=(x—-1)-[(z—1)- . _1‘—x- - _1+($+1)- 1 O‘]+
r+1 =2 -2 0 -2 0
+ax—1)-[(z+1)- . —1‘_@_1)":1; _1+(x—1)-‘x+1 _2‘]—

=x-1-[z-1)-1—z-(x—=1)+(x+1) - (=2)]+
+arx—1)-[z+1)-(z—1)—(z—1)-24+(x—1)-4 =
=(x—1)-(—2*=3)+(x—1)- (2> + 2z —3)

A zarojelek felbontésa utan vonjuk 6ssze az egynemt tagokat, majd alakitsuk
szorzatta a masodfoku egyenletet. Fzek utan a kovetkezst kapjuk:

207 —8x +6=2-(z—3) (v —1)

A rezultans pontosan akkor nulla, ha mindkét fGegyiitthato nulla, vagy ha a
két polinomnak van kozos gyoke.

Vizsgéljuk meg a féegyiitthatokat. Az x — 1 akkor nulla, ha az x = 1. Ha
az eredeti polinomokba az x helyére behelyettesitjiik az 1-et, akkor lathat-
juk, erre az értékre van megoldasa az egyenletrendszernek, ez pedig az (1,1)
szampar.

Nézziik meg, hogy az egyenletrendszernek van-e tébb megoldasa. Ehhez
sziikségiink van az R(f, g) méasodfokd polinom gyoktényezss alakjara. Ennek
a masodfoku egyenletnek két gyoke van: a 3 és az 1. Az 1-et méar vizsgaltuk,
ezért most csak a 3-mal foglalkozunk. Az eredeti polinomokba behelyettesitve
a 3-at, majd megoldva a mésodfoki egyenleteket azt lathatjuk, hogy a két
egyenletnek nincs kézos gycke x = 3 esetén. Tehat csak egy megoldésa van
az egyenletrendszernek: az (1,1) szampar.
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3. fejezet

A Vandermonde-determinans és
alkalmazasai

3.1. A Vandermonde-determinans

A Vandermonde-determinans egy specialis tipusii determinéns, amely a ko-
vetkez§ alaki:

Az aq,as,...,a,, elemek altal generalt Vandermonde-determinans soraiban
az elemek 0O-adik,elsd,. . .,(m — 1)-edik hatvanyai szerepelnek.

Nézziik pontosan a tételt:

3.1.1. Tétel. Legyen R egy kommutativ gyirid, és legyen m € N, valamint
ai,as,...,a, € R. Ekkor

Vay,as, ..., an) = det((al )ZZ0) = H (a; — aj;)

(4,5)€{1,2,...,m}2, i>j

Példaként irjuk fel a 3 x 3-as Vandermonde-determinanst:

2
1 a1 af
_ 2
V(al,ag,ag)— 1 Ay Ay
2
1 as a3
2
1 a af ay X
2 m—
1 ay a; s
. ot 2 . . s 2
Bizonyitas. Induljunk ki a Vandermonde-determinans |1 a3 a3 ... a3
2 m—1
1 ap, a, ... a

alakjabol. Az utolso oszlopbdl indulva vonjuk ki minden oszlopbdl az 6t meg-
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el6z6 oszlop aq-szeresét egészen a masodik oszlopig. Vagyis:

1 ay—ay at—a? ... "' —aa?
2 m—1 m—2
1 aa—ar a5—aia2 ... ay  —aa,
1 az—ay a2—aaz ... af ' —apay T =
2 -1 -2
1 ap—a1 ai, —ar1an, ... a, " —aa
1 0 0 . 0
1 ay—a; a2—aas ... a?‘l — a1a§”_2
_ |1 az—ay a%—aaz ... af ' —apay?
2 m—1 m—2
1 ap—ar a;, —aay, ... ay " —aa,

A kovetkezo 1épésben vonjuk le minden sorbdl az elsé sort. Fzzel a 1épéssel az
elsé oszlop els6 elemén kiviil minden elem nullara valtozik, a tobbi elem pedig
véaltozatlan marad. A mésodik sorbol kiemelhetjiik a a; — ai-et, a harmadik
sorbodl a ag — a-et, igy tovabb, végiil az m-edik sorbdl az a,, — a;-et. Ezzel
a kovetkezd alakra jutottunk:

10 0 0

01 a ay?
(ag —ar)(as —ay) ... (am —ay) |0 1 as ag~?

01 a, ... aﬂ_z

Ezzel a modszerrel egy eggyel kisebb rendd Vandermonde-determinansra ju-
tottunk. A kisebb rendd determinansokra ezt az eljarast ujra és ujra alkal-
mazva adodik a tétel.

A Vandermonde-determinansnak szédmos alkalmazésa van, ezek koziil a
ciklikus determinansra térek ki.

3.2. A ciklikus determinans

A ciklikus determinanst ugy irhatjuk fel, hogy az els§ sora egy tetszéle-
ges sorrendben tartalmazza az elemeket, ez a sorrend legyen példaul az
ai,as, ..., 0,. A determinans tobbi sorait ugy kapjuk meg, hogy mindig
egy elemmel hatrabb kezdjiik el felirni az el6z6 sor elemeit. Vagyis ha az
els6 sorban az aq,as,...,a, elemek ilyen sorrendben kévetik egymast, ak-
kor a méasodik sor elsé eleme a,, lesz, a méasodik elem az a,, ezt kovetik az
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as,as, ..., 0a,_1 elemek.

Nézziik a ciklikus determinanst formalisan:

aq as asg ... Qyy,
(07 a; a ... Qm-1

Om = C’m(al, as, ... ,am) = |m-1 4n Q1 ... (p-2 (13)
[25) as a4 ... ay

Ellenkezé értelmi leolvasasi rendszerrel kapott determinans elGjeltdl eltekint-
ve megegyezik a (13)-os pontban leirt ciklikus determinanssal:

a; ag ag ... Qyp,

s a3 Q4 ... aq

as Qa4 Qas ... as (14)
am a1 a2 ... Qm—1

A tovabbiakban a (13)-os pontban ismertetett ciklikus determinénst alkal-
mazzuk.

A kovetkezdkben nézziik meg, hogyan lehet a ('), determinans értékét meg-
hatarozni.

3.2.1. Tétel. Legyen R egy kommutativ gyirid, és legyen m € N, valamint
ai,as,...,a, € R. Legyenek €1,¢q,..., €6, € C eqymdstol kiilonbézd m-edik
eqyséqgqyokok. Ekkor

Clar, an, ... am) = fle)fe2) .. flem) = [ [ (a1 + azer + ... + el ™),
k=1

ahol € =1 (k=1,2,...,m) és f(z) = a1 + agx + azx® + ... + apa™ L.

Bizonyitas. Legyenek €1, €9, ..., €, egymastol kiillonb6z6 n-edik egységgyo-
kok. Irjuk fel az ezekhez tartoz6 Vandermonde-determinans transzponaltjat:

1 1 1 .. 1
€1 €2 €3 €m
T T . 2 2 2 2
Vo, =V (1,62 ...,6n) =] € €3 € .. 6y (15)
m—1 m—1 m—1 m—1
€] € €3 €m




Ennek a Vandermonde-determinédnsnak az értéke zérustol kiilonbozd, hiszen
., € Szamok is kiilonbozok.

a €1,€a,..

Szamitsuk ki a C,, VI matrixszorzatot a szorzastétel értelmében:

a as as Am 1 1 1 1

Am ayp a2 Am—1 €1 €2 €3 €m
2 2 2 2

(05} as Qq aq Egnil Egnil 6?71 Em_l

A szorzast a kovetkezSképpen végezziik. A ', determinans elsé soranak ele-
meit rendre szorozzuk 6ssze a VI determindns megfelel elemével, majd a
szorzatokat adjuk Ossze. Ugyanezt ismételjiik meg a C',, determinéns tovabbi
soraira is.

Példaként nézziik meg m = 5-re

a, Gy asz G4 as 1 1 1 1 1
as aip G2 a3z Q4| |€1 €2 €3 €4 €5

2 2 2 2 2
as a4 Qa5 a1 am 6? 6% Eg Ei Eg
o az a4 a5 ap 641l 6% E% 63 Eé

[rjuk fel példaként a C5Vi matrixszorzat harmadik soranak elss elemét:
ay + aseq + ale? + ageif + CL36411

Az C,, VI matrixszorzat i-edik soranak k-adik eleme a kovetkezsképpen néz
ki az el6z6 példat figyelembe véve:

n—1

o i1 .
Am—i+2 + A —i4+-3€K + ...+ Clmﬁ;fc + (116;c + GQEZ + ...+ Qp—i+1€g

Vegyliik észre, hogy minden taghol kiemelhetjiik a 62’1 tényezot. Kiemelés
utan egy (m — 1)-edfokt polinomot kapunk, majd erre felirhatunk egy zart
alakot :

e Nay + ageg + azed + ..+ anel ) = e flen),
ahol €' = 1 ¢s f(r) = ay+agr+azr®+...+a,z™ ' Az el6z6eket felhasznélva
irjuk fel a C,,,V,7-t:

fer)
€1f(€1)

fle2)
€2f(€2)

flem)

CoyT em.f (€m)

m

) (o) - fen)
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Az oszlopokbdl rendre kiemelhetjiik a kovetkezs elemeket: f(e1), f(€2), ..., f(€m).
Nézziik meg, hogyan véltozik a C,,,V,T.

1 1 1
€1 €9 €m
CmVn{ = fler)f(ea) ... flem) ) :
€ —1 € -1 ez—l

A determinans megegyezik a (15)-as pontban ismertetett determinénssal. A
bizonyitasunk elején kikotottiik, hogy a V,, értéke nem nulla, ezért a

CoiVin = fler) f(e2) ... f€m)Vm

egyenletet V,,,-mel egyszertisitve a tételben leirt képlethez jutunk:

Coo= fler)f(ea) ... f(em)-

3.3. Az Altalanositott Vandermonde-determinans

A kovetkezs két alfejezet eredményei MacMahon-tol|7| szarmaznak.

Nézziik meg, hogy az altalanositott Vandermonde-determinans milyen ala-
ku.

Legyenek ay,as,...,an € R, és Py, Py, ..., P, € R[X], melyre deg(P;) <
< j — 1 teljesiil. Tekintsiik az alabbi determinanst:

Pi(a1) Palar) Ps(a) Pr(az)
R
Aet(Py@NZER) = | Poas) Polas) Polar) . Pulan)|-
Pi(an) Palam) Pslam) ... Pm(am)

Ezt a determinanst altalanositott Vandermonde-determinansnak nevezziik.
Nézziink konkrét példat az altalanositott Vandermonde-determinansra. Le-
gyen P =1, P, =x és P3; =z + 2. Ekkor

1 a, a1+ 2
V=11 as Qo + 2
1 as as+ 2
A tétel kimondasa el6tt rogzitek néhany jelolést.
P; a j-edik polinomot jeloli, a coef f; P pedig a P polinom 27 egyiitthatojat.
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3.3.1. Tétel. Legyen R egy kommutativ gyiri, és legyen m € N, valamint
ar,ag,...,a, € R. Minden j € {1,2,...,m}-re P; € R[X], ahol deg(P;) <
<j—1. Ekkor

det((P;j(a:)Z50) = Hcoeff]1 ;) I (w-a

(i,5)€{1,2,...,m}2, i>j

Ha olyan polinomokat valasztunk, amelyek fGegyiitthatdja egy, akkor a

(coe ffo(P1) - coe f[f1(P2) - coe ffa(P3) - coeff3(Pa) - ... - coeffj—1(P;)) szorzat
értéke is egy, tehat egy egyiitthatoju polinomok eseten a fenti tétel egy spe-

cialis esetéhez jutunk.
Az altalanositott Vandermonde-determinans értékének van egy fontos ko-
vetkezménye, ez igy hangzik:

3.3.2. Kovetkezmény. Legyen R egy kommutativ gyirid, és legyen m € N,
valamint ay, as, . .., a, € R. Ekkor

j—1
1<j<m
det((] (e = )NZEN) = 11 (a; — a;)
k=1 (3,5)€{1,2,....m}2, i>j

A kovetkezményben a determinans szerkezete zart alakban lathato, irjuk
fel ennek egy masik, attekinthetébb alakjat.

1 ay — 1 (&1 - 1)(@1 - 2)
. . 1 ay—1 (az—1)(az—2)
det((] J(a: = k)220 = |,
1 ay—1 (apm—1)(ay, —2)
A kovetkezé lemmabol az altaldnositott Vandermonde determindns értékére
vonatkoz6 tételt vezetjiik le.

3.3.3. Lemma. Legyen R eqy kommutativ gyiri, és legyen m € N, valamint
ar, Qg ..., 4y, € R. Minden j € {1,2,... ,m}-re P; € R[X], ahol deg(P;) <
<y —1. Ekkor

det((%(@i))ii@?)ZHcoeffj 1(P;) - det((a] 1 2l20).

A lemméaban szerepld det((a] 1)}22’; ) tényez6 felirhato

1T | '(ai - a;)

(i7j)§{1727"'7m}27 Z>]
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alakban is. Ha ezt a két tagot kicseréljiik, akkor a (3.2.3) lemméban, akkor
az altalanositott Vandermonde-determinanst kapjuk meg. Nézziik a lemma
bizonyitasat :

Bizonyitas. Minden j € {1,2,...,m} esetén a P; polinomot megadhatjuk
a kovetkezs zart alakkal:

3
L

Py(X) =) coef fr(P;)- X*
0

B
Il

Minden ¢ € {1,2,...,m} és j € {1,2,...,m} esetén, ha az X helyére a;-t
irunk, akkor is igaz marad az egyenl&ség, tovabba, ha a szorzatban a ténye-
z0ket felcseréljiik, akkor sem valtozik az Gsszeg.

m—1 m—1 m
Pj(a;) = Zcoeffk(Pj)-af: a¥ - coef fr(P Za “L.coef fr1(P;)
k=0 k=0 k=1

Ha az Osszeg indexeit 1-gyel noveljiik, akkor nem valtozik az Osszeg, hiszen
ugyanannyi tagnak kell venni az 0sszegét. Ezért:

(PilahZizm = (a] " NWZlom - (coef fia(P)LZIEn (16)
i > j esetén coef fi_1(P;) = 0, ezért (coef fi_1(P ))}ifjfnn fels6 haromszog-
matrix.
A (16) pontban leirt egyenlet, akkor sem valtozik, ha vessziik mindkét oldal
determinansat.

det((Pj(ai)2lzm) = det((al” )220 - (coef fir(P)NZIZ)

Két méatrix szorzatanak a determinansa megegyezik a matrixok determinéns-
értékének a szorzataval, ezért:

det((a]" )22 - (coef fir(PNZIEm) =

= det((a] )IZIER) - det((coef fii (Py)IEIEM) (17)

A determinansok tulajdonsagairdl szo6lo tétel kimondja, hogy a fels6 harom-
szogmatrix determinansanak értéke egyenld a féatloban 1évs elemek szorza-
taval. Ez formalisan igy néz ki:

det((coef fir(Py)hZiEm) = Hcoeffjl ) (18)

7j=1
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Ha jobban megnézziik a (17) és a (18) Osszefiiggéseit, akkor észrevehetjiik,
hogy a (18) jobb oldalan 1év6 zart alak megtalalhato a (17)-ben is. Amennyi-
ben kicseréljiik ezt a zart alakot a (18) bal oldalan 1év6 zart alakkal, akkor
éppen a lemmahoz jutunk:

H coef fi—1(P;) - det((aif’l)%i@”f)

Jj=1

3.4. A hiperfaktorialis

Jeloljiik H-val a hiperfaktorialis fiiggvényt: ez egy H : N — N fiiggvény,
melynél n € N-re

H(n):hk!.

A tovabbiakban az altalanositott Vandermonde-determinans segitségével be-
bizonyitjuk a kovetkezs tételt, amely a hiperfaktoridlis egy oszthatosagi tu-
lajdonsagarol szol.

3.4.1. Tétel. (MacMahon)
Minden a € N-re, minden b € N-re és minden c € N-re

H(b+c)H(c+a)H(a+b)|H(a)H(b)H(c)H(a+ b+ c)

A (3.4.1) tétel bizonyitasa el6tt nézziink par fontos lemmat, amelyet fel-
hasznélunk majd a bizonyitasban.

3.4.2. Lemma. Legyen m € N. Ekkor
I1 (i —j) =H(m).
(4,5)€{1,2,...,m}2; i>j

Milyen eredményt kapunk m = 3-ra:

11 (i—j)=HB) =]k

(4,5)€{1,2,3}2; i>j
2-1)-B3-1)-3-2)=0-1-21=2.

Bizonyitas. (3.4.2 Lemma) Induljunk ki a lemma jobb oldalan all6 szorzat-
bol. Ha az ¢ és j lehetséges értékeinek halmazat eggyel eltoljuk, akkor nem
valtozik semmi sem, az ¢ — j allandd marad, vagyis:

1T (i—j)= 1T (i—j)=

(3,5)€{1,2,....m}2; i>j (4,5)€{0,1,....m—1}2; i>j
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Az el6z6 sorban a két futdindexet egy produktum alatt helyeztiik el, ezt

szedjiik ketté:
= ]I II G-9=

i€{0,1,....m—1} j€{0,1,...,m—1}; i>j

- I IHen- II Ib- I #-

i€{0,1,...,m—1} j=0 i€{0,1,...,m—1} j=1 i€{0,1,...,m—1}

Az i-t kicserélve a k-ra elérkeztiink a lemmahoz:

3.4.3. Lemma. Minden i,j € N-re, melyre 1 > 1 és j > 1 teljesiil a kovet-
kezd

a+b+i—1)_  (a+b+i—1) ﬁa+z—
ati—j ) (a+i=1)!-(b+j-1! 12

Bizonyitas. Triwidlis szamolds.

Nézziink erre is példat a kovetkezd értékekkel: 1 =3, j =2, a=2,0=1

1
241+3-1 24143 1)
_ 243k
(2+3—2) 23— (112-1) g *

) 5!
10—<3>—m-4—10

3.4.4. Lemma. Legyen R eqy kommutativ gyiri, és legyen uw € N, és a;j €
€ R minden (i,7) € {1,2,...,u}?. Legyen ay, s, ..., € R és By, Bay ..., Bu €
€ R. Ekkor

1<5< 1<'<
det ((aiamﬂJ 1<f<if) I_IO‘Z HBZ det ( (ai, 1<g§3> :

Bizonyitas.

(iai ;B 2= = diag(ay, . .., aw) - (@i h 2= - diag(By, ..., Bu)

Vegyiik mindkét oldal determinénsat:

det ((alauﬁjﬁggj) = det (diag(al, Oy (a”)}ifizf diag(f, . . . ,ﬁu)> =
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A szorzat tagjainak kiilon-kiilon vegyiik a determinénsat:

= det(diag(aq, ..., a,)) - det <(a”)§§;‘> ~det(diag (B, ..., b)),

ami éppen
=TT (1 i250) - TT 5 = e (i 3 252).
i=1

Most térjink ra a (3.4.1)-es tétel bizonyitésara.

Bizonyitas. A tételben szerepel a H(a + b+ ¢) tényezs, els6 lépésként ezt
irjuk 4t méas alakura.
Mivel H(n) = [[}— k!, ezért

a+b+c—1

H(a+b+c)= H k!

A zart szorzatot két tényezds szorzatta alakithatjuk, ahol az egyik tényezs
a H(a + b), ami szintén a tételben szerepel. Ekkor a fent emlitett kifejezés
megegyezik a kovetkezd kifejezéssel:

a+b—1 a+b+c—1 a+b+c—1

IT# JI #=H@+b- J[ *
k=0 k=a+b k=a+b
Végiil k helyére frjuk be az (a +b+ i — 1)-et
H(a+0b)-[Jla+b+i-1). (19)
i=1

Most a H(b+ c¢)-t irjuk at a H(n) fliggvény segitségével, majd irjuk at kétté-
nyezGs szorzatalakba. Itt is észrevehetjiik, hogy az egyik tényez§ a tételben
is el6fordul:

b+c—1 b—1 b+c—1 b+c—1

H(b+c) = Hk:' ]I[Ok;' sz' (b)-kku!:

A k helyére most a (b+ i — 1)-et irjuk, a kovetkez6t eredményezi:

[

=H®) - [Jo+i-1)". (20)

=1
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Ugyanezeket a lépéseket végezziik el H(c+ a)-n is, de itt a k helyére (a+i —
— 1)-et helyettesitsiink. Tehéat:

cta—1 cta—1 cta—1

H(c+a) Hk:' Hk;' Hk' H(a)- ] *' =

a)- [Ja+i—1). (21)

i=1
A bizonyitas masodik részében irjuk fel azt a ¢ x ¢ determinanst, amelynek

(i, 7)-edik eleme (a +_?_—; ! ; 1) Vagyis:

det <(a—|—b+z‘ — 1))19’SC
a+1—7 I<i<e
A (3.4.3) lemma alapjan az el6z6 determinans megegyezik a kovetkezgvel :
1
(a+b+i—1) =
det —
e ((a+z—1) b+j—1) ,HOH_Z

A kéttényezGs szorzatot alakitsuk haromtényezds szorzatta tgy, hogy a tort
nevez3jébdl emeljiik ki a (b+ j — 1)!-t.

det ((a+b+@—1 jl:[a—l—z—k) (;)__ (22)

(a+1—1)! b+j—1)! rice

1<i<e

1<i<c

Ennek a haromtényezs szorzatnak a determinansa megegyezik a (3.4.4)-
es lemmaban szerepl$ determinanssal, az a; j, o; és a [3; rendre a kovetkezdk:

j—1

a;; = [Jla+i—k)
k=1
(a+b+1—1!)
(a+1i—1)!
1
(b4+i—1)I

o = 3

Bi=
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Tehat a (3.4.4)-es lemma értelmében a (22)-es pontban ismertetett determi-
néns atirhato ilyen alakura:

C C

(a+b+i—1)! 1 i1 | 1<i<e
H (a+1i—1)! 'H(b+i_1)!'det (H(a—i—z—k))

=1 =1 k=1 1<i<c

A (3.3.2) kévetkezmény alapjan, alkalmazva az m = ¢ és az a; = a + i
helyettesitéseket :

et <1:[(a+i—k)>__ ~ I (e

1<i<c (1,9)€{1,2,...,c}2; i>j

Eszrevehetjiik, hogy az a-k kiesnek, és éppen a (3.4.2) lemméhoz jutunk m =
= ¢ helyettesitéssel:

[ G-i=u0

(4,5)€{1,2,....c}?%; i>]

Az eddigi bizonyitasbol kideriilt a kdvetkezs:

det (((a ZES 1))1i> B 11 (a(:ij:ﬂl)! ' H (b+ il— 1)! (o)

. (23)

Most irjuk fel a tételben szerepls oszthatosdgot tortalakba, majd a H(a +
+b+c¢), Hb+ ¢), H(c + a) helyére azokat a szorzatokat irjuk, amelyek a
(19), (20), és (21)-es pontokban szerepelnek:

H(a)H(b)H(c)H(a+b+c)
H(b+c)H(c+a)H(a+b)
H(a)H(b)H(c)H(a+b) - []i_,(a+b+1i—1)!

HO) I, 0+i—1!-H(a)[[;_(a+i—1)!- H(a+b)

Egyszertsithetiink H (a)-val, H(b)-vel, és H(a + b)-vel:

I[_(a+b+i—1)

= c . 3 . -H(c) =
 ECESIIR TR T
A tortet szedjiik szét kéttényezGs szorzatalakba:
¢ b+i—1)! 1
[[—,(a+b+i—1) _ Hic) =

[ (a+i—1)! [ b+i—1)!
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C

“la+b+i—1) 1 B
11 (@at+i—1) 'H(b+z’—1)!'H(c)_

i= =1

Ez pedig a (23)-as Osszefliggés alapjan épp az alabbi determinéanssal egyenls:

. 1<i<e
det <(a+bj‘tz—'1))
a+1i— L<i<e

a+b+i—1\)="=
Mivel (( o )) egész szam, ezért pont az oszthatdsdgot adja.
a+1i—] L<i<e
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4. fejezet

Egyéb determinansok és névadoik

4.1. Carl Wilhelm Borchardt

Carl Wilhelm Borchardt (1817. februar 22. - 1880. ju-
nius 27.) német matematikus volt.
Borchardt Berlinben, egy zsidé csaladban sziiletett. Edes-
apja, Moritz kereskedd volt, édesanyjat Emma Heilborn-
nak hivtak. Szadmos oktatotol tanult, példaul Julius Pliicker-
t6l és Jakob Steiner-t6l. 1836-ban a berlini egyetemen Le-
jeune Dirichlet tanitotta, kés6bb a konigsbergi egyetemen folytatta tanulma-
nyait. 1848-ban kezdett el a berlini egyetemen tanitani.
Kutatasokat folytatott a szamtani-mértani kozép teriiletén, egyiitt dolgozott
Gauss-szal és Lagrange-zsal is. 1856 és 1880 kozott a Crelle altal alapitott
folyodirat szerkesztGje volt.
Riidersdorf-ban halt meg.

Most mondjuk ki a nevéhez kotsds tételt:

4.1.1. Tétel. Borchardt-féle determinans

ai;pr a2 ... QAip
a21 Q29 ... Qa9 . L, - . .
Ha a " determindns olyan, hogy a mdtriz szimmetrikus,

Ap1 Gp2 ... Gpp
és minden sorban az elemek dsszege nulla, akkor a determindns nulla, és

minden eldjelezett (n — 1) x (n — 1)-es aldetermindnsa egyenld.

Bizonyitas. ElGszor bizonyitsuk be a tétel elsé felét, vagyis, hogy ha a fel-
tételek teljesiilnek, akkor a determinéns értéke 0.
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Az egyszeriiség kedvéért n = 5-re végezziik el a bizonyitast. Induljunk ki a

kovetkezd determinansbol:

a1; a2
A21 Q22
D = |az a3z
G41 Q42
a51  As52

a13
23
ass
Q43
Q53

a14
24
34
44
Q54

15
25
a3s
Q45
Q55

Az els6 oszlophoz adjuk hozza az Osszes tobbi oszlopot. A tétel kimond-
ja, hogy a f6atloban 16v6 elem minusz egyszerese az ¢ sordban 1évé elemek
osszegének — példaul aio 4+ a13 + a4 + a15 = — ay1 —, ezért ha az els6 osz-
lophoz hozzéadjuk a tobbi oszlopot az elsé oszlopban csupa nulla elem fog

szerepelni.

( ) 12 G13 Q14
ao1 + (= a21) g a3 an
( ) a3z Q33 (34
( ) Qg2 Q43 Q44
as1 + (— as1) asy as3 asg

ai1 + aj2 + aiz + a4 + ags
a21 + Q22 + Q23 + Q24 + a5
as1 + aszz + ags + asq + ass
G41 + Q42 + Q43 + Qg4 + Q45
a51 + as2 + as3 + as4 + As5

15
25
ass
Q45
as5

12 @13 d14 Q15
Q22 Q23 QA24 A25
32 a3z Aa3z4 Aa3z5| =
Qg2 Q43 Q44 A45
G52  A53 Q54 Ass
0 a2 a3 ay
0 axp a3 axn
=10 a3z asz azy
0 ag a43 ay
0 asy as3 as

Q15
25
ass
Q45
as5

Ha az els6 oszlop szerint kifejtjiik, akkor a determinans nulla lesz

tétel els6 részét bebizonyitottuk.

. Ezzel a

Nézziik a bizonyitds mésodik részét. A bizonyitas elején definialt determi-
nansbol készitsiink aldeterminanst gy, hogy az els6 sort és az els§ oszlopot

elhagyjuk. Ez a kovetkezs lesz:

22

a32
Ap =

Q42

Q52

23
33
Q43
as3

24
as34
Q44
Q54

Q25
ass
Q45
Q55

Adjuk a 2 indext sordhoz a tobbit. A 2. indext sorban a kdvetkezs Osszegek
szerepelnek majd D Qo2 taz2+aq2tas2, Qa3 +as33+a43+0as3, G4+ ass+a44+0asq,

95 + ass + Q45 + ass.
Tudjuk, hogy az
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Aoy = — (a21 + Q93 + Qo4 + CL25) = — (21 — (23 — (24 — 025,
ass = — <a31 + azg + asq + (135) = — a3;1 — a32 — Q34 — ass,
agqy = — (g1 + Qg0 + Q43 + Qy45) = — Q41 — Qg0 — Q43 — g5,
ass; = — (CL51 + a2 + asz + Cl54) = — Q51 — G52 — Aas3 — 04s4,
valamint a;, = ay;. Ezeket az el6z6 Osszegek helyébe irva egy 4j (n — 1)-

edrendd determinanshoz jutunk:

— Q12 — Q13 — A4 — A415 a2 @13 A14 Q15
as2 ass as3q ags | _ _ |d32 (33 (34 035
42 Q43 Q44 Q45 Q42 (43 Qg4 Q45
52 53 Q54 as5 as2 Gs53 As54  (As5

Olyan determinanst kaptunk, ami ugy keletkezett, hogy az els6 oszlopot és
a masodik sort hagytuk el. Ez nem mas, mint az as;-hez tartozo elGjelezett
aldeterminans.

Tehéat Ay = Asp. Az eljarast barmely aldeterminansra alkalmazva ugyanerre
az eredményre jutunk.

Bebizonyitottuk, hogy az 0sszes aldeterminans a megfelels elGjellel véve egyen-
16k.

Példa. Tekintsiik egy olyan 3 x 3-es determinanst, amelyre az el6z6 tétel
feltételei teljesiilnek, majd ellenérizziik le, hogy ennek a determinédnsnak mi
az értéke, és aldeterminansok egyenldk e.

A determinans értékét a Sarrus-szaballyal hatédrozzuk meg.

6 -2 —4
—2 —1 3|=(—06)4+24+244+16—-54—4=0
—4 3 1

Ezzel a tétel elss allitasat leellendriztiik, hiszen a determinans értéke nulla.
Irjuk fel az algebrai aldeterminansokat és szamoljuk ki az értékeiket. Lathat-
juk, hogy az aldeterminénsok is megegyeznek.

-1 3 -2 3

An=|, [I=-1-9=-10 Ap=—| ) ||=2-12=-10
Ay = :Z _31 = 6—4=-10 | Ay =— _32 _14 =2-12=-10
An=% M=6-16= 10 [ An=—|° Pl=1st8= 10
Az = j _34 =—6-4=-10 | Ap=— _62 _34 = —18+8=-10
A=) T =—6-4=—10
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4.2. Hermann Hankel

Hermann Hankel édesapja Wilhelm Gottlieb Hank-
el volt, aki Halleban fizikusként dolgozott. Hermann itt
kezdte a tanulmanyait, de 1849-ben Lipcsébe koltoztek.
Lipcsében, a Nicolai Gimnaziumban folytatta tanulma-
nyait.
1857-ben beiratkozott a lipcsei egyetemre, ahol matema-
tikat tanult Mobiustol, és fizikat sajat édesapjatol. Tanulmanyait nem fe-
jezte be az egyetemen, de szamos mésik egyetemre ellatogatott. 1860-ban
Gottingenben Riemanntol kezdett el tanulni, a kévetkez§ évben Berlinben
Weierstrass-szal és Kroneckerrel dolgozott egyiitt. 1862-ben megkapta a dok-
tori cimet.
1863-ban Lipcsében kezdett el tanitani, ahol 1867-ben professzornak nevez-
ték ki.

A komplex szamok, a fiiggvények elméletén és a matematika torténetén dol-
gozott. Megvizsgélta a Riemann-integralas elméletét, és djrafogalmazta az
ezzel kapcsolatos koncepciokat.

Nézziik, hogy milyen alaki a réla elnevezett determinéns.

4.2.1. Definici6. Hankel-féle determinans
A kovetkezs n-edrendi determinanst n-edrendi Hankel-féle determinansnak
nevezzik:

ap ay [25) e Qp—

aq (05} as Ce Qp
Hn = a9 as ay B ¢ o |
ap—1 Qp Gpiy1 ... (2p-2

Képzési modja: Az elsd sor elsé eleme ag, majd az indexek természetes sorban
nének addig, amig n elem nem lesz a sorban. A masodik sor els6 eleme az
els sor méasodik eleme, és itt is természetes sorban nének az indexek. Ezt az
eljarast ismételjiikk n soron keresztiil. Eszrevehetjiik, hogy aix = ay;, azaz a
matrix szimmetrikus.

Kezdjiik el atalakitani a determinanst, de az altalanos n-edrendid deter-
minans helyett vizsgaljuk a 3-rendfit:

ap a1 Qg
Hy=|a1 ay ag
Qo a3z Qg
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A harmadik sorbol vonjuk ki a mésodik sort, majd a masodikbol az elsét,
az els6 sort irjuk le valtozatlanul:

Qo a1 a2
ay —ap G2 —a;p a3 — Qag
g — a1 a3z — a2 a4 — Aas

A kiilonbségek helyett vezessiink be egy 1j jelolést: az a;.1 — a; kiilonbséget
Aag-vel jeloljiik, Aa; 1 —Aa; kiilonbséget A2a;-vel stb. Az el6z6 determinanst
irjuk at tgy, hogy ezeket a jeloléseket hasznaljuk:

Qo ai asz
ACLO Aal ACLQ
Aa1 ACLQ A(I3

Most a harmadik sorbél vonjuk ki a masodikat, és az els6 két sort irjuk le

valtozatlanul:
Qo aq a9
ACLQ Aal ACLQ
AQCL() A2CL1 A2CL2

Az el6z6 eljarast ismételjitk meg tigy, most sorok helyett oszlopokkal, és végiil
ezt a determinanst kapjuk:

Qo Aao AQGO
ACLO AQCLO ASCLO
AQCLO A3a0 A4CL0

4.2.2. Allitas. Ha az ag, a1, as, . . . sorozat n—1-edrendd szimtani sor, akkor
Aag = A" gy = ... = 0 és igy a H, a mellékdiagondlisban lévé elemek

eldjeles szorzata lesz. Tehdt

Megjegyzés. A Hankel-féle determinans specialis esete a ciklikus determi-
nans.
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4.3. Jacques Hadamard

Jacques Hadamard édesapja Amédée Hadamard, 1864-
ben feleségiil vette Claire Marie Jeanne Picardt. Az édes-
apa zsid6 csaladbol szarmazott, latin és gorog nyelvet,
nyelvtant, torténelmet és foldrajzot tanitott, az édesanyja
pedig magéan zongoraérakat adott az otthonukban.
Jacques sziiletése idején Amédée Versailles-ban tanitott,
de amikor a fitt harom éves volt, akkor Parizsba koltoztek, mert az édesapa
elfogadott egy 1j munkat a Lycée Charlemagne-ben.

Jacques az iskolat ott kezdte el, ahol az édesapja is tanitott. Az els§ né-
hany évben minden tantargybol jo volt, kivéve a matematikat. Volt egy jo
matematika tanéara, aki visszaforditotta a matematika felé, amikor ¢ 6todik
osztélyos volt.

1875-ben édesapja tanarként hirnevet szerzett, ezért &tment a Louis-le-Grandbe,
és 1876-tol Jacques is ebbe az iskolaba jart. 1882-ben érettségi bizonyitvanyt
szerzett, az els6 dijat 1883-ban algebrabdl {télték meg szamaéara.

1884-ben felvételizett az Ecole Polytechniqu-ra és a Ecole Normale Supérieure-
ra. Mindkét iskolaban sikeres felvételit tett, 6 az Ecole Normale Supérieure-t
véalasztotta. Itt Jules Tannery, Hermite, Darboux, Appell, Goursat és Emile
Picard tanitottak. 1888-ban diplomézott le.

Tanarként dolgozott, mig kutatasokat folytatott a doktori munkajéhoz. Ta-
narként nem becsiilték meg, mert a didkjaitél tobbet kovetelt, mint amit a
képességeik megengedtek.

1892-ben elnyerte a doktori cimet. Ugyanebben az évben megnésiilt, és Borde-
aux-ba koltozott a feleségével, amikor elvallalt az egyetemen egy el6adoi al-
last. Nagyon sok lapnak publikilt, amig Bordeaux-ban élt.

1898-ban irt a kétdimenzids geometria megjelenésérsl, majd 1901-ben a ha-
romdimenzids geometriarol.

A habort alatt nagyos sulyos csapasok érték, a haboriban életét vesztette
mindharom fia. 1962-ben, amikor 96 éves volt, a fitunokajit is megolték, ami
végleg megolte a lelkét. Ezutdn mar nem mozdult ki otthonabol, varta a ha-
lalat, ami 1963-ban bekovetkezett.

Mondjuk ki a nevéhez fiz6d6 tétel.
4.3.1. Tétel. Hadamard-féle determinanstétel

A determindns abszolit értéke mem magyobb, mint az egyes sorokban lévd
elemek abszolit értékének a négyzetosszegeinek szorzatabol vont négyzetgydk.
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Formadlisan: A € C™*", ekkor

|detA| < (Jaj|> + ...+ |ajnl?)

1

n
Jj=

Bizonyitas. A bizonyitas analitikus modszerekkel torténik.

4 3 5
Példa. Nézziik a kovetkezs 3 x 3-as determinédnst: [—4 0 1
2 -2 3

Ellenérizziik az el6z6 tételt a determinansra, vagyis soronként vegyiik az ele-
mek abszolut értékét, emeljiik négyzetre 6ket, majd adjuk Sssze, végiil ezeket
az Osszegeket szorozzuk Ossze. Vagyis:

V(42432 452) - (424024 12) - (22 +22 +32) = /50 - 17- 17 ~ 120,21

A Sarrus-szabaly segitségével meghatarozzuk a determinans értékét, ez 90.
Tehét:

ID| < \/(42 432 +52) - (42 + 02 4 12) - (22 + 22 + 32)
90 < 120,21

4.4. Leopold Kronecker

Leopold Kronecker (1823. december 7. — 1891. decem-
ber 29.) német matematikus volt.
Liegnitzben sziiletett, a gimnaziumot is itt végezte el.
Matematikatanara Kummer volt. Egyetemi tanulmanyait
Berlinben, Bonnban és Boroszloban végezte, és 1845-ben
Berlinben megkapta a doktori cimet. A doktori értekezé-
sét szamelméletbdl irta.
1850-ben irt egy cikket az 6todfoku egyenlet altalanos megoldasarol csoport-
elméleti vonatkozasban. 1855-ben Berlinbe koltozott, 1861-ben az akadémia
tagjava valasztottak. Az egyetemen is tartott el6adasokat, de tanari képesi-
tést csak 1883-ban szerzett.
Weierstrass-szal és tarsaival részt vett a Crelle altal alapitott folyodirat szer-
kesztésében. Tudoméanyos vizsgalatait a szamelméletben, az algebraban és az
analizisben folytatta. Hensel adta ki értekezéseit.
A Magyar Tudomanyos Akadémia kiils6 tagjava valt.
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4.4.1. Definici6. Kronecker-féle determinéns
Vegyiink két determinénst, az egyik n-edrendi (X), a masik m-edrendt (V")
legyen. Allitsuk el6 az n x m-edrendd determinanst a kévetkezéképpen:

11 Ti2 ... Tin Y11 Y12 - Yim
T2y T2z ... Top Y21 Y22 .. Yom
X®Y = ) ) ) Ll ® ) ) =
Tpnl Tp2 .. Tpn Yni Ym2 -+ Ymm
Z’H'Y $12'Y xln'Y
LC21'Y IQQ'Y .I‘Qn'Y
o1 Y TpoY .. ZTpn Y
Zi1+Ynn -+ T11°Yim -+ oo Tin Y11 oo TintYim
T11Y21 - T11Yom - oo Tip Y21 oo Tint Yom
T11 * Ym1 e 11 Ymm - - Tin  Yma oo Tin  Ymm
To21-Y1n .-+ X221 Yim .- - Top Y11 - Ton - Yim
To21 Y21 .- T21 Yo, .- .. Ton Y21 .. Ton - Yom
21 *Ym1 -+ 21 " Ymm -+ -+ Lo2p Ymi -+ TL2n " Ymm
xnl-yn xnl'ylm xnn'yll xnn'ylm
Tn1 * Y21 Tnl * Yom Lnn * Y21 Lnn * Y2m
Tpl1 " Ym1 -+ Tnl " Ymm -+ -+ Tpn " Yml -+ Tnn Ymm

4.4.2. Tétel. Kronecker-féle tétel
A fenti moédon képzett Kronecker-féle determinéns értéke a kovetkezSképpen
szamithato ki: det(X @ Y') = (detX)™ - (detY')"

Bizonyitas. A bizonyitas Beke Man6é Determinénsok|3| cimd konyvében
megtalalhato.

Példa. Adott a kovetkezs két determinéns:

X3: éSY2:

DN Ot DO

2 4
3 0

O = W
e S
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Irjuk fel a megadott determinansokbdl a Kronecker-féle determinanst, majd
szamitsuk ki az értékét.

6 12 8 16 4 8
9 0 12 0 6 0 3422243
det(X;@Ys) =2 4 4 8 10 20:125.‘30:
30 6 0 15 0] |0 4 2
00 8 16 4 8

= (—48) - (—12)® = 2304 - (—1728) = (—3981312)
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Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom a témavezetémnek, Agoston Istvannak a szakdolgozat
elkészitésében nyujtott segitségéért, tamogatasaért.
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