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1. fejezet

Bevezetés

1.1. A szakdolgozat felépitése

A rekurziv sorozatok felhasznéldsa nagyon sok 0j és eddig kiaknazatlan le-
hetdséget rejt magdban. Nemcsak a gazdasagi életben foglal el jelentSs szerepet,
hanem az élet barmely teriiletén is egyre er6teljesebben jelenik meg. A rekurziv
sorozatok alkalmazasit az eddig hasznalt teriileteken tul, at kell alakitani a mai
kor tdmasztotta elvardsoknak, igényeknek, kihaszndlva a technika adta tjabbnal
Ujabb lehetdségeket. A XXI. szdzadban a technikai eszk6zok fejlédése rohamlép-
tekkel halad el6re, melyeket szerintem feltétleniil hasznositani kell a matematika
kiilonbozd teriiletein is. Egy program segitségével kivdloan szemléltethetd példaul
Hanoi tornyai rekurziv feladat. Meggy6z6désem, hogy nem feltétleniil sziikséges
ragaszkodni a papir alapi oktatdshoz. Merni kell alkalmazni, hasznélni az j tech-
noldgidkat, eszkozoket. Szakdolgozatom célja, hogy bemutassam, milyen lehetd-
ségek tarultak fel elottem a képzés sordn, melyeket hasznositani lehet a rekurziv

sorozatok hasznalatanal.



1.2. Koszonetnyilvanitas 1. Bevezetés

Szakdolgozatomban megmutatom,hogyan alkalmazhatok a rekurziv soroza-
tok. Az analizis, az algebra, szdmelmélet, véges matematika teriileteket érintem.
Elméleti bevezetdvel kezdem a dolgozatom, amely tételeket, definicidkat tartal-
maz. A kovetkezd részben a teljes indukciéra helyezem a hangstlyt bizonyitasi
modszerként. Kiilonbozo rekurziv sorozatok konvergencidjat vizsgdlom. A Newton-
féle gyokvondst kiemelhetném, de szdmtalan példat tudnék sorolni arra, mire hasz-
nalhaték még a rekurziv sorozatok. A 4. fejezetben a Fibonacci sorozat jelenik
meg. Megtudhatjuk milyen kapcsolata van az aranymetszéssel, hogyan viselked-
nek tagjai kozott a primek €s kitekintve lathatjuk a természetben val6 eldfordu-
lasét. 5. fejezetben a Catalan szdmok segitenek megoldani példaul azt a kérdést,

hogy egy n tényezds szorzat hanyféleképpen zardjelezhetd.

1.2. Koszonetnyilvanitas

Mielétt elkezdeném a téma kifejtését, szeretném megkdszonni Mezei Istvan
tandr urnak a kitarté és odaadé munkdssagat, ezzel segitve szakdolgozatom el-
készitését. Barmilyen kérdésemre szivesen vélaszolt, tiirelme hatartalannak bizo-

nyult. Nagyon kdszondm bardtaimnak a sok biztatést és segitséget.



2. fejezet

Elméleti bevezeto

2.1. Végtelen szamsorozat definicigja; megadasi médja

Ha minden pozitiv egész szdmhoz egy valds szamot rendeliink hozza, ak-
kor ezzel egy végtelen szamsorozatot adunk meg. Rovidebben, a fiiggvényfoga-
lom felhaszndldsaval ezt ugy is kifejezhetjiik, hogy végtelen szdmsorozat a pozitiv
egész szamokon értelmezett (valds értéki) fliggvény. Tovabbiakban sorozat vagy

szamsorozat mindig végtelen szdmsorozatot jelent.

Jelolés: a,, jelenti azt a sorozatot, amelynek n-edik eleme ( az n-hez rendelt

valés szam) a,,.



2.1. Végtelen szamsorozat definicidja; megadasi médja 2. Elméleti bevezetd

Fontosabb megadasi médok a kovetkezdk:

Képlettel: Ekkor kozvetleniil adjuk meg az n és az a,, kapcsolatat.

2.1.1. Példa. :

1 1

Ekkor a sorozat elsé néhédny eleme: 1, 5, 3, . ..

5 sin % ,ha n péros
LAy =
0 ,ha n pératlan

Ekkor a sorozat néhany eleme: 0, 1,0, \/75, e

Rekurziv formuldval: Ekkor az el6irds azt adja meg, hogy az n-edik elemet
hogyan kapjuk meg a megel6z6kbol. Sziikséges ekkor a képzési szabélyon kiviil

az elsd az elso elem vagy az elsé néhany elem megadasa is.

2.1.2. Példa. :

an

n—+

1.@1:1; Api1 =

_1

Ekkor a sorozat néhdny eleme: 1, %, 2%3, 5310

2. Tekintsiik azt a sorozatot, amely ugy kezdddik: O, 1, és mindegyik utdna ko-

P

vetkez6 elem az el6z6 kettd szdmtani kozepe.

Formulaval:

a1:0,a2:1

ap41 = % : (Cln,1 + &n)~



2. Elméleti bevezetd 2.2. Miveletek sorozatokkal

A sorozat els6 néhany eleme: 0; 1; 0, 5; 0, 75. Az eddigi adatokbol nehéz megallapi-
tani, hogy példaul a mekkora a 100. tag nagysaga. Azt tudjuk, hogy 0,5 és 0, 75

kozott van.

2.1.3. Megjegyzés. A megadasi médokat tekintve latjuk, hogy a rekurziv formu-
laval megadott sorozat n-edik elemének meghatidrozasdhoz az dsszes el6z0 elem

ismerete sziikséges.

Ez hatranyos a képlettel valéo megadassal szemben. Ezért természetesen fel-

vetddik a kérdés:

Egy rekurziv formuldval adott (a,,) sorozatnak hogyan lehet megadni a kép-

letét? Erre a kérdésre is keressiik a valaszt.

2.2. Miveletek sorozatokkal

A sorozatok kozott természetes modon értelmezzék az algebrai miiveleteket.
Az a, és b, sorozat 0sszege az a sorozat, amelynek n-edik eleme a,, + b,,; szorzata
az a sorozat, melynek n-edik eleme a,,b,,, és hdnyadosa az, amelynek n-edik eleme

3 feltéve, hogy az osztds minden n-re elvégezhetd, azaz b, #0,n=1,2,...

2.3. Monoton sorozat, korlatos sorozat

Egy sorozat novekvd, ha a, 1 > a,. Ha a > jel helyett a szigoriibb > ki-
kotés is érvényes, akkor a sorozat szigordan novekvd. A csokkend és a szigordan
csokkend sorozat meghatdrozdsa ehhez hasonlé médon torténik. A novekvd és
csokkend szdmsorozatot kdozos néven monoton sorozatnak, a szigordan novekvd

és a szigortian csokkend sorozatot pedig szigorian monoton sorozatnak nevezziik.



2.3. Monoton sorozat, korlatos sorozat 2. Elméleti bevezetd

2.3.1. Példa. Monoton sorozatokra:
1. novekvok:
a, sinnm
b, log,n (a>1)
¢, ag=1; ap1=Mn+1a,
2. Csokkendk:
a, sinnm
b, log,n (0 <a<1)
¢, ay =1 ap = Tf—jrll
2.3.2. Megjegyzés. :

1. A csupa nulldbdl 4ll6 sinnm sorozat definicidnk értelmében tekinthetd
novekeddnek és csokkendnek is.

2. Mindkét példaban a, b, és c, szigordan monoton sorozatnak tekinthetd.
2.3.3. Definici6. Egy szamsorozat fels6 korlatja K, haa, < K,n=1,2,....

2.3.4. Definicié. A szamsorozat felsd korlatjai koziil a legkisebb a szamsorozat

fels6 hatara.

Mas széval, H akkor fels6 hatéar, ha H egy fels6 korlat és barmely € > 0 szamhoz

l1étezik olyan n, hogy a,, > H — .

2.3.5. Definicié. Egy szamsorozat feliilrdl korlatos, ha van fels6 korlatja. Hason-

l6an értelmezziik az alsé korlat, az alsé hatér és az alulrdl korlatos fogalmat.

2.3.6. Definicié. Ha egy sorozat alulrél is €s feliilr6l is korlatos, akkor azt korlatos

sorozatnak nevezziik.



2. Elméleti bevezet6 2.4. Nullasorozat; a hatarérték definici6ja

2.3.7. Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy egy (a,,) sorozat pontosan akkor korlétos,
ha van olyan K > 0, hogy |a,| < K,n=1,2,....

2.3.8. Példa. :

1.A0,3,2,...,1 — + felsd korldtai példdul 10%; 1, 05; 2; 1.

A felsd hatéra 1.

2.Az10,-10,..-20, 0...

n_. _n .
‘n+l’ n+1’

A szamsorozat als6 hatara —1, felsé hatara +1.
3. A 0;1;0;1;... szdmsorozat esetén minden negativ szam alsé korlat és
minden egynél nagyobb szam felsé korlat.

A sorozat alsé hatara 0, fels6 hatara 1.

4. Az 1;2;...;n; ... sorozat alulrél korlatos, de feliilr6l nem korlatos.

Az 1;—1;2;—2;...;n; —n;... sorozat nem korlatos.

2.4. Nullasorozat; a hatarérték definicioja

2.4.1. Definicié. Az a,, sorozat nullasorozat, ha minden £ > 0 szdmhoz van olyan
N = N(e), hogy

n> N() = |a,| <e

2.4.2. Definicié. Az a, sorozat nullsorozat, ha a 0 barmely ¢ -kornyezete véges

sok elem kivételével az egész szamsorozatot tartalmazza.

2.4.3. Megjegyzés. Ekvivalens a két definicié akkor, ha pontosan ugyanazok a
szamsorozatok elégitik ki mindkét definiciot. Nyilvdnvalo, hogy az 1. és 2. definicio-

ekvivalens.



2.4. Nullasorozat; a hatarérték definicidja 2. Elméleti bevezetd

2.4.4. Példa. : Nullasorozatra

1. Geometriai sorozat, amelynek hanyadosa: |¢| < 1.
=k
1;—1; %; —%; o %; —%;

2
3
4. Egy sorozat, amelynek els6 szdz eleme tetszbleges és a,, = 0, han > 100.
5

0;0;0; ...
Tehét a nullasorozat egy olyan sorozat, amelynek elemei tetszdlegesen kozel ke-

riilnek a 0-hoz, ha n elég nagy.

A nullasorozat kozvetlen dltaldnositdsa az a sorozat, amelynek elemei tet-
szbleges kozel keriilnek egy tetszdleges A szamhoz elég nagy n esetén. Ezek a

konvergens sorozatok.

2.4.5. Definicié. Az a,, sorozat konvergens €s hatarértéke az A szam, ha minden

e > 0-hoz van N = N(¢), hogy

n>N()=la, — Al <¢

2.4.6. Definici6. Az a,, sorozat konvergens €s hatarértéke A, ha az A barmely e-

kornyezete véges sok elem kivételével a szdmsorozat minden elemét tartalmazza.

Nyilvédnval6, hogy a kovetkezd két allitas ekvivalens:

2.4.7. Allitas. :
1. Az a,, sorozat konvergens €s hatarértéke A.

2. Az (a,, — A) sorozat nullasorozat.

A hatarérték jelolése: lim, ,. a, = A; lima,=A; a, — A.



2. Elméleti bevezetd 2.5. Hatarértékre vonatkozo tételek

2.4.8. Megjegyzés. Ezek mindegyike azt jelenti, hogy az (a,,) sorozat konvergens

és hatarértéke A.

Az N = N(e) szam neve: az e-hoz tartozoé kiiszobindex.

2.5. Hatarértékre vonatkozo tételek

2.5.1. Tétel. Egy szdmsorozatnak legfeljebb egy hatdrértéke lehet.
2.5.2. Tétel. a,, konvergens, =a, korldtos.
2.5.3. Tétel. Ha a,, — A, akkor A,,; — A.

2.54. Tétel. Ha a,, — A és b, — B, akkor
a a,xb,—>ALB

b, ca, = cA

¢ apb, — AB

an A
d 5=

Tudjuk, hogy ha a,, konvergens, akkor korlétos. Igaz-e a tétel megforditdsa?
Nyilvanvaléan nem. Példaul a 0; 1; 0; 1; . . . sorozat korléatos, de nem konvergens.
2.5.5. Tétel. A Bolzano- Weierstrass-tétel: Minden korldtos sorozatnak van kon-

vergens részsorozata.

Kovetkezménye: ha egy monoton névekedd a,, sorozat feliilrdl korlatos vagy

egy monoton csokkend a,, sorozat alulrdl korlatos, akkor konvergens is.



2.5. Hatarértékre vonatkozo tételek 2. Elméleti bevezetd

2.5.6. Tétel. A Cauchy-konvergenciatétel:

A konvergens (a,,) sorozatoknak olyan tulajdonsdguk is van, hogy elég nagy
n-re az a,, elemek egymdshoz is kozel keriilnek. Ennek pontos matematikai megfo-

galmazdsa a kovetkezo:

Minden € > 0 szdmhoz van olyan N = N (¢), hogy

n,m > N(g) = |a, — an| < €.

Ezzel a tulajdonsdggal rendelkezd sorozatokat onmagukban konvergens vagy Cauchy-

sorozatoknak nevezziik.

2.5.7. Definicié. Végtelenhez divergdl6 sorozatok:

Azt mondjuk, hogy a,, — o0, ha minden K > 0 szdmhoz van N = N(K),
hogyn > N(K) = a, > K.

Hasonldan értelmezziik azt, hogy a,,— —oo.

2.5.8. Tétel. :

l. Haa, — o0, b, — o, akkor a,, + b, — oo.

2. Haa, — o0,b, > c>0, akkor a,b,, — oc.

3. Aza, — o0, b, — oo feltételekbdl semmit sem tudunk kovetkeztetni a

lim(a, — b,) és a lim § hatdrértékekre.

10



3. fejezet

Rekurziv sorozatok

3.1. Feladatok

3.1.1. Feladat. Mutassuk meg, hogy az

T =2 Tpt1 ‘= V2+ 2,

rekurziv definiciéval megadott sorozat konvergens.

3.1.2. Megoldas. irjuk fel a sorozat elsé néhany tagjat:

\/5,\/2+\/§,\/2+\/2+\/5,\/2+\/2+\/2+\/§,...

Ezeket vizsgélva az a sejtésiink alakul ki, hogy a sorozat monoton nd.

Igazoljuk ezt teljes indukcidval:

T < g, mert 12 =2< 242 =21}

Tegyiik fel, hogy x,, < x,; fenall.

Ekkor az egyenl6tlenséggel vald szamolds szabalyai szerint

Tn+2<Tpi1+2,Tp01 = VT +2 < \/Tpy1+2=2Tpio

11



3.1. Feladatok 3. Rekurziv sorozatok

is igaz €s éppen ezt kellett megmutatni.

Igazoljuk még, hogy a sorozat feliilr6l korldtos. x; < 2 nyilvan igaz.
Tegyiik fel, hogy z,, < 2.
Ekkor

Tns1 =V2+ 20 <V2+2=V4=2

Tehat a 2 felso korldtja a sorozatnak. Most mér csak a hatarértéket kell kiszami-

tani. Ehhez irjuk fel a definidl6 egyenletet:

Azp4+1 = V2 -+,

Az egyenl6ség mindkét oldaldnak vegyiik a hatarértékét. Ha z,, — x, akkor

nyilvén z,, 1 — x igy azt kapjuk, hogy az x hatarérték az

r=vV2+x

egyenlet gyoke.

Ennek a mdsodfoku egyenlet gyokei az x1 = 2 és x5 = —1 értékeket adja. A
negativ gyok nyilvan nem felel meg a feltételeinknek, tehat a sorozat hatarértéke

2.

3.1.1. A Newton-féle gyokvonas

Elgondolkodtaté, hogy szamitogép és szamoldgép nélkiil milyen jol boldo-
gultak elddeink és milyen maradandd alkotdsokat hagytak hatra. Kitiin6en szd-
moltak fejben, papiron és logarléccel. A bonyolultabb feladatok kozé tartozik a

gyokvonas.

12



3. Rekurziv sorozatok 3.1. Feladatok

Nézziik tehat a gyokvonds algoritmusat:
Tekintsiik a kdvetkezé nem linedris rekurziv sorozatot.

3.1.3. Feladat. 1 =a (a > 1)

(T 4+ —)

Tn

Tn41 =

N —

Vizsgéljuk meg, hogy konvergens-e ez a sorozat!

3.1.4. Megoldas. Nézziik meg, hogyan néznek ki az egyes tagok:

3.1.5. Allitas. (z,,) konvergens és lim(z,,) = \/a.

Bizonyitas. Megmutatjuk, hogy a sorozat szigordan monoton csokkend és alulrél

korlétos,igy konvergens.

3.1.6. Allitas. (z,,) szigordan monoton csokkend

Minden n € N-re:

13



3.1. Feladatok 3. Rekurziv sorozatok

Elég beldtnunk, hogy 5% < % sa< 72,

1 ( . a
Ty = = (Tp
2 ! Tp—1

)

Ezt négyzetre emelve €s a szadmtani-mértani kozép kozti egyenlStlenséget kihasz-

nalva kapjuk:

Mivel 22 < 1 & 2,11 < @y, gy 2, szigortan monoton csokkend.
n

3.1.7. Allitas. (z,,) alulrél korlétos.

Tobbet is lehet latni: (x,,) sorozatnak van pozitiv alsé korlatja.

Az (x,) sorozat szigordan monoton csokkend és alulrdl korldtos, ebbdl ko-

vetkezik, hogy (x,,) konvergens.

lim(z,) =ra>0a="

Tnt1 =

a
(22)
ITL
Mivel x,, = a, igy x,,41 1s a-hoz tart, felirhatjuk az aldbbi egyenletet.

5 (o 2)
a=—-|a+ —
2 o

| —

Az egyenlet mindkét oldalét szorozva kapjuk:

20z:oz+g
a

14



3. Rekurziv sorozatok 3.1. Feladatok

Majd, a-t kivonva:

Rle

a-val megszorozva az egyenletet azt kapjuk, hogy:

Tehat a sorozat hatdrértéke olyan pozitiv szam, amelynek négyzete az a. Ezt a

szdmot nevezziik az a négyzetgyokének, tehat o« = \/a és o = lim(z,) = v/a.

g

P

3.1.8. Feladat. Most 4ltaldnositsuk az el6z6 feladatot, azaz nézziikk meg hogyan

jutunk a magasabb gyokokig!

a>1 keNk>2)

a =7

Tekintsiik az alabbi sorozatot: x; = a

((k D+ #)

Minden n € N-re

Tp4+1 =

| =

Rajz:

k

Erint§ egyenlete: y = ¥ — a + m(z — ;)

15



3.1. Feladatok 3. Rekurziv sorozatok

f(x)=a"—a

Derivélt fiiggvénye:

azaz

Hol metszi az x tengelyt?
0=2ak —a+kat (2 —2))

Az egyenlet mindkét oldalat 2¥~'-nel osztva:

—1 = o1+ k(r—mx1) = (1 —k)z, + ka
Ty

Ezt rendezve kapjuk az aldbbiakat:

a
(k=11 + —— =k
L1

Amibdl z-et kifejezve kapjuk, hogy

x:E((k—l)xl—i—%)

. Bzt az x-et tekintjiik x5-nek.

—

3.1.9. Megjegyzés. most megmutatjuk, hogy a sorozat monoton csokkend és alul-

rél korlatos.

Minden n-re

16



3. Rekurziv sorozatok 3.1. Feladatok

Elég megmutatnunk, hogy 1 — % > 0 = k> a

Nézziik tehdt az x,, sorozatunkat: z,, = 1 <(k: — Dap1 + =45 ))
n—1

Emeljiik k-adik kitevére mindkét oldalt, majd a szdmtani-mértani kozép kozti

egyenlGtlenségbdl adodik:

a k

mn71+1‘n71~~~+1n71+Tk_l
k n—1 a_
T, = 5 = > Tp 1 Tp1°-.. FT =0
Tp—1

Ebbdl latszik, hogy az (x,,) sorozatnak van pozitiv als6 korlatja. (z,,) alulrél

korlatos)

Mivel (z,,) monoton csokkend és alulrdl korlétos, ezért konvergens.
Keressiik meg a hatdrértékét:

lim(z,) =a >0

| =

((k; D+ #)

Mivel z,, — «, igy z,+1 — «, ezért felirhatjuk az aldbbi egyenletet.

o= ((k‘—l)a+ a)

ak—1

| =

Az egyenlet mindkét oldalat k-val szorozzuk:

ka=(k—1)a+ afl

ok

Majd ebbdl a-t kifejezziik:

a* = a, amibél o = /a.

17



3.1. Feladatok 3. Rekurziv sorozatok

3.1.2. Fiiggvény, mint rekurziv sorozat

3.1.10. Feladat. Tekintsiik az alabbi fliggvényt €s alabbi rekurziv sorozatot:

&
b
flz) =L - (2° + 30)
a€R
Ir1 = a
]‘ 3
T =f($1)=E'(l’1+30)
— flaa) = — - (% +30)
Tn41 = Tp) = 19 n

18



3. Rekurziv sorozatok 3.1. Feladatok

l.a=2
.CE1:2
_ 2 (2° +30) =2
27 19 -
xn+1:2
2.a=3
.’171:3
! (3% +30)=3
To = — - =
719
xn+1:3
3.a=5
$1:—5

Ty = L. ((=5)* +30) = -5

Tpi1 = =5

4. -5<a<2pla=0

.1'1:0
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3.1. Feladatok

3. Rekurziv sorozatok

1 . 30
1 303
=— . (= +30) =
73 =19 (5 +30)

3.1.11. Allitas. (z,) szigorian monoton ndvekvd

Bizonyitas. Teljes indukciéval
1, 21 < 29

x1:a<x2:1i9-(a3+30)

Az egyenlet mindkét oldalat 19-cel szorozva kapjuk ezt a harmadfoku egyenletet:

19a < a® + 30

Rendezziik egy oldalra, majd adjuk meg szorzat alakban:

0<a®—19a+30=(a+5)(a—2)(a—3)

Tehét ilyen a esetén ami a megadott intervallumban van az els6 tényezd pozitiv, a

masik két tényez6 negativ értékii lesz.

2, Tegyiik fel

Ty < Tp41

3, Igazoljuk, hogy

Tpt1 < Tp42

Feltettiik, hogy

Tp < Tp41
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3. Rekurziv sorozatok 3.1. Feladatok

Emeljiik harmadik hatvanykitevére mindkét oldalt:
xd < ad
Adjunk 30-at mindkét oldalhoz:
2 +30 < 22, + 30
Majd osszuk el 19-cel:

1 1
xn+1:1_9'x2+30<E'I13+30:$n+2

Tehat szigorian monoton novekedd, ha —5 < a < 2. IJ 5.

3.1.12. Allitas. 2 < a < 3, akkor (z,,) szigorian monoton csdkkend

Bizonyitas. Teljes indukciéval
1, 21 > x9
a > 15(a® + 30)
0>a®—19a+30 = (a+5)(a—2)(a —3)

Ha a a megadott intervallum eleme, akkor az els6 két tényezd pozitiv, a harmadik

negativ értéket vesz fel.

2, Tegyiik fel,

Ty > Tpi1

3, Igazolnunk kell ,hogy

Tnt1 > Tn42

Induljunk ki a feltevésiinkbdl, vagyis

Ty > Tpt1
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3.1. Feladatok 3. Rekurziv sorozatok

Emeljiik harmadik hatvanykitevére mindkét oldalt:
Ty > Ty

Adjunk hozza 30-at:
x2 +30 > 23, + 30
Osszuk el 19-cel:
L 30> 430
19 ':B’Vl 19 xn-{-l
Tehat valéban, szigordan csokkend: x, 11 > X, 19

6. Ha a < —5 akkor (z,,) szigordan monoton csokkend

7.Ha a > 3 akkor (z,,) szigordan monoton nvekvd. [J

Osszefoglalva: monotonitas

3.1.13. Megjegyzés. Ha valamelyik a-rél inditom a sorozatot konvergens, akkor

mi lehet a hatarértéke?

1
Tni1 =I5 ° (z2 + 30)

Mivel (x,) — «a-hoz, igy x,.1 — a-hoz. Tehat szamitsuk ki o értékét:
~ L (0 +30)
a= 19 o}
Az egyenlet mindkét oldalét szorozzuk 19-cel:
19a = o + 30
Rendezziik O-ra €s alakitsuk szorzatta:

0=0a’—19a+30 = (a+5)(a—2)(a—3)

Ebbdl a gyokok lathatdk: a; = —5  vagy as =2 vagy oz =3
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3. Rekurziv sorozatok 3.1. Feladatok

8. Ha a < —5 akkor tudjuk, hogy (z,,) szigordan monoton csokkend, ezért a

lim(z,) nem lehet -5, ebbdl kovetkezik, hogy (x,,) — —oo .

Ha a > 3, akkor tudjuk, hogy (x,,) szigordan monoton névekvd,

ezért lim(z,,) — oo.
Ha —5 < a < 2, akkor (x,,) szigordan monoton novekvs

3.1.14. Allitas. =, < 2

Bizonyitas. Teljes indukciéval

1, =z <2

2, Tegyiik fel, hogy

T, <2
3, Igazolnunk kell, hogy
Tn+1 <2
, mert
Ty < 2

Emeljiik mindkét oldalt harmadik hatvanykitevore.

2 <8

Adjunk mindkét oldalhoz 30-at:
z2 430 < 38

Osszuk le mindkét oldalt 19-cel:

1
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3.1. Feladatok 3. Rekurziv sorozatok

Tehdt (z,,) szigortian monoton novekvé és korlatos( x,, < 2), ebbdl kovetke-

zik hogy (x,,) konvergens, amibdl csak lim(z,,) = 2.

O Ha 2 < a < 3, akkor tudjuk, hogy (x,,) szigortian monoton csokkend.

3.1.15. Allitas. (z,) > 2

Bizonyitas. Teljes indukciéval

1, z1>2

2, Tegyiik fel, hogy

T, > 2
3, Igazolnunk kell, hogy
Tpy1 > 2
Tudjuk, hogy
T, > 2

7z

Vegyiik mindkét oldal harmadik hatvanykitevojét:

x> >8

n

Adjunk hozza az egyenlet mindkét oldaldhoz 30-at:
z2 430 > 38

Majd osszuk 19-cel:

i((xn)3 +30) > 2

1 = 19

Mivel (x,,) szigordan monoton csokkend &s alulrél korlatos ( (x,,) > 2), ezért

(x,,) konvergens, amibdl csak lim(x,,) = 2.

L] Teljes 0sszefoglalas:
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3. Rekurziv sorozatok 3.2. Rekurziv sorozat a kombinatorikaban

Ha a kezd6érték:
a < —b, lim(z,) = —o0
a = —b, akkor (z,) = =5 (z,), igy lim(x,) = =5
—5 < a < 2 kezd&érték, akkor lim(z,,) = 2
a = 2, akkor (z,) = 2, igy lim(z,,) = 2
2 < a < 3 kezddérték, akkor lim(z,,) = 2
a = 3, akkor (z,,)=3, igy lim(z,) = 3

a > 3, akkor (z,,) szigorian monoton ndvekvd, igy lim(x,,) = +oo.

3.2. Rekurziv sorozat a kombinatorikaban

3.2.1. Feladat. Van n forintunk. Minden nap pontosan egyet vasarolunk az alabbi
termékekbdl: perec ( 1 forint), cukorka (2 forint), fagyi (2 forint). Hatdrozzuk meg

M,,-et, ahdanyféleképpen elkolthetjiik pénziinket.

3.2.2. Megoldas. Az elsd nap haromféleképpen valaszthatunk: perecet vesziink,
ekkor a maradék n — 1 forintot M,,_-féleképpen kolthetjiik el vagy cukorkét
vesziink 2 forintért, és a maradékot M,,_,- féleképp kolthetjiik el és ha fagyit,
akkor a maradékot szintén M,, o-féleképpen kolthetjiik el.

Igy a kévetkez rekurziét kapjuk:
M, = M, _, +2M,_,

Kezd6érték: My = M; = 1; M, = 3 A tobbi a képletbdl adédik: Mz = 5, My =
11, ...

Teljesiil ezekre az aldbbi formula: M, = 2M,,_; + (—1)", és sejtjiik, hogy
ez minden n-re igaz lesz.

Valéban az M, = M, + 2M,,_- rekurziébdl konnyen beldthat6 indukcidval:
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3.2. Rekurziv sorozat a kombinatorikaban 3. Rekurziv sorozatok

Ha M, | = 2M, o+ (=1)""1 és2M,,_o = M, + (—1)", akkor
Mn - Mn—l + 2Mn—2 - Mn—l + (Mn—l + (_1>n) - 2Mn—1 + (_1)n

Innen azt kapjuk, hogy M, = 2M, ; + (=1)" = 2(2M,,_» + (=1)" 1) +
(—1)"4M, 5 +2(—=1)" 14+ (=1)" = 8M, 3+ 4(—1)" 24+ 2(=1)" 1+ (-1)" =

n n— n— n 2n+1__1n mn n
L=gr oot g ()= T = L (2 4 (1))
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4. fejezet

Fibonacci sorozat

4.1. Ismerteto

A pizzai Leonardo a XII. és XIII. szdzad fordul6jan élt matematikus egyike
volt azoknak, akik a hinduktol szarmazd, de az akkori vilagban arab kozvetitéssel
elterjedd tizes alapu, helyi értékes rendszerre épiild szamirdsi médot Eur6pdban
meghonositottdk. Leonardo Pisano, ismertebb nevén Fibonacci kora matematikai
ismereteit Liber Abaci cimen ismert munkdjaban foglalta 6ssze. E hires munkaja-
ban taldlhat6 a kovetkezd probléma, amit Fibonacci nyulaiként is gyakran emle-

getnek:

Hény pér nyulra szaporodik egy év alatt a kezdeti pdr, ha tudjuk, a nyulak
két honap alatt valnak ivaréretté, s ezutdn minden par minden hénapban egy 1j

parnak ad életet és mindegyikiik életben marad?

A feladat megolddsdban a nyul-parok szdmdnak id6beli alakuldsat kell ko-
vetni. Az elsd honapban egy nyul-parunk van, €s ugyanannyi lesz a masodikban

is; a parok szdma csak a harmadik hénapban valtozik egyrdl kettére. A kovet-

27



4.1. Ismertetd 4. Fibonacci sorozat

kezd hénapban a sziil6k tjabb parnak adnak életet, igy a parok szdma haromra
nd. Az 6todik hénapban azonban mér az 0j par is szaporulatképes, igy az dj parok
szama kettdvel nd, és az Osszes parok szama otre gyarapodik. A kovetkezd honap-
ban mar mindkét ifjabb generacié hoz létre utédokat, €s a parok szama harommal

novekedve nyolcra véltozik.
Az egyes honapokhoz tartoz6 nyul-parok szamat leird
1,1,2,3,5,8,13,21,34,7

szamsor Fibonacci-sorozat néven vonult be a matematika torténetébe. A so-

rozat el6allitdsanak alapja az a tulajdonsag, mely szerint a harmadik elemtdl kezdve

7

barmely elem az el6z6 kettd Osszege. A sorozat els6 két elemét azonban meg kell

adni; ezek értéke a Fibonacci-sorozat esetén 1.
Tekintsiik az alabbi rekurziv sorozatot:
ap = K , ay = L

Apto = Qpi1 + Gy

Keressiik a,, = ¢" alakban. Ekkor az aldbbi egyenletet kapjuk:

qn+2 — qn+1 + qn

Az egyenlet mindkét oldalat ¢"-nel osztjuk:
¢ =q+1
Az egyenletet atrendezve adddik:

¢ —q—1=0

Ennek megolddsai pedig: ¢ 2 = 1iv21+4 = 1i2‘/5

1+V5 4 _1-
3 €S @9 = 5

S

Az egyenlet két gyoke q; =
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4. Fibonacci sorozat 4.1. Ismertetd

4.1.1. Megjegyzés. ¢ és g is eleget tesz a rekurziénak =-linedris kombindciéjuk

is:

c1(q)” + ca(ge)”

Ennek megfeleléen

Cl'l+62'1:K
Cl'qi+c2'Q%:L

ahol ¢y, ¢y ismert.

Tekintsiik az aldbbiakat: .—— = ag+ a1z + asx? + azz® +.. .+ aza"+. ..

z—x2

4.1.2. Allitas. a, n-edik Fibonacci szam.

Bizonyitas.

1=(1—z—2%)(ag+ a1 + asx® + azz® + ... + a,2" + ...) =
ap + a1 + asx® + asr® + ... + a, " + ..+
—apx — a1 — agx® — ..+

—CL0I2 - CL1{L’3 — ...

1 = ag+(ay—ag)w+(ag—ay —ag)r*+(as—ag—ar )z +... 4 (an—ap_1—ay_o)z"

ap=1 a—ay=0 ay—a;—ap=0 ... a,— ap_1— Gp_o =20,
Ezekbdl addodik:

ap=ap=1 ax=ar1+ay ap=0an_1+ Ay 2

A_ L _B__ AwtBa- AL BLES
1—0—2\/5 1—2\/5 (x_1+2\/3)(r_1—2\/3)

1 _ —1 —
—r—x2 T — -
Imee? ()@ H52) @~ 1572)
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4.1. Ismertetd 4. Fibonacci sorozat

(A+B)=0

Tehat B = — A értéket helyettesitve:

_A(l—\/B 14++/5

BvV5 = —1

B-t kifejezve kapjuk: B = —\/LEA = \/Lg
Tehat
11 < L )
—x — x2 145 1-V5
l—xz—2x V5 \ oz — + v — 15
Ismert:

L+t + 24+ + . 1"+ .. = ahol [t} <1

Ennek segitségével lathatjuk be, hogy megegyezik a két hatvanysor, igy egyiitt-

hatéik is paronként:

A sorozatok ilyen el6allitdsi médjat, mely az djabb elemek képzését az eld-

z6ekre vezeti vissza, rekurziv eljardsnak nevezik.
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4. Fibonacci sorozat 4.2. Fibonacci- sorozat és az aranymetszés

4.2. Fibonacci- sorozat és az aranymetszés

A Fibonacci-sorozat szoros kapcsolatban van az aranymetszéssel.

2214_{
x a

egyenlet az aranymetszésnek megfeleléen felosztott szakasz. (ahol a jeldli a
szakasz teljes hosszat, x a hosszabbik metszetet). Az aranymetszésnél a révidebb
és a hosszabbik metszet, valamint a felosztand6 szakasz olyan mértani sorozatot

alkotnak, melynek hanyadosa

SHES]

Ezt az egyenletet pedig kapcsolatba hozhatjuk a Fibonacci-sorozattal.

Jeloljiik a tovabbiakban £ -et g-val!
A fenti egyenl&ség mindkét oldalét a; - ¢*-nal szorozva, ahol a; tetszdleges, zé-

rustél kiilonbozd szam, az

k+1 k k—1
a - q =a1-q¢ +a

egyenldséget kapjuk, ami éppen azt jelenti, hogy a fenti ¢ = ¢ hdnyadossal képzett
mértani sorozatokra igaz, hogy a harmadik elemtdl kezdve barmely elem egyenl6

az el6z0 kettd osszegével.

Ez utébbi tulajdonsdga megvan a Fibonacci-sorozatnak is. Ugyanis a sorozat

(n + 1)-edik eleme (a harmadik elemtdl) a kovetkezé mddon dllithat6 el6:

Apt1 = Qp + Qp_1

Mindkét oldalt a,,-nel egyszerisitve, az
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4.2. Fibonacci- sorozat és az aranymetszés 4. Fibonacci sorozat

Ap+1 Ap—1

=1+

egyenlethez jutunk.

A kapott 6sszefiiggés formailag hasonlé az aranymetszésnél kapott egyenlet-

hez, és (a harmadik elemtél) alkalmas a sorozat eléallitasara:

A kapott osszefiiggés akkor egyezne meg az aranymetszési egyenlettel, ha a
Fibonacci-sorozat egymadst kovetd elemeinek hdnyadosa ugyanaz az érték lenne,

vagyis az elemek geometriai sorozatot alkotndnak.

A Fibonacci-sorozat elemei azonban nem alkotnak mértani sorozatot, az egy-

mast kovetd elemek hanyadosa % nem allando, ami kiilonosen jol latszik ala-

csony sorszamok esetén. Az elemek szdmanak novelésével azonban ez a hanyados

egy alland6 szamhoz, a ¢-hez kozelit.

lim fnin — V5 -1 =

n—oo  f, 2 ¢

A kozelités kétoldali: két egymdst kovetd elem hanyadosa nagyobb, illetve

kisebb, mint a kdzrefogott aranyszam.
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4. Fibonacci sorozat 4.2. Fibonacci- sorozat és az aranymetszés

2,00 -

1,618 /’\ N .

1,00

Irjuk fel a Fibonacci-sorozat elemeit és vizsgaljuk a két egymdst kovets tag

hanyadosanak alakuldsat! Ez a kétoldali kozelités mds mddon is vildgossd tehetd.

1

1

2 15
3 1,667
5

1,625

13 1.615
21 1.619
34 1,617
1,618

©e|-alon|w|a|w|io|— =
o0

53

Ismeretes a mértani sorozatnak azon tulajdonsiga, miszerint a masodik tagtol
kezdve barmely elem az elbtte 1€v6 és 6t kovetd elem mértani kdzéparanyosa.
Ez mésképpen fogalmazva azt jelenti, hogy a k6zEépsé elem négyzete a vele koz-
vetleniil szomszédos elemek szorzatdval egyenld. A Fibonacci-sorozat elemeire
vonatkozdan ez a tulajdonsdg azzal a médositdssal érvényesiil, hogy a sorozat
barmely elemének a négyzete (a mdsodiktdl kezdve) a szomszédos elemek szor-
zatdndl egyel kisebb vagy egyel nagyobb. Az elemek négyzetei és a szomszédos

tagok szorzatai a kovetkez6 tablazatrdl leolvashatdk:
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4.3. Fibonacci négyzetek 4. Fibonacci sorozat

4.3. Fibonacci négyzetek

s 2

Azokat a négyzeteket, amelyek oldalainak mér6szdmai a Fibonacci-sorozat
elemei, Fibonacci-négyzeteknek nevezik. Az elsé n négyzet egymdshoz illeszté-
sével olyan téglalapokat kapunk, melynek oldalhosszai megegyeznek az n-edik
és az (n + 1) -edik négyzet oldaldnak hosszdval. Ha f,, jelenti magét az n-edik

négyzet oldalanak hosszat, akkor ezek kozott a kovetkezd 0sszefiiggés all fenn:

Sn - fn : fn+1
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4. Fibonacci sorozat 4.4. Primszamok a Fibonacci sorozatban

Az Osszefiiggés helyessége a négyzetek illesztésével a kovetkezd médon 1at-
hat6 be: vegyiink két egységnyi oldalhosszisagu négyzetet (F}, F) és ezek folott
helyezziik el a 2 egységnyi oldalhosszisagi F3 négyzetet. Az igy kapott alak-
zathoz illessziink (jobbrdl) olyan négyzetet, melynek oldalhossza megegyezik az
el6z6 két négyzet oldaldnak Osszegével Fy. Az igy kapott téglalap folé illessziik

az F5, majd ezekhez ismét jobbrdl az Fi négyzetet, és igy tovabb.

Az elsd két négyzet olyan téglalapot hataroz meg, melyben az oldalak hosszu-
sdga 1 és 2, vagyis amennyi az el6z6 két négyzet oldalainak hossza. Az elsé harom
négyzet teriiletosszege Ss, olyan téglalapot hatdroz meg, melynek oldalai 2 és 3,
és ezek éppen az Fj és Iy négyzetek oldalhosszaival egyeznek meg. Az dsszefiig-
gés helyessége, mely a Fibonacci-sorozat tulajdonsagébol kovetkezik, az dbrarol

is leolvashato.

4.4. Primszamok a Fibonacci sorozatban

4.4.1. Megjegyzés. :

(1) Ungr = Un—1 + UnUpi

(2)  ugn = (Unt1 + Up—1)(Ung1 — Un—1)
(3) U1 = Uy +

4) ugy_y =ul_ | +u?

4.4.2. Tétel. Ha u,, a Fibonacci sorozat n-edik eleme, akkor uy,, oszthato u,,-nel

(k=1,2,...)

Bizonyitas.

35



4.4. Primszamok a Fibonacci sorozatban 4. Fibonacci sorozat

A tétel k = 1 esetén trividlis, k = 2 esetén érvényes a (2) Osszefiiggés, azaz

a tétel igaz.
Tegyiik fel, hogy k-ig minden természetes szdmra igaz a tétel, azaz
Ugp = C - Up

c természetes szamok halmazanak eleme.

Vizsgdljuk a k + 1 esetet:

U(k41)n = Ukngn = Ukn—1-Un+FUkn Upt1 = Ukn—1-Un+CUp Unt1 = U (Ukn—14CUpt1)

Példa:

U1 = 89, U = 89 - 199, uzs = 2 - 89 - 19801
4.4.3. Megjegyzés. Az 1. tétel altalanositasaként adédik a Fibonacci sorozat 9ssze-
tett elemeire vonatkozo sziikséges és elégséges egzisztencia tétel

0
4.4.4. Tétel. Legyen az n index primfelbontdsa n = py - ps - ... - pi. Uy akkor és
csak akkor osztoja u,-nek, ha q € p1,ps, .., Pn
Bizonyitas.

A bizonyitds sziikségessége €s elegségessége egyarant az 1. tételbdl kovet-

kezik.
Kovetkezmény:

A 2. tétel jeloléseit haszndlva kapjuk, hogy w,, oszthatd lkkt(uy1, upa, ..., Upk)-

vel.
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4. Fibonacci sorozat 4.4. Primszamok a Fibonacci sorozatban

4.4.5. Tétel. Ha u,, primszdm, akkor n is primszdm.

Bizonyitas. Ha u,, primszam, akkor csak két oszt6ja van u; = 1 és u,,, ekkor a 2.

tétel miatt n Osszes osztdja 1 és n, azaz n primszam. [
Megj: A 3. tétel megforditdsa csak az alabbi megszoritdssal érvényes:
4.4.6. Tétel. Han primszdm, akkor u,, vagy prim vagy nincs olyan primtényezdje,

amelyik Fibonacci szdm.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy n primszdm és u,, = k - u; (i < n), ekkor a 2.
tétel értelmében n i-nek a tobbszordse, ami ellentmondds. Tehét u,, primtényez6i
kozott nincs Fibonacci szam, kivéve, ha primszam €és az egyetlen primtényezdje

onmaga.
U
4.4.7. Tétel. Han = 6k + 1(k = 1,2, ...) alakii, akkor u,, is az, azaz n = 6k £ 1
esetén u,, = £1(mod6)
Bizonyitas.
Teljes indukcidval:
k =1 esetén us = 5, u; = 13 tehat a tétel 4llitasa teljestil.

Tegyiik fel, hogy k-ra teljesiil.
Vizsgdljuk k + 1-re a 6(k + 1) + 1 esetet:

Ug(kt1)41 = Uek+1+6- AZ (1)-es miatt ugpte + Usk+1U7 = (Ugkt1 — Us—1)Us +

Ugk+1U7 = Upk+1(Us + Ur) — Usk—1U6 = Ugk+1Us — Usk—1Us = 21Ugk+1 — SUgp—1

Az indukcios feltevés szerint ugp+; = £1(mod6), tehat (mod 6) maradékat

az alabbi tdblazat foglalja 6ssze: 21 - uggyr1 — 8 - Ugg_1mod6 3+ 12 — 141
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4.4. Primszamok a Fibonacci sorozatban 4. Fibonacci sorozat

Most vizsgéljuk meg a 6(k + 1) — 1 esetet:

Ug(k+1)—1 = Usk+144(1)Mmiattuertis+uepr1ts = (Ugkr1—Uek—1)UsTUekr1Us =

Ugk+1(Us + Us) — Ugk—1Ua = Ugk1Ue — Ugk—1Ua = SUgk+1 — SUek—1

Az indukcios feltevés szerint ug, = 1 = £1mod6, tehat a (9) levezetés ered-

ményeként kapott kifejezés( mod 6) maradékat az aldbbi tablazat foglalja Ossze:
8- Uek+1 — 3- uﬁk_l(modG) 2 —+ 13—1-1

Ha az 5. tételt 6sszevetjiik a primszamokra vonatkoz6 1. tétellel, mely szerint

minden primszdm 6k — 1 vagy 6k + 1 alaku, akkor az aldbbi tételhez jutunk:

0

4.4.8. Tétel. Ha n primszdm,akkor u,6k + 1 alaki.

4.4.9. Tétel. Ha n primszdm és u,, nem prim, valamint v az u,, primtényezdinek

szdma, akkor u, =[], (6k; £ 1)

Megj: Figyelembe véve a 4. tételt adddik, hogy 6, £ 1 primtényezdk egyike

sem Fibonacci szam.

Péddk: n = 19, w9 = 4181 = (66 +1)(19-6 — 1) = 37- 113 n = 31,
g = 1346269 = (93 - 6 — 1)(403 - 6 — 1) = 557 - 2417

Nyitott probléma: Van-e végtelen sok primszdm eleme a Fibonacci sorozat-

nak?

A 3. és 4. tétel a Fibonacci sorozat primszdm tagjait vizsgélta. most definidl-

juk a Fibonacci ikerprimeket az aldbbiak szerint:

Definici6: Legyenek p és p+ 2 ikerprimek. Ha az u,,, u,2 Fibonacci szamok

is primek, akkor ezeket Fibonacci ikerprimeknek nevezziik.
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4. Fibonacci sorozat 4.4. Primszamok a Fibonacci sorozatban

Az 1. tétel szerint p és p + 2 akkor €s csak akkor lehetnek ikerprimek, ha
p = 6k — 1 alakd, ekkor természetesen p + 2 = 6k + 1 alakud primszdm. Kovetke-
zésképpen a Fibonacci ikerprimek wugr_1, ugry1 alakdak, azaz (11) alapjan fennall

a kovetkezd Osszefiiggés:
_ .2 6k s _ .2
Ugk—1 * Usk41 = Ugy + (—1)°F, amibdl ugp_1 * ugrr1 = ug, + 1

Ha tovabb vizsgaljuk az ug, Fibonacci szamot, akkor a (2) 6sszefiiggés alap-

jan kapjuk, hogy
2 2 _
Uk, = Uz g — Uz = (ugkt1 — usk—1)(Usk41 + Usk—1)

Masrészt a 2. tétel szerint oszthaté minden olyan Fibonacci szdmmal, mely-

nek indexe osztdja 6k-nak, azaz
gk = A - ug - up = 23 A - uy, (ahol A természetes szam)
Ebbdl kovetkezik a Fibonacci ikerprimekre vonatkoz6 aldbbi tétel:

Tétel:

4.4.10. Tétel. ug,_1 valamint ug 1 Fibonacci ikerprimek, ha ugk + 1-nek ponto-
san két primtényezdje van.
Megj:

-Az eddig ismert Fibonacci ikerprimek a & = 1 (us = 5,u; = 13),k =
2(u1; = 89,u13 = 233) értékekhez tartoznak. Kivételnek tekinthetd az els6 Fi-
bonacci ikerpram-par az us = 2, us = 5, mivel ebben szerepel az egyetlen paros
primszam.

Nyitott problémék:

-Van-e a felsorolt harmon kiviil Fibonacci ikerprim-péar? -Van-e végtelen sok

Fibonacci ikerprim-pér?
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4.5. El6fordulasa a természetben 4. Fibonacci sorozat

4.5. Elofordulasa a természetben

A virdgszirmok szdma gyakran Fibonacci-szam: példdul a liliomnak, a n6-
sziromnak és a hairmassziromnak harom; a harangldabnak, a boglarkdnak, a larks-
purnak és a vadrézsanak ot; a szarkaldbnak, a vérpipacsnak és a pillangévirdgnak
nyolc; a jakabnapi aggofiinek, a hamvaskénak és a koromvirdgnak 13; az 6sziro-
zsénak, a borzas kupvirdgnak és a cikdridnak 21; a fodrosleveli margitvirdgnak,
az utilapunak és egyes szdzszorszépeknek 34; mas szdzszorszép-fajoknak pedig

55 vagy 89 szirma van.

Fibonacci-spirdlba rendezddnek példdul a fenyStoboz és az anandsz pikke-
lyei, a napraforgd magjai, a mdlna szemei, a karfiol rézséi és egyes kaktuszok
tiiskéi. A nautiluszok hdza is hasonlit a Fibonacci-spirdlhoz, de nem egy negyed,

hanem egy teljes kor alatt n6 meg a sugér ¢,-szeresére. Nautilusz

A novények szardn az egymast kovetd levelek elforduldsa (a phyllotaxis)

Fn
Fn+2

tobbnyire (egyes becslések szerint 90% -ban) teljeskor (példdul szilfa és hars
esetén 1/2, biikkknél, mogyoréndl és szedernél 1/3, tolgynél, almandl, cseresznyé-
nél és meggynél 2/5, nydrndl, rézsandl és barackndl 3/8, fliznél és manduldnal
5/13). Ezek az aranyok éppen a ¢~ 2 lanctortbe fejtésekor kapott kizelitd tortek

(¢, az aranymetsz€s).

Przemyslaw Prusinkiewicz szerint ezen jelenségek egy része megmagyardz-
hat6 szabad csoportok bizonyos algebrai megkotéseinek kifejez6déseként, konk-
rétabban bizonyos Lindenmeyer nyelvtanokként. A fraktalgeometridban a Fuchs-
csoportok €s a Klein-csoportok tanulményozasa kozben taldlkozhatunk Fibonacci-

szamokkal.

Egy méh n-generdcids dseinek a szdma az n-edik Fibonacci-szam.
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4.5. Eloforduldsa a természetben 4. Fibonacci sorozat
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3. fejezet

Catalan szamok

A Catalan szdmokkal, vagy mds néven a Catalan-sorozattal el6szor Leonard
Euler egyik munkdjaban taldlkozhatunk. Euler ebben azt vizsgalta, hogy hanyfé-
leképpen lehet haromszogekre bontani egy sokszoget. Mint a tudoményos életben
mar sok esetben el6fordult, ezt a sorozatot mégsem réla, hanem Eug?ne Charles
Catalan belga matematikusrol nevezték el. Catalan ismerte fel el6szor ugyanis,
hogy ezek a szdmok tobb problémadra is kzos megoldast adnak. Richard P. Stan-
ley Enumerative Combinatorics cim, 1999-ben megjelent munkdajaban 66 kiilon-
b6z definiciét adott a Catalan-szamokra. Stanley nem ismeretlen magyar mate-
matikus korokben, hiszen 1975-ben Pélya Gyorgy dijat kapott, és ndla volt dokto-
randusz hdrom magyar matematikus is (Hetyei Gdbor, Béna Miklds és Mészdros

Karola).
Az udvarias sofér esete

Nézziink egy példat. A jarmiivek egy nagyon sziik, egysdvos uton haladhat-
nak, ahol nem tudnak el6zni. Az tthoz csatlakozik egy mellékut, ahova kidllhat

az az autds, aki szeretné elengedni sietds tdrsait. Ha még van olyan sof6r, aki sze-
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5. Catalan szamok

retne kidllni, akkor ezen szik mellékiton & is megteheti, természetesen aki el6szor

kiallt, az egyre hétrébb keriil ebben a sorban.
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5. Catalan szamok

A kérdés, hogy hany kiilonbozé sorrendben érkezhet meg az n db aut6 a sztik

utszakasz végéhez?

Ll 1 Ll L) T L) n ) 1 1 1 ] I

§

Az autdkat a, b, c-vel jeldltiik az dton balrdl jobbra. A megérkez6 autdsokat

jobbrdl balra kovetjiik figyelemmel!

Lehetdségek Lehetdségek szama
0 1
a 1
ab, ba 2
abc, bca, cab, bac, cbha 5

abcd, beda, bead, cdab, cdba, bacd, beda, cabd, cbad, dabe, dbea,

dbac, dcab, dcba 1
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5. Catalan szamok

5.0.1. Feladat. Hiromszogekre bontds

Haényféleképpen lehet az n + 2 szoget atlokkal haromszogre bontani? (Egy

27 2z

konvex sokszog egymast nem metszé atlokkal torténd haromszogekre bontasa.)

A

N
Ve

LY.
208

Oldalak szama

Hanyféleképpen bonthata fel
haromszigekre

Az els6 néhany Catalan-szamot felirhatjuk a kovetkez6képpen: n = 1,2, ...

esetén 1,2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, ...

5.0.2. Feladat. Héanyféleképpen bonthatunk fel egy konvex n-szdget egymast nem

metsz$ atlokkal haromszogekre?

5.0.3. Megoldas. Jelolje T,, az ilyen haromszogelések szamat. T3 = 1, T = 2,
15 = 5, 1gy érezziik, hogy a Catalan szamok jonnek be, tehét természetes a 7, = 1
definicié. Szdmozzuk meg az Ora jardsa szerint a sokszog csucsait. A rekurzio fel-

irasdhoz tekintsiik az 1-2 oldalt tartalmazé haromszog harmadik csucsét, legyen
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5. Catalan szamok

ez 1. Bz a haromszog két kisebb hdromszogre vigja az eredetit, amelyeket egy-
mastdl fiiggetleniil bonthatunk hdromszogekre. A két sokszog egyike egy 7 — 1
sz0g ( ezért is hasznos a T, = 1 definicid, hisz ¢« = 3-ra ezt kapjuk.), a masik egy
n—i+ 2-sz0g. lgy a T, = S . T 1T, ;1o rekurziét kapjuk. Ha i — 1 helyett

j-t frunk, akkor az osszegzés j = 2-t6] megy j=n — 1-ig. Igy a rekurzié:

Tn = Cn72
5.0.4. Feladat. Hanyféleképpen zar6jelezhetd egy n tényezds szorzat?

5.0.5. Megoldas. A zardjelezés azt jelenti, hogy ezutan olyan kéttényezds szor-
zatot kapunk, amelynek minden zdrdjelében két tényez6 szerepel ( valtozd vagy

mdr zardjelezett kifejezés). Példaul n=4 esetén a lehetséges zardjelezések:

((v122)23) 74, (2122) (2374), (21 (T223) )24, 1 ((223)74), 21 (v2(T324))
Jelolje Z,, a zéar6jelezések szamat, és legyen Z; = 1. Ha az utolsénak elvégzett
szorzas elbtti tényezd @ > 1 db véltozot tartalmaz, akkor ezt a részt Z;-féleképpen,
ugyanezen szorzas masik tényezgjét Z,,_,-féleképpen zaréjelezhetjiik. Igy a Z,, =
W+ Ly + o+ ZiZy i + Z, 1 Z; rekurziot kapjuk, amelynek a C,, | sorozat a

megolddsa.

A kombinatorikdban a Catalan szdmok egy természetes szamokbdl 4ll6 sorozatot
alkotnak, amely tobb, legtobbszor rekurzidt tartalmazé probléma megoldasakor

1ép fel.

Az n-edik Catalan-szdm a kovetkez6képpen szamithat6 ki, ahol n > 0

c - 1 (277,)
n+1\n
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