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Bevezetés i

0.1. Bevezetés

Altalanos- és kozépiskolas koromban a kombinatorika volt a kedvencem, ehhez
az egyetemen elGszor a véges matematika, majd az analizis csatlakozott. Nagy
lendiilet vitt el6re a szakdolgozat megirdsédnal, csaktugy, mint az elmilt években
az egyetemen: szerettem csinalni.

Az elgbbi témak megnevezésével fordultam Sz6nyi Tamas tanéar trhoz, aki
némi beszélgetés, egyeztetés utdn ajanlotta nekem a generatorfiiggvényeket.

Szakdolgozatom elsé fejezetében egy Osszefoglalé talalhatd, az analizisb6l és
véges matematikibol szerzett tudas néhany eleme, illetve a generatorfiiggve-
nyekkel valé miiveletek, alkalmazhatosag bevezetése. Ezek ismeretét nélkiiloz-
hetetlennek tartom a tovabbi fejezetek targyalasdhoz.

A masodik fejezetben ismert, nevezetes sorozatokat vizsgalunk: megnézziik,
hogy milyen kombinatorikai probléma megoldésaként jutunk el a rekurzioig,
majd az explicit alak meghatarozasahoz segitségiil hivjuk a generatorfiiggvé-
nyeket,.

A harmadik, alkalmazas cimet visel§ részben pedig a Snake-oil modszer rész-
letes ismertetése kovetkezik. A modszer az én véleményem szerint egyszerii, de
nagyszerd: elsére talan bonyolultnak ting feladatokra képes érthetd, atlathato
megoldast adni.

Mindezért szeretnék koszonetet mondani témavezetéGmnek, Szényi Tamés
tanar urnak, aki végig nagyon hasznos tanacsokkal latott el, kedvesen terelte,
inspirdlta a munkamat. Ko&szondém neki ezt a témadtletet is, oriilok, hogy a
tobb, szamomra érdekes témakort 6ssze tudtuk kapcsolni ebben a dolgozatban.
Szeretném kiemelni baratom, Adam tamogatasat, aki nem csak lelkileg 4llt mel-
lettem, hanem matematikailag is: sokszor hosszu estéket virrasztott velem, hogy
atnézze az éppen befejezett fejezeteket.

Ko6sz6no6m csaldadomnak, barataimnak a kitartasukat és tiirelmiiket, annak el-
lenére is, hogy idénként kevesebbet tudtunk talalkozni. Szerencsésnek érzem
magam, hogy ennyi kedves ember segitette e szakdolgozat elkésziilését.
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1. fejezet

Generatorfuggvények és
linearis rekurzidk

1.1. A generatorfiiggvények

A fejezet célja, hogy felépitse a generatorfiiggvény fogalmét, hogy az a késébbiek-
ben segitségiinkre legyen a feladatok megoldasa soran. Ennek tovabbi targyalasa
megtalalhato az [1] és [2] konyvekben.

Alapfogalmak

1.1.1. Definicié (Generatorfiiggvény). Egy ag, a1, az,... sorozatnak a for-
malis hatvdnysora a Z?;O apz® Gsszeq. Ezt a sorozat generdtorfigguényének is
nevezzik.

Latjuk, hogy egy sorozatnak a generatorfiiggvénye igy az a hatvanysor, amiben
az x'-hez tartozo egyiitthatoé éppen a sorozatunk a;. tagja. Az Osszegzés itt
k > 0-to6l indul, ahol k € N, de néha sziikségiink lesz az egész szadmokra vald
kiterjesztésre. Ezt a legegyszeriibben ugy tehetjiik meg, hogy a sorozat k£ < 0
tagjait 0-nak definialjuk.
Két formalis hatvanysor (generatorfiiggvény), legyenek ezek rendre
F(z) = Y3l ana® és G(z) = Y 7, bra® akkor és csak akkor egyenlSek, ha
Vi=1,2,3...-re teljesiil, hogy a; = b;.

A kovetkezs néhany definiciohoz feltessziik, hogy F(z) = ag + a1z + aza® +
co= g akzt és G(z) = by + bz + box? + ... =Y 7 bpa® generdtorfiigg-
vények.

1.1.2. Definicié (Osszeadas). Legyen o, 3 € R. Ekkor

o0

aF(z) + pG(x) = Z (aay + /J’bk);vk

k=0

1.1.3. Definici6é (Eltolas). Tegyiik fel, hogy az eredeti sorozatunkat szeretnénk
m hellyel jobbra eltolni, azaz a 0,...,0,a1,... sorozat generdtorfiggvényét ke-
——
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1. fejezet: Generdtorfiigguények és linedris rekurziok 2

ressik. Ezt ugy kapjuk meg az F(x)-bdl, hogy beszorozzuk x™ -nel:

(o] (o]
= g apzttm = E g
k=0 k=0

A balra eltolds hasonléan torténik, ott osztanunk kell.

1.1.4. Definicié (Differencialas és integralas). Az

oo
F'(x) = ay + 2a9x + 3azz® + ... = Z (k4 Dag 2"
k=0
lletve,
/F(.’L‘)—aol‘—l— 311,2_’_&?23:3_1_ :Zakk—lxk

Elsfordul, hogy egy sorozatnak a generatorfiiggvénye bonyolult, példaul
n — oo esetén gyorsan névs sorozatoknal. Ilyenkor érdemesebb a sorozat expo-
nencialis generatorfiiggvényét hasznélni, mely a kdvetkezé:

1.1.5. Definicié6 (Exponencialis generatorfiiggvény). Azag,a1,as,... so-
rozat exponencidlis generdtorfiggvényének nevezzik a G(z) = Y 1o, akzk—}; hat-
vdanysort.

Az exponenciélis generitorfiiggvényre vonatkozd miiveletek attekintéséhez
k k
legyen adott a kovetkezGekben F(z) = Y17 g ap%y és G(x) = Y07 o bi %y

1.1.6. Definicié (Eltolas és differencialas).

Z kak Z ak Z ak+1 x

Tehdt a differencidldssal az 1-gyel balra eltolt sorozat exponencidlis generdtor-
fiigguényét kapjuk.

1.1.7. Definicié (Eltolas és integralas).

/F(x):/ozgaki:dt Zak Zak 17T

Igy az integrdldssal az 1-gyel jobbra eltolt sorozat exponencidlis generdtorfigg-
vényét kapjuk.

1.2. Analizis 0sszefoglalo
Ebben a fejezetben néhany Analizis 6rakon tanult, a szakdolgozatban késébb fel-

hasznaléasra keriilG tételeket, definicidkat foglalunk 6ssze, melyek részletesebben
megtalalhatoak a [3] és [4] konyvekben.



1. fejezet: Generdtorfiigguények és linedris rekurziok 3

1.2.1. Definicié. c € R, k € Z, akkor

(Z) B c(c—l)(c—QZ:!n-(c—k‘—i-l)

1.2.2. Definicié (Taylor-sor). Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény akdrhdnyszor
differencidlhaté az a pontban. Ekkor a

(k) (g
ka()(x_a)k

végtelen sort az f fligguény a ponthoz tartozé Taylor-sorinak nevezzik.

1.2.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy f akdrhanyszor differencialhato egy I interval-
lumban és AK > 0, hogy | f™) (z)| < K Vx € I és¥n € N-re. Ekkor f-et minden
a € I ponthoz tartozo Taylor-sora elddllitja az I intevallumban, tehdt

(
Va,x € I-re f(x ka) z—a)"

n— (k ) a 4 .
Bizonyitas: Legyen s, (z) = Y i— L k,( ) (2 — a)* egy részletdsszeg. Ekkor

a Taylor-formula miatt (lasd [3], 305.0.), f(x) = sn(x) + %(x —a)™. Tehat

F(e)

n!

[z —al”

sn(z) — f(2)] < o —al" < K—+

Tudjuk, hogy tetszbleges a valés szamra % — 0, ezért le=al” “I — 0. Ebbdl kovet-
kezik, hogy s,(x) — f(z), ha n — oo. Igy a végtelen sorok konvergenciajanak
definici6ja szerint ezzel be is lattuk a tételiinket. [

Most pedig irjuk fel a binomialis tételt az (1 + x)¢ alaka hatvanyokra:

1.2.4. Tétel (Binomialis sor). Legyen c € R és |x| < 1. Ekkor
> () = aear
k=0

Bizonyitas: Irjuk fel a Taylor-sorat az f(z) = (1+x)°nek. Nézziik el6szor
a derivéltakat:
FP@) = (1 +2)9) =c(l +2)"

IO (@) = (e(L+2)°Y) = ele — 1)1 +2)°2
FO @) = (cle ~ (1 +2)") = (e~ 1)(c—2)(1 +2)°°

B @)y =clc=1)...(c—k+1)(1+z)F
Tehét az

f®0) clc—1)...(c—k+1) [c
Ko ! _<k:)

Igy azt kaptuk, hogy az 1.2.2 és 1.2.3 szerint f(z) =Y 2, (¢)z". O

3



1. fejezet: Generdtorfiigguények és linedris rekurziok 4

1.2.5. Tétel.

3 1 (2:>xn - la-vi—m

n+1 2x
n

Egy ehhez nagyon hasonlé szamolast a Catalan-szamokrol szol6 részben fogunk
mutatni, a 2.2.2-es tétel els§ bizonyitasdban. A tétel pedig megtalalhato a [5]
konyv 53. oldalan, a 2.5.10-es részében is.

1.2.6. Tétel.

Zw ——, ha |z| <1

Bizonyitas: Legyen egy részletosszege s,(z) = 1+ 2 +22+... + 2" L. Igy
sp(x)z =2+ 2%+ ...+ 2" A méasodikbol kivonva az elsét kapjuk, hogy:

sp@)r —sp(x) =14+ +.. . Fa2" -z —a®—. . —a"=2" -1
Ebbdl kifejezve s, (x)-et latjuk, hogy

1_11”

sn(z) = T

Ez pedig éppen ﬁ, mert 2" — 0, ha |z| < 1.
Ha z > 1 vagy « < —1, akkor a sor divergens (el6bbi esetben az Gsszege oo,
utébbiban pedig nincs 6sszege). O

1.2.7. Tétel. Legyen |x| < 1, ekkor

Sy
= —

= k (I—az)

Bizonyitas: Hasznaljuk fel az 1.2.6-os tételben kapott eredményt, illetve
az 1.1.4-es definicioban szerepls, differencidlasra vonatkozo felirast és nézziink
néhany derivéltat:

1\ 1 > o1
<1—:1c> T (1-a2)2 ,;J]H_l ka

1 "
<1x> 1730 Zk —Lle

(n)
1 .
(1—1‘) :( oy g k(k—=1)---(k—n+ 1z

Ebbdl kévetkezik, hogy

(1—a)ntl kz:;l n! kz:; (n>
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Ez utobbiban pedig, ha k — n = i helyettesitést alkalmazunk, akkor megkapjuk

a keresett formankat: -
()
=> ()
_ )
1=0

O

1.2.8. Tétel.

n

(kN x
= — >0é 1
g <n>x Ao aholn >0 és |z| <

k=0

Bizonyitas: Ez az azonossig az 1.2.7-es Osszefiiggés ="-szerese, vagyis az
1.1.3 miatt az n-nel jobbra eltoltja. O

1.2.9. Tétel. Vz € R-re
k

> x
ey
k!
k=0

Bizonyitas: Itt is keressiik az f(z) = ¢* Taylor-sorat. Tudjuk, hogy az e®

minden derivaltja e®, tehat az f*)(z) = e* ami miatt f*)(0) = 1. Igy az 1.2.2

és 1.2.3 miatt e = Y50 2. O

Ha az 1,1,1,1... sorozat exponencialis generdtorfiiggvényét nézziik az 1.1.5
K . ..

szerint, akkor az Z;O:o 1- %7, ami éppen az e” fliggvény.

1.3. Linearis rekurziok

1.3.1. Definicié. Legyenek z1,z92,23,...,2k, (2 # 0), z; € C szdmok. Ha
p = 210p_1 + 220n_2 + 230n_3 + ... + 2kGn_k, ahol n > k, akkor az a,, sorozat
eqy linedris rekurziot elégit ki. Ekkor a z; szdmok a linedris rekurzid egyiitthatdi.
A definicichoz sziikségiink van az elsd k tag ismeretére, ekkor a linedris rekurzio
egyértelmien meghatdrozza a sorozat tagjait.

A szakdolgozat tovabbi részében a k = 2 esettel foglalkozunk bévebben,
vagyis az
Ap = 21Gp—1 + 220n—2

alakua rekurziokkal, ahol a sorozat 2 tagja adott.

Véges matematika érdkon tanultuk, hogy hogyan lehet megoldani ezeket a
rekurzidkat, mértani sorozatok segitségével: a, = ai1q¢"™ amit behelyettesitve
a rekurzioba és leosztva aiq™ !-gyel a kovetkezs masodfoki egyenletet kapjuk
g-ra:

@ —21q—2=0 (1.1)

Ennek a karakterisztikus egyenletnek a gyokei q; és ¢o. Ekkor a linearitis miatt
tetszoleges oy és ao szamokkal az a, = alq}‘*l + agq;“l alakt sorozatok is
kielégitik a rekurziot.

Ha két kiilonb6z6 gyokiink van, akkor lényegében készen is vagyunk, mert az
a; = a1 + ag és ax = a1q; + a2q2 egyenletrendszert megoldva minden kérdé-
siinkre megkapjuk a véalaszt.

Ha kétszeres gyokok vannak, azaz ¢ = ¢o, akkor az ng" ! is eleget tesz a
rekurzionak, igy a, = a1¢] " + aang? ™! alakban keresiink megoldast.

5



1. fejezet: Generdtorfiigguények és linedris rekurziok 6

1.3.1. Példa. Oldjuk meg az a,42 = 5ay,41—6a, rekurziot, ha a; =3 ésas =8
Az a, = a1¢" ! helyettesitést hasznalva:

a1¢"" = 5a1q" — 6arq" !

¢ —5¢+6=0

Ennek gyokei: ¢; = 3 és g2 = 2. Mivel két kiilonb6z6 gyokiink van, az a, =
alq?fl + agq;“l alakt megoldast keressiikk. 3 = a3 + as és 8 = 3a; + 2a9
egyenletrendszer megoldédsa: a; = 2 és ay = 3. Ezért a megolddsunk:

ap, =2-3""143.2n71

Ha egy sorozatrol, problémarél még tobb informéciét szeretnénk megtudni,
akkor hasznos lehet a generatorfiiggvényiik ismerete.

1.4. Rekurziok megoldasa generatorfiiggvényekkel

A generatorfiiggvények nagy segitséget nydjtanak rekurziok bizonyos tulajdon-
sagaira valo kovetkeztetésekben, példaul zart alakok, explicit képletek keresésé-
nél. A rekurziok megoldésa sok esetben elég mechanikusan torténik, erre latunk
majd konkrét példakat a 2. fejezetben is. Most azonban nézziik elGszor azt a
megoldasmenetet, amit Graham, Knuth és Patashnik([2],337.0.) foglalt Gssze
néhany lépésben:

1. Tegyiik fel, hogy adott egy sorozatunk, rekurzidval. (Vagy ha egy kom-
binatorikus problémank adott, akkor elgszor is keressiink rekurziv meg-
oldast.) Ekkor a generatorfiiggvénye az 1.1.1-es definici6 szerint felirhato

(G(z) = 3320 gra™).

2. A generatorfiiggvényt (az el6bbi egyenlet jobb oldalat) a rekurzié felhasz-
nalasval alakitsuk &t gy, hogy valami mésik kifejezést kapjunk G(z)-re.
Itt tobb algebrai atalakitast tudunk végezni, a lényeg, hogy egy k-adfoku
(a szakdolgozatban k = 2 esettel foglalkozunk, lasd részletesebben 1.3-
ban) egyenletet kapjunk G(z)-re.

3. Igy az egyenletet rendezve, megoldva zart alakkal tudjuk kifejezni a G(x)
generatorfiiggvényt.

4. Ezutan mar csak sorba kell fejtetniink a generatorfiiggvényt, (példaul
Taylor-sorbafejtés segitségével, parcialis tortekre bontéassal, vagy barmi-
lyen moédszerrel, amit ismeriink), mert ekkor az z* egyiitthat6ja megadja
nekiink az explicit alakjat az eredeti sorozatunknak.

Ennek gyakorlati alkalmazéasat a Fibonacci-szamokon keresztiil mutatjuk be
a 2. fejezetben.



2. fejezet

Néhany nevezetes sorozat
explicit képletének megadasa
generatorfuggvény
segitségével

2.1. A Fibonacci-szadmok

A Fibonacci-sorozatot! t6bb feladat megoldasaként is ismerjiik, példaul a nyu-
lak szaporodésa, az aranymetszés kozelitése[6], stb. Tudjuk, hogy a rekurziv
definicidja a kovetkezs:

2.1.1. Definicié.
Fn+1 = Fn +Fn,1 és F() = 0, F1 =1
Tehat az elsé néhany Fibonacci-szam: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

2.1.2. Tétel (Explicit képlet a Fibonacci szamokra).
1
b= —

1+\/5k 1—\/5k
AT ()] e

Bizonyitas: ElGszor is, tekintsiik a Fibonacci szamok generatorfiiggvényét:
F(z) = Y32, Fxa®. Ekkor F(z) = Fy + Fiz + Y po, Fyz® amiben a 2.1.1-es
rekurziot kihasznalva a kovetkez6t kapjuk:

oo
F(z) = a:—&—ZFkxk
k=2
Ebbe az Fy, = Fj,_o + Fj_1 Osszefiiggést beirva az jon ki, hogy:

F)=a+Y (Froa’+ Fqa®) =2 +2) F "2 +2) Fgah!
P k=2 k=2

!Leonardo Fibonacci, (kb. 1170 - kb. 1240) italiai matematikus, http://www.britannica.
com/biography/Leonardo-Pisano
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2. fejezet: Néhdny nevezetes sorozat explicit képletének megaddsa
generdtorfiigguény segitségével 8

Megjegyzés: > po o Fy_oa*™2 = F(x) illetve, > po, Fy_12""1 = F(z) — Fy =
F(z). Azaz:
F(x) =2+ 2%2F(x) + xF(x) amit atrendezve, kiemelve F(z)-et adodik, hogy:

x

F(z) (2.2)

T l—xz— 22

Innen a nevezs gyoktényezds alakja a kovetkezs: 1 —z — 2?2 = —(22 +2 —1) =
5w — —5Y2)

—(z —
Ezek utan a parciélis tortekre bontast alkalmazzuk:

—T C1 C2

(x) = =
e ) )

—1-5 —1+V5
—x:cl-<x—2>+02~<x—2>

-1-5 —1+V5
?.CI_T.C

Amibdl azt kapjuk, hogy: —1 = ¢ + ¢o illetve 0 = —%\/5 -l — %‘/5 - Co
Az egyenletrendszer megoldasa, ¢; = —1 — ¢o helyettesitéssel:

-1-v5  —1-+5 145
0=t e —g ¢

_—1—¢5:<—1—\/5+1—\/5>C

—x=(c1 + ca)x — 9

2

2 2
7f1f\/5 —2/5

2 2 @

14+v5 =—-2V5¢,

Tehat
—5—-5 5-V5 5445

R = —]_
€2 10 o9 10 10

_ —5+4/5 1 L5 V5 1
10 r— =1V 10 —1-V6

Alakitsuk at a nevezét:

_ —5++5 1 —5-5 1

R e =

+
S

A kovetkezd algebrai atalakitasok végezhetdek el: #O\/g =l —% illetve

2 _ 1+v5
—14v5 2

, az Osszeg masik tagjanal hasonléan.

Fla) = L Lo 1
UTTVE B VB 5l
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Kiemeliink %—t‘m és —1-gyel szorozzuk a szamlalokat és nevezdket is:

S

Py = L -1 - 1 1 1
r)=—|— = _
VB 115, 1158, ) VBN - 158, 1o 15y,

2

Megjegyzés: A mértani sorozatokrél tanultakat fogjuk kihasznélni (1.2.6). Le-
gyen q = 1+Tﬁx és tudjuk, hogy a sorozat elss tagja Fy = 1. Igy az 1%(1 meértani

sor végtelen Osszege: Z;’io 1-q'. Azaz azt kapjuk, hogy

L[ & (1vB & (1-v5)
- [E (57505

1=0 =0

L (s Lo (=5 L
v\ 2
Ebbdl pedig mar latszik, hogy megkaptuk a keresett (2.1)-et. [

Ismeriink még olyan feladatokat, amiknek a Fibonacci-szamok valamilyen
irdnyba val6 eltoltjai a megoldasuk. Tekintsiik példanak az aldbbi feladatot:
Hanyféleképp mehetiink fel egy n 1lépcséfokbol allo 1épesén, ha egyszerre csak 1
vagy 2 lépést tudunk megtenni? Els6ként keressiink rekurziot a feladat megol-
dasara. Legyen L, a lehet&ségek szdma. Ekkor biztosan tudjuk, hogy L; =1,
illetve hogy Lo = 2, hiszen a 2. lépcs6fokra gy jutunk el, hogy vagy kétszer
lépiink egyet vagy egyszer 1épjiik meg azt a két fokot. Ha Lo-t 1-nek definidljuk,
mert ha nincs el6ttiink lépcss, akkor a helyben maradas az egyetlen lehet&sé-
giink a feladat szempontjabol, akkor mér sejtjiik, hogy ezek a Fibonacci-szamok
lesznek. Szamoljuk még ki Ls-at is, hogy a rekurziok egyezését is megértsiik.
3 lépcsofokot megtehetiink 1 + 1 4 1, vagy 1+ 2, illetve 2 + 1 lépésbol is. Igy
L3 = 3, és a rekurzionk:

Lo=1,Ly =1 tovabba L, = L,,_o+ L,_1

Ebben az esetben a generatorfiiggvényiink a kovetkezSképp alakul, az el6z6 szé-
mitasok mechanikéjara: Legyen L(z) = Y .o, Lrz" a generatorfiiggvény. Eb-
ben a rekurziét kihasznalva kapjuk, hogy:

La)=1l+z+Y La"=1+2+ (Ly_oa®+ L_1a%) =
k=2 k=2

o0 o
=1+z+2° Z Ly 22" 2+ 2 Z L2 !
k=2 k=2

Tovébbra is igaz, hogy > pey Li—22""2 = L(z) és Y poy Ly_12" 1 = L(z) —

Lo = L(z) — 1, azaz L(z) = 1 +x + 22L(z) + 2(L(z) — 1). Ezt &trendezve,
kiemelve L(z)-et kapjuk eredményiil, hogy:
1

L = 2.3

() = —— (23)

Az a sejtésiink, hogy a Fibonacci tipust sorozatok generatorfiiggvényei na-

gyon hasonloak, a kdvetkezGekben két 1lépésben dltalanositunk: elGszor az A, =

Ap—2 + A, 1 rekurzié megoldésait keressiik, majd a B,12 = 21Bn41 + 228,

alakuakét nézziik meg, ahol rendre adottak Ay és Ay, illetve By és Bj.

9
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2.1.3. Allitas.
- AO + (Al - Ao)x

1—2—a2

A(x)
ahol A(z) egy Fibonacci-rekurzidval megadott sorozat generdtorfiggvénye.

Bizonyitas: Legyen adva a rekurzionk, A,, = A,,_o+ A, _1 és adottak vala-
milyen Ag és A; kezdGértékek attol fiiggen, hogy honnan indul a szamolésunk.
Ekkor a generatorfiiggvény A(z) = > po ) Apz®. Hasznaljuk ismét a rekurzion-
kat, alakitsuk A(z)-et az el6z6ek mintajara:

A(z) = Ag + A1z + Z Apz® = Ag+ Az + 22 Z Ap_ozk + 2 Z Ap_qzF1
k=2 k=2 k=2

Azaz:
A(x) = Ag + Az + 22 A(z) + 2(A(z) — Ao)
Ebbdl pedig mar latjuk, hogy ha atrendeziink a szokasos moédon, megkapjuk a
keresett allitasunkat: A(z) = W O
Nézziik meg tovabb altalanositva, a Fibonacci-tipusta sorozatok megoldésat:

Legyen adott a B, 12 = 21Bn4+1 + 228, sorozat és a By, illetve B;. Ekkor a
generétorfiiggvény B(z) = Y - ) Bya". Hasznéljuk ki a rekurzionkat:

o0 oo oo

k k k
g Bjyox® = E 21 Br+12" + g 2o Bx”.
k=0 k=0 k=0

Alakitsuk at az egyenlet két oldalat, hogy ki tudjuk fejezni B(x)-et.

1 o0 P o0 o0
Z k+2 1 Z k+1 Z k
ﬁ Bijox 2 = ; Bz 14 Z9 Byx
k=0 k=0 k=0

Ebben ellenérizhets, hogy Z;’;O Bpri22"t? = B(x) — Byz — By, ‘hasonléan
> reo Bepizh Tt = B(x) — By, illetve hogy Y ;2 Bra® = B(z). Igy ezeket
alkalmazva azt kapjuk, hogy

B((E) — le — BO _ Zl(B(l') — Bo) +22B(LL‘)

T

A cél, hogy B(z)-et kifejezziik, ezért néhany algebrai atalakitas kovetkezik, szo-
rozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat z2-tel:

B(z) — Biz — By = 221 B(z) — 221 By + 2220 B()
Ezt atrendezve, kiemelve B(x)-et azt kapjuk, hogy:

B(x) _ (Bl — ZlBQ)LII + BO _ (leO — Bl)l‘ — BO
1— 212 — 2922 222 + 2172 —1

Az igy kapott nevezs hasonlit a 1.1-ben kapot karakterisztikus egyenletre, csak
annak ugynevezett ,reciprokegyenlete”, azaz ha itt az x helyére %—et frunk és
szorunk (—1)-gyel, akkor kapjuk a linearis rekurziok megoldasanal hasznalt,
q%> — 21q — 72 = 0 karakterisztikus egyenletet. Ezért, ha annak ¢; és g» voltak
a gyokei, akkor az itteni nevezének _- és .- lesznek a gyokei, tehdt a nevezs

10
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(z—2-)(z— ) alakba irhat6. Ha ezek ismeretében elkezdjiik a parcilis tortekre

bontast, az alabbi eredményre jutunk:

C1 C2 —C1q1 —C2q2
B(z) = T+ T =7_ =
xr — o Tr — - Trq1 g2

valamely c1,co € R-re. Ezt pedig a 1.2.6 szerint a kdvetkezSképp tudjuk felirni:

o0 o0 o0
B(z) = —a1q1 Z (fhx)k — C2G2 Z (9255)}C = Z (*ClqlfJrl - CzQ§+l)$k~
k=0 k=0 k=0
j: n . L. BRI - _ k+1 k+1 :
gy az x" egyiitthatoja kielégiti a rekurziét, azaz a,2 = —c1q;" —caqy ', ami

pedig éppen a linearis rekurzional felirt alakkal egyezik meg.

Felmeriilhet a kérdés, hogy mi torténik akkor, ha g1 = qo = ¢q? Az 1.3-as részben
azt mondtuk, hogy ekkor a megoldast a,, = a1¢" " +ayng" ! alakban keressiik.
Nézziik most meg, hogy miért!

Ekkor a parcialis tortekre bontasnal

2
C1 C2 —C14q Ca2q

) Gy e

q
!/
eredményt kapjuk. Tudjuk, hogy W = (ﬁ) %, amiben az 1.2.6-os tételt
!/

/
felhasznalva (lqu) = (Xt dta®) = 352 k¢bzF 1. Ebbdl az kovetkezik,
hogy

o0 o0
B(z) = —c10 )y ¢"z* +cag® Y kg™ 'kt
k=0 k=0

Vagyis latjuk, hogy kétszeres gyok esetében kqg*~! tipusit megoldas is lesz. Azt
is észrevehetjiik, hogy ha példaul 4-szeres gyoke van a karakterisztikus egyen-
letnek, akkor a parcialis tortekre bontés utan

1 1 1 1
1—gr’ (1-qu)*" (1-qu)*" (1—qx)*

tagok lesznek, amikbdl rendre

n

qnv nqnv TL(TL - 1)qn, TL(TL - 1)(’”’ - 2)q

tipust megoldésait kapjuk a linearis rekurziénak.

2.2. A Catalan-szamok

A Catalan-szdmoknak? is ismerjiik a rekurziv formédjat (Id. 2.2.1) illetve, hogy
mely feladatokra ad megoldast a szamsorozat (pl. C,, a helyes zarojelezések
szdma egy n hosszi szorzatban, vagy szintén C,, a 2n hosszi, +1 szdmokbol
allo sorozatok szama, ahol az dsszeg 0 és V részletosszeg nem negativ, stb ). Ha
a Catalan-szamokat 1-gyel eltolva indexeljiik, azaz legyen C,411 = A,, akkor

2FEugéne Charles Catalan (1814-1894), belga matematikus, http://catalogue.bnf.fr/
ark:/12148/cb12392053w
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is hasonlé megoldasokat kaphatunk mind a rekurziv, mind az explicit alakokra,
értelemszertien, minden elcstusztatva 1-gyel. Példaul latni fogjuk, hogy a 2.4-ben

ha n helyére n + l-et frunk, akkor A, = Chyq = 15 (*"). Ez azért érdekes,

mert A, is mas-méas feladatokra ad megoldast, ilyeriliiz, hogy ha van n nyitéd
és n csuko zardjeliink, azt éppen A, -féleképp tehetjiik le helyesen, vagy hogy
héanyféleképp lehet visszaadni két kiilonb6zé bankjegy hasznalataval, ha 2n f6
ugyan azt a terméket vasérolja, stb.

A tovabbiakban mi a C), jeloléssel dolgozunk, keressiik az explicit képletet a
generatorfiiggvény segitségével.

Az els6 néhany Catalan-szam: 1,1,2,5,14,42,132,. ..

2.2.1. Allitas (Catalan-szamok rekurziv megadasa).
n—1
Co=> Crp-CnyésCi=1
k=1

Bizonyitas: Tekintsiik a Catalan altal megoldott problémat, hogy egy n té-
nyezés szorzatot hanyféleképp lehet helyesen zarojelezni. Legyen C), a megoldas,
ahol C; = 1. Koénnyt latni, hogy Co = 1, mert egy ab tényez6kbdl 4ll6 szorzatot
csak egyféleképp oldhatunk meg. C5 esetében a lehetGségek szama 2, hiszen a
2 szorzéas koziil vagy az egyikkel, vagy a mésikkal kezdjiik a szamolast. Cy ese-
tében pedig megprébaljuk visszavezetni a probléméat egy méar ismert feladatra,
azaz: legyen a szorzatunk abcd. Ekkor ha el6szor a(bed) zardjeleziink, akkor a
bed 3 tagh rész megoldasat mar ismerjik, ez Cs. Ugyan igy jarunk el (abc)d
esetében is. Kimaradt a (ab)(cd) lehetdség, ez Gsszesen Cy = 5. Eszrevehetjiik,
hogy a rekurziés 1épésben mindig "levalasztjuk” az Gsszes lehetséges 1 < k < n
tagot, ezzel visszavezetve a probléméat Cj és C,,_i-ra, azaz C - Cp_i lehets-
ségiink van adott k esetén. Ezeket a végén Osszegezve megkapjuk a keresett
rekurziv definiciét. O

2.2.2. Tétel (Explicit képlet a Catalan-szamokra).

Cp =2 (2” N 2) (2.4)

n n—1

Erre a tételre két, hasonl6 bizonyitast is mutatunk majd.
Bizonyitas: Ugy, mint a Fibonacci-szamoknal, itt is nézziik elGszor a
Catalan-szamok generatorfiiggvényét: c(z) = >0 | Cpa" =

c(x) = Oz + Cox® + Cya® + - -
Emeljiik négyzetre mindkét oldalt:
[C(.T)}Q = 010133‘2 + CQCQ$4 + -+ 201021’3 + 20103$4 + -

[C(I’)]z = C’lClxz + 2C102$3 + (CQCQ + 20103)%4 + -
Amibdl a 2.2.1-es allitast kihasznalva kapjuk, hogy:

[c(x))? =122 + 223 + 52 + - = [c(x))? = ¢(z) — 2 = [e(x)]? —c(x) + =0

12
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A masodfoki egyenlet megoldasa: c(x);p = EVI=4 V21_4” (Nekiink az a megoldas

kell, ahol ¢(0) = 0 ez pedig a + esetekbdl csak a c(z) = =21 esetben
teljesiil.)

1
(1 —d2)t = 5 (1 1 —4:0)%)
Ebben pedig az (1 — 4z)2 a 1.2.4-0s tételt hasznalva atalakithato a kovetkezo-
képp:
1 — (1/2 k
co(z) = 9 [1_2( k ) - (—4x) ]
k=0
A k = 0-4s tagra az (162)(—4 -2)? = 1, ezt emeljiik most ki az 6sszegbdl:
@=s 1= () o = (M) )
c(z) =5 2\ )| = 222\ k x .

Ezek utén foglalkozzunk kicsit a binomialis egyiitthatoval, els6ként hasznaljuk
az 1.2.1-es definiciot:

(1/2> G- G-Y)G-3)- G-kt

k k!

Algebrai atalakitasok utén, melyben a szamlaléban 1évé minden tagot beszor-
zunk 2-vel, majd azt kiemelve le is osztunk vele, a kévetkez6t kapjuk:
#(1=2)(1—4)(1—6)---(3—2k)

k!

Kiemeliink (—1)*~!-et és az egyszertibb alakra hozas érdekében szorzunk 1-gyel,
a kovetkezdsképp:

(—1)*1.1-3.5..-(2k — 3) (2k — 2)! ()R 2k —2)!
2k . k! '1.2,3...(2k_2>72k,k!,2.4.6...(2k_2)

Ha minden tagbf’)l kiemeliink 2-t, konnyen ellenérizhets, hogy 2-4-6 - - - (2k—2) =
2F=1. (k —1)!. Igy az eredmény:

(DR k-2 (—1)F1. (2k — 2)! C(=DR 2k —2)
T2k Rl 2kT (B — 1) 221k (k—1)-(k—1) k.22k—1'<k—1> -

A szorzat elsé tagjat tovabb alakitva jutunk addig, hogy:

_(=DF 1 2k—2\ _(-DF 2 2k — 2
-1 2 k1) -1 k4R (k-1

Amibdl mar kovetkezik, hogy:
1/2\ -2 ( 1\" [2k-2
k) k 4 k—1

13
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generdtorfiigguény segitségével 14

A kérdésre, hogy erre miért volt sziikségiink, a kévetkezd vélaszt tudjuk adni:
Térjiink vissza a (2.5)-hoz és alkalmazzuk a binomalis egyiitthato &talakitott

formajat:
1K -2 1\* [2k-2 .
=) (V) e

Ebbdl pedig az egyszerisités utan mar latszik, hogy a keresett alak igy néz ki,
azaz megkaptuk a (2.4)-est:

i 1 <2k — 2) k

- -

P k -1

|

Ez utébbi szamolast ha a C), helyett C,41 = A,-nel vezetnénk végig, akkor

eredményiil az 1.2.5-6s tételhez jutnank, mint ahogy erre mar ott is hivatkoztunk
Bizonyitas2: Most mutatunk egy olyan megoldést, ahol az elején a rekur-

zi6 kihasznalasa még ugyan gy torténik, azaz eljutunk a [c(z)]? — c(z) + 2 =0

kivetkeztetésig, amibdl a c(x) = &731_4” kovetkezik. Mivel a keresett megol-

dasunkra ¢(0) = Cy = 0 kell, hogy teljesiiljon, ezért a +-bol tovabba is csak

a minuszos alakkal folytatjuk szamolasainkat. Innen viszont nem a binomilis

tétel altalanos alakjat hasznalva megyiink tovabb, hanem az analizisbél szintén

ismert Taylor-sorbafejtéssel (1.2.2), Watkins|7] gondolatmenetét kovetve:

1—V1—4x =, ™ "
c(x) = = Z Cpz™, illetve c(z) = ; -0)
Amibdl kovetkezik, hogy
L= <20 2:6)

Nézziik tehat a derivaltakat:

D (z) = <1— V1—4x>/ _ (5(1 —dz) 3 (—4>'2> = (1—4z)"%

2

2n—1

dM(x)=1-3-5---(2n—3)- 2" (1 —dx)" "=
Igy a 0 koriili sorbafejtés a kovetkezo:

a1 1:2:3-4--(2n—2) 2"

™) =1-3-5---(2n—3) 2" (1 -0)" 516 (@)

14
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Ha a nevezd V tagjabol kiemeliink 2-t, akkor Gsszesen n — 1 darabot emeltiink
ki és maradt még (n — 1)\
£ (0) = (2n—2)l. 2" (2n—2)!
2n=1(n —1)! (n—1)!
Tehat ha visszatériink (2.6)-hoz, a

(2n — 2)! (2n — 2)! 1 <2n - 2)

Cn:n!(nfl)! :n(nfl)!(nfl)! T n\n-1

eredményt kapjuk, ami éppen a bizonyitani akart tétel. [

2.3. A Bell-szamok

A Bell-szamokkal® lehet megadni, hogy n kiilonbozs targyat dsszesen hanyféle-
képp lehet csoportba rendezni.
Nézziink néhany konkrét példat! By = 1, illetve B; = 1 mert 0, vagy 1 kiillénbo-
z0 targyat ugyanugy 1-féleképpen tudunk particiondlni. By = 2, mert vagy 2 db
egy elemd halmazba tessziik 6ket, vagy mindkét elemet egy nagy dobozba pako-
lom bele. Tehat ha van egy denevériink és egy biciklink, akkor ezek lehetséges
rendezése a kovetkezd:

L o~ | &b

2. Wb
Bs3-néil kezd érdekesebb lenni a feladat. Ehhez mar sziikségiink lesz arra, hogy
n elemet hogyan tudunk particiékra bontani. Ezt szemléletesen, néhany kisebb
n értékre a 2.1-es dbra mutatja.

n=1 n=2 n=3 n=4 n=3
1+ 1+1+ 1+1+1+ 1+1+1+1+
2 1+2 1+1+2 1+1+1+42
1+3 1+1+2
242 1+2+2
4 1+4

5

2.1. abra. Particiok

Ebben latjuk, hogy Bs, azaz n = 3 esetén a maximum 3, minimum 1 dobozra
lesz sziikségiink. A harmadik Bell-szamhoz legyen most a dobozba pakolashoz
adott egy denevér, egy bicaj és egy telefon. Ekkor a lehet&ségek szdma az alabbi
moédon sorolhato fel:

1. -~ & | =
2. - Ho=

3. b -

4. = R D)

5. =wedb®

3Eric Temple Bell (1883-1960), skt matematikus,
http://www.britannica.com/biography/Eric-Temple-Bell
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Igy azt kaptuk, hogy Bs = 5.
Hasonl6éan prébaljuk megoldani n = 4-re is, az el6zbekhez vegyiink még
hozzé egy csillagot.

1. -~ QS = |
2. -~ oY) =%
3. - = %
4. -~ * OyS) Oy
5. * = loyor 4
6. * oS} O 4
7. = oS} Y e
8. -~ ek Latjuk, hogy B4 = 15.
9. oY) -~k
10. = G
11. * GOEr e
12. R D) =%
13. -~ Y5} ¢
14. -~k o=
15. =edb@%

Ezek utan mar fel tudjuk irni a rekurziénkat:

2.3.1. Allitas (Rekurziv forma a Bell-szamokra).

n—1
1
By =1, tovdbbd B, =Y <” . )Bk
k=0

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy Gsszesen van n elemiink, vegyiink ebbdl egyet,
legyen ez x. Szémoljuk meg, hogy hany olyan 1 < k < n elemd részhalmaz
képezhets, amiben ez az x szerepel. Ehhez, mivel az x mar adott, szlikségiink
van még k — 1 elemre. Ezt a maradék n — 1-bél kivalasztva (Zj)—féleképp
tehetjlik meg. Ekkor maradt még n — k elemiink, ami nincs csoportba rendezve,
ezeket éppen B,,_j-féleképp rendezhetjiik a dobozainkba. Tehat egy fix k£ mellett
a megoldasunk (7~1)B,_, igy az Osszes k lehetSségre: >y, (771)Buok =
Son_1 (77}) Bu_i. Ebben pedig ha n—k helyére I-t helyettesitiink, akkor kapjuk
a fenti allitasunkat: > (";Y) By, O
Tehat az els6 néhany Bell-szam az 1,1,2, 5,15, 52,203, 877, . ..

2.3.2. Tétel (Bell-szamok exponencialis generatorfiiggvénye).

bz) =Y Bp— =e (2.7)

Bizonyitas: Mivel a Bell-szimok n — oo esetén gyorsan novekednek, igy
érdemesebb az exponencidlis generatorfiiggvénnyel dolgoznunk. ElGszor hasz-
naljuk a 2.3.1-es allitast.

00 o] 0o n—1
z" z" z" n—1
b(x) = B,— =1 B,— =1 — B
-Tod - ng o (52 (7))
Az aldbbi modon fejtsiik ki a binomialis egyiitthatot: (”_1) = % N —
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illetve n!-sal egyszertsitve kapjuk, hogy:

oo n—1

_1+ZZ n k'nf 71)!Bk

n=1 k=0

A két szumma felcserélése: egy konkrét k szam elSfordul Vn = k + 1,k 4+ 2,k +
3,...-ra. Igy k 'barmi’ lehet és a hozz4 tartozé n pedig k + 1-t6l indul.

1
71+Z Z - Tl)!Bk

k=0n=k+1

Most pedig csoportositjuk a k-tél illetve n-tél fiiggs tagokat:

o0

By,
)=1+ Z Zn_—_l)!

.nk+1

A megoldashoz sziikségiink van a derivaltra (1.1.6).

ZB% i nx™ —k— ZB% i
n=k+1 nk+1

Azt tudjuk, hogy 2"~ ! = gFtn=1=k = gk . gn=1=k "amibél igy az x* kihozhato
a kiils§ szummaéaba. Vezessiik be az r =n — k — 1 jelolést!

oo

Bk k xn—k—l Bk k
k (n—k—-1)! Z Z 7!

n=k+1 k=0

Az elss, Y g, ek éppen a b(x)-szel egyenls, mig a > o L--16] analizisb6l
tudjuk (1.2.9), hogy az e*-szel egyezik meg. Tehat a

V' (z) =b(x)-e”
diﬂerenciélegyenletet kell megoldanunk. Ehhez a kovetkezs Gtletet hasznaljuk:
(logb(x)) = b(z) b’( ) = b(lx) - e” - b(x) = e* Ha ez utobbit integraljuk, azt
kapjuk, hogy log b(x f e*dxr = e* + ¢, valamilyen ¢ € Z-re. Ebbdl kovetkezik
az alabbi megoldas

elogb(w) _ eez—i-c = b(x) _ ee”—&-c
A 2.3.1-es allitas szerint .
b(0)=e“ =1
log (1) = log(1)
1+c¢=0

Tehét
c=—1

Azaz megkaptuk a keresett 2.3.2-beli format. O

A generatorfiiggvény ismeretében meghatarozhatjuk a Bell-szamokat. Ez
azonban nem ,zart alak”, hanem végtelen Osszeg formajaban addédik. Ennek
belatasahoz a [8] konyvben talalhaté feladatok megoldéasaval jutunk el.
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2.3.3. Tétel. -
1 k™
Bu=22 %
k=0
Bizonyitas: Az el6z6, 2.3.2-es tételt fogjuk els6ként felhasznélni.

>

o, €° ¢« w= B,
e paind ngzoe T2 (2.8)

Miésrészt viszont, ismét az analizisbdl ismert 1.2.9-es forma miatt:

Amiben az ™ = 37 @A ginten tovabb alakithato:

A szummak felcserélése kovetkezik:
P R L R N Ry L 0
=D D gt =Y Y (2.9)
n=0 k=0 n=0 k=0
Igy 2.8 és 2.9 miatt mondhatjuk, hogy:
B, 1 &k
ol = 2 T
k=0

1 o= k™
Bi=

Mi pedig éppen ezt a tétel szerettiik volna megkapni. [
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3. fejezet

Alkalmazas

Ebben a fejezetben szeretnék néhany példat adni arra, hogy hogyan alkalmazha-
toak a generatorfiiggvények a kombinatorikiban. Ehhez tekintsiik a Herbert S.
Wilf [5] kényvében leirt modszert és példékat, melyekbdl néhanynak a forditasat
a sajat feldolgozasomban mutatok be.

3.1. Snake-oil médszer

A Snake-oil modszer! a generétorfiiggvények segitségével ad lehetéséget kom-
binatorikus Osszegek kiszamoldsara. A modszer a binomialis egyiitthatok nagy
vélasztékat képes kezelni. A sajat hatarain beliil gyonyortien miikodik, lényege
a kovetkezd: nem az el6ttiink 1évs (végtelen) Osszeget szeretnénk kiszamolni,
hanem ehelyett tekintjiik a generatorfiiggvényét, amirsl a sorbafejtés utan le
tudjuk olvasni az egyiitthatot, a keresett megoldasunkat.

Most pedig nézziik magat a megoldadsmenetet, melyet:

1. Tekintsiik a szabad valtozot az adott szumméban, ez most legyen n és
nevezziik el az Osszegiinket példaul egy k-tol fliggs f(n)-nek.

2. Legyen F(x) a generatorfiiggvényiink, amiben az 2™ egyiitthatdjanak
f(n)-t feleltetjiik meg.

3. Igy mar fel tudjuk irni F(z)-et: szorozzuk be az dsszeget z"-nel és szum-
mazzuk n szerint, tehat F(z) = > -, 2" f(n)-t kapjuk. Ezt a generator-
fiiggvényt dupla szummaval (n és k futdindexekkel) fejeztiik ki.

4. Cseréljiik fel a két szummaéankat és hozzuk zart alakra a belsé formulénkat.
Ehhez hasznos lehet néhany 1.2-ben Gsszegytjtott ismeret.

5. Keressiik meg az egyiitthatokat a generatorfiiggvényben, hisz ezek adjak
meg a vélaszt a kérdésiinkre.

Nézziink meg néhany konkrét példat!

LAz elnevezés a 18. szazadbol ered, magyarul taldn az Ezerjofii lehetne szinonimaja. Egy
kicsit ironikusan, de Csodagyodgyszer, ami mindent képes meggyogyitani, minden problémét
orvosol.
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3. fejezet: Alkalmazis 20

3.1.1. Példa.

n+k 2k\ (—1)*
>
Ek (m+2k>(k> P ahol m,n >0

Probéljuk ki a Snake-oil modszert! Jeloljiik a fenti 6sszeget f(n)-nel és legyen
F(z) a generatorfiiggvénye, azaz szorzunk x"-nel és 6sszegziink n > 0 szerint.

=32 () ()i

n>0

A (4)-es pont kovetkezik, felcseréljiik az osszegeket, majd rendezziik az n-tdl,
illetve k-tol fiiggs tagokat.

2k ° n+k
F — —k n+k:
(=) zk:(k>k+1 Z<m+2k)
Vezessiik be az n + k = r jelolést. (Igyogn—}—k:rékgr).

:;(QD k+1 kz(m-i—%) -

Igy mar alkalmas helyettesitéssel hasznalni tudjuk a belsé Gsszegre az 1.2.8-as
tételt.

_Z 2% (71)k k xm+2k _
IR A RS S (e

Emeljiik ki a k-t6l nem fiiggs tagokat, a kovetkezdket felhasznalva:
hpmt2h — gmtk — gmak gs (—1)Faxk = (—x), illetve tudjuk azt is, hogy
(1 — z)m+2+l = (1 — )™+ (1 — 2)?F, Ezek utan azt kapjuk, hogy:

S (—a)mtt e\ k R+ (1 -2)?)
Ebben pedig a szummén beliili rész mar hasonlit az 1.2.5-0s tételiinkre, ezt
alkalmazzuk most:

_ x™ 1 = it x|
EECETS oy peers -2 )|
_oam (1—-x)2 4x B
T 20 (1— @)t (1 1+(1—x)2>

A kitevében 2 — (m + 1) = 1 — m és x-szel valo egyszertsités, valamint a gy6k
alatti kifejezésben a 1+ (1f9;)2 = 172&2?41 = 8+ ;2 atirasa utan a kovetkezd

eredménynél tartunk:

—gm—1 (1—-2x) —gm—t 1—m -2\
- (1— (1—:5)2): —(1-2) (1_1_90)_




3. fejezet: Alkalmazis 21

Itt az ( - %f—i) = % utan lehet még egyszertsiteni:

xm

):xm—l.x.(l—x)_mz(l_x)m

Tehat megkaptuk az f(n) generéatorfiiggvényét, F(x)-et. Ezek utén, ha a ge-
neratorfiiggvényt sorba fejtjiik, hasznaljuk hozza a 1.2.8-as tételt, akkor az x*
egylitthatoja megadja, hogy mivel egyenls az eredeti f(n).

2

—am Y1 =)™ [ 22
1-—2

zm xmfl

T—om " A—am

Igy mar latjuk, hogy ez hasonlit az 1.2.8-as egyenléség jobb oldalan lévé alakhoz,
hasznéljuk az m = k + 1 helyettesitést és alkalmazzuk a tételt.

o (fic;m == _»”U;kﬂ s (;)xm _y (mr_ 1) .

r>0 r>0

Ebbdl, ha az ™ egyiitthatojat keressiik, akkor legyen n = r+1, azaz r = n — 1.
Tehat a keresett megoldasunk:
n—1
s =(171)

3.1.2. Példa. Tekintsiink a kévetkezd dsszeget, ahol n a szabad vdltozo, igy

legyen ez f(n):
f(n) = Z (nfk>’ ahol n >0

k>0

Ezt az Osszeget szeretnénk zart alakra hozni, probaljuk a Snake-oil médszert
alkalmazni! Ha F(z) a generatorfiiggvény, akkor

Fo =2 (")

n k>0

A kovetkezs pont a (4), cseréljiik fel a szummakat.

P =5 (0

k>0 n

Szeretnénk valami Gsszefiiggést, amivel a bels6 szummankat el tudjuk tiintetni”.
Erre éppen alkalmas lenne az 1.2.4, ha az z™ kitev§jén tudnank véltoztatni. A
jo hir az, hogy tudunk: szorozuk be a bels§ x™ részt x~*-val, a szumman kiviil
pedig 2*-val, igy az értéken nem valtoztatunk, mégis atalakithatova tessziik a

bels6 Gsszeget.
k
F — k n—=k

k>0 n

Most, mér hasznélni tudjuk az emlitett tételt, ha az r helyére n — k-t frunk.

F(z) = Zwk(l + )k = Z (z + z2)*

k>0 k>0
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3. fejezet: Alkalmazis 22

Ez pedig az 1.2.6 miatt tovabb alakithat6 a kévetkezképp:

1

F(z) = 1—z— a2

Itt pedig kedves ismerésiink, Fibonacci juthat esziinkbe, hiszen ez az F'(x) meg-
egyezik a Lépcs6maszas feladatanak generatorfiiggvényével, ahogy azt a (2.3)-
ban lattuk. Ez azt jelenti, hogy az f(n) = >, (,*,) = Ln = F,y1, vagyis a
Fibonacci-szamok 1-gyel jobbra eltoltja.

3.1.3. Példa. L
n+ —k
— n >
f(n) E ( ok )2 , aholn >0

k

Kezdjiik megint a szokésossal: irjuk fel a generatorfiiggvényt, majd cseréljiik
meg a szummakat!

n+ k) 2n7k (TL + k> 2n7kxn —
-2 E ()XY
Rendezziink a futoindexek szerint:
_ZQ_kZ(n+k)2"xn 22 (2z) kz<n+k) )tk =
n>0 n>0

Ez az atalakitas azért volt kedvezd, mert igy tudjuk alkalmazni a belsé Gsszegre
az 1.2.8-as tételt, az k helyére most n + k-t és = helyére 2z-et irva:

=Y 27k (2a)" 7(2“%)%
— X

k>0

Egyszertisitsiink a szamlalon: 27%(2z)7%(22)% = 27%(22)F = Q—kk = z* Tehét:

xk 1 x *
F(z)=3) (1= 22)%(1 —22) 1—2xz<(1—2$)2) B

k>0 k>0

Alkalmazzuk az 1.2.6-os Osszefiiggést, majd hozzuk egyszertibb alakra a kapott
tortet.

1 1 1 o 1-22
C1-2 1o (-2 1 Set da?
1—-2z 1—-2z

TAe-DE-1)  G-4n)l-a)

Bontsunk parcialis tortekre:

1-2x A B

Fla) = (1—4x)(1—z) 1—4x+1—x

1-2r=A—-Ax+ B —4Bx
1-2z=(-A-B)x+A+B
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3. fejezet: Alkalmazis 23

Tehét az 1 = A+ B és —2 = —A — 4B egyenletrendszert megoldva: A = 2 és

B = %, azaz
2 1

3(1—42) | 3(1—2)
Az Gsszeadas két tagjabol a konstansokat kiemelve tudjuk alkalmazni az 1.2.6-o0s
tételt, a kovetkezdképp:

F(z) =

- - = o 2n+1

Ebbdl kovetkezik a feladat megoldésa:

B 22n+1 +1
3

3.1.4. Példa. Ebben a példaban két olyan dsszegiink van, amik ldtszolag kiilon-
bézdek, de most megmutatjuk, hogy valojaban megegyeznek.

S =S () ()2 aotmn=c

k

fn)

Jeloljiik az Osszeg bal oldalat f(n)-nel, jobb oldalat pedig g(n)-nel és legyen
a generatorfiiggvényiik rendre F'(z) és G(z).
Az el6z6 ismereteink alapjan végiggondolhato, hogy nincs sziikségiink ré, hogy a
két Osszeg zart alakjat kiszamoljuk, elegendd, ha azt meg tudjuk mutatni, hogy
a két Osszeg generatorfliggvénye megegyezik - hiszen ebbdl mar kdvetkezik, hogy
akkor a Taylor-sorfejtésiik is egyenls, igy az x™ egyiitthatdja is ugyan az lesz.

Nézziik el6szor a bal oldali 6sszeget, irjuk fel a Snake-oil modszer segitségével
a generatorfliggvényét! Szokisosan, beszorzunk x™-nel és Osszegziink n szerint,
majd a szummak felcserélése kovetkezik:

Flz) = ;” > @) (” N ’“) > z;o (’;) <“ - k)Wk _
()2

Igy a bels6 szummara ismét a jol ismert 1.2.8-as tétel alkalmazhato, a megfelels
helyettesitéssel:

m

r0) =3 (3) e

Ez utan pedig a Y, () (1)* részre az 1.2.4-es tétel frhato fel, majd algebrai
atalakitasok utan kapjuk az eredményt.

F(z) = (Hal;)m' (1—x;;m+1 B <x;rl>m1ix <1fx>m:m

Hasonlé modon jarunk el a jobb oldali dsszeggel, g(n)-nel is.

o= (1) () =2 () S (1)
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3. fejezet: Alkalmazis 24

A bels6 szummara itt is alkalmazhatjuk az 1.2.8-as tételt:

Gla)=) (TIDZk(l _x;)kﬂ - 1imzk: (T/Z) (12—ajff)k

k

Most hasznaljuk az 1.2.4-es tételt az z := % helyettesitéssel:

Glz) = — (1+12x >m 1 (1x+2x)m((l+x)m

1—=x T1-z -z 1 —g)mt+l

Igy azt kaptuk, hogy F(z) = G(z), ami azt jelenti, hogy f(n) = g(n).
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