Bevezetés

Napjainkban egyre népszertibb kutatasi teriilet az algebrai bonyolultsagelmé-
let, amely az algebra témakorében felmeriils kérdések megoldésara adhato al-
goritmusok nehézségének mértékét vizsgalja. Leggyakoribb kérdés a szoprob-
léma. FEzt tébb kiillonb6z6 valtozatban is megfogalmazhatjuk. FEgy algeb-
ra feletti termnek a tipushoz tartozo (szabad) szoalgebra elemeit nevez-
ziik. Ezek tehat valtozokbol és az algebra miiveleteibdl felépitett kifejezések.
A term-ekvilalenciaprobléma (TERM-EQ) masszoval azonossagellendrzés, a
kovetkezs: Legyen adva egy véges algebra (példéul alapmiiveleteinek téablaza-
taival, vagy barmilyen moédon, mely egyértelmiien meghatarozza azokat). A
feladat annak (algoritmikus) eldontése, hogy két kifejezés mikor vesz fel min-
den behelyettesités esetén azonos értéket, azaz, hogy a két kifejezés mikor
hatarozza meg ugyanazt a fliggvényt. Ez tehat az univerzélis algebra és a
szamitastudomany hatarteriiletén elhelyezkedd probléma, érdemes tehéat rov-
iden Osszefoglalni mindkét tudoményag teriiletérdl a felhasznalt fogalmakat,
tételeket, jeloléseket. Az univerzalis algebranak csupan alapelemeit fogjuk
felhasznalni, melyek nem haladjidk meg egy bevezeté univerzélis algeb-ra
kurzus kereteit, igy mind varietds, homomorfizmus, izomorfizmus, kong-
ruencia, faktoralgebra, méasodik izomorfizmus tétel. A szamitastudoméany
teriiletérdl a legalapvetGbb bonyolultsdgelméleti problémaosztalyokat érdemes
ismerni. Fgy algoritmust akkor neveziink polinomialisnak, ha a futasi ideje
a bemend adatok meéretének egy polinomjaval korlatozhaté. Azon prob-
lémék osztalyat melyekre adhato polinomialis algoritmus P-vel jeloljik. Egy
probléma NP-beli, ha a megoldasara (amennyiben mar ismert) van polinom-
id6ben ellenérizheté bizonyiték, illetve coNP-beli, ha a nemleges valasz bi-
zonyithato polinom-idében. Egy probléma NP-teljes (coNP-teljes), ha min-
den NP-beli (coNP-beli) problémat vissza lehet ra vezetni. Egy véges al-
gebra folott a TERM-EQ probléma mindig véges sok lépésben eldonthetd,
legrosszabb esetben az Osszes behelyettesités kiszamolasaval, (ez azonban
nem polinomialis algoritmus), és az is vilagos, hogy coNP-ben van, mert
ha két kifejezés nem egyenld, arra gyorsan ellenérizheté bizonyiték egy olyan
behelyettesités amelynél kiilonboznek.

A szoprobléma maésik valtozata az egyenletmegoldas probléméaja (TERM-
SAT), mely azt kérdezi, hogy van-e olyan behelyettesités, amely mellett a
két kifejezés megegyezik. Ez nyilvan egy NP-beli probléma, hiszen ha mér
adva van egy behelyettesités, akor konnyen kiszadmolhato, hogy a két kifejezés
értéke tényleg megegyezd-e.



A végss cél tehat, egy adott algebrara (algebraosztalyra) annak eldontése,
hogy felette az azonossagellendrzés (illetve az egyenletmegoldhatosag) poli-
nomidlis, vagy coNP-teljes (illetve NP-teljes). Természetesen elvileg lehet-
séges, hogy egyik sem igaz.

A legegyszeriibbnek latsz6 univerzalis algebrai struktirak talan a félcsopor-
tok. Ezeken egyetlen kétvaltozos asszociativ miivelet van, tehat a félcsopor-
tok nyelvén minden kifejezés xyxs . .. x, alaki, a zarojeleket felesleges kifrni.
Hogy egy adott félcsoportban két ilyen kifejezés milyen feltételek mellett lesz
egyenld, az azonban nem egyszerd kérdés. A dolgozat egyik {6 téméaja ennek
a vizsgalata. Abel-csoportok folott ez szinte "ranézésre" eldonthets. Van
azonban olyan félcsoport amelyre a probléma coNP-teljes, a legkisebb ilyen
ismert példa hat elemi.

A Rees-métrix félcsoportok ugyanolyan épitskovei a félesoportoknak, mint
a csoportoknak az egyszer( csoportok. Ezért reméljiik, hogy a Rees-métrix
félcsoportok szoproblémainak karakterizalasa segithet a félcsoportok szoprob-
lémaiban az altalanos esetben is. Az elsG fejezetben ezeket vizsgaljuk, és
néhany specialis esetre a probléma konnyen meg is oldhat6. A legéltalano-
sabb eset magaban foglalja a véges csoportok széproblémajat ezért egyelére
teljesen reménytelennek tiinik.

A szbéprobléma nem egy-egy konkrét félcsoport 6nallo jellemzéje, hanem egy
teljes varietas kozos tulajdonséga. A varietas algebrék olyan osztalya melyet
azonossagok definialnak. Igy a szoproblémaval szorosan Gsszekapcsolodo
kérdés a félcsoportvarietasok vizsgalata. Ez képezi a méasodik fejezet targyéat.
Erdekes Gsszefiiggések vannak egy félesoportvarietasban teljesiils azonossa-
gok tipusai és a varietdsban bizonyos specialis algebrak jelenléte kozott.

Egy algebraosztily vizsgalata kapcsan alapvetd kérdés, hogy le tudjuk-e irni

a varietasok halojanak szerkezetét. Az Abel-csoportok esetén, példaul ez is
nagyon egyszerti. A halo a természetes szdmok hélojaval izomorf az oszt-
hatosagi relacioval (illetve egyetlen "végtelen nagy", legnagyobb elem hoz-
révételével). Fécsoportokra lényegesen Osszetettebb a probléma, inkabb negativ
eredmények sziiletnek. A félcsoportvarietasok hal6janak szamossaga kon-
tinuum és semmiféle nemtrividlis hal6azonossag nem teljesiil benne. Az
azonossagok altaldnos vizsgalata lehetGvé teszi annak viszonylag egyszeri
bizonyitasat, hogy ez a halé minden véges halot tartalmaz ami igazolja is a
fenti allitast.



Az utolso két fejezetben igazolt tételek eddig csak oroszul jelentek meg (vagy
egyaltalan nem), igy bizonyitasuk nem volt ismert. Az itt felhasznalt alapvetd
univerzalis algebrai tételeket, a bonyolultsagelmélet teljes és preciz felépitését,
valamint az elsé fejezetben Rees-métrix félcsoportokrol felhasznalt, de itt
nem bizonyitott tételeket bdséggel targyalja a szakirodalom. Ezek barmiféle
felsorolasa sziikségképpen hidnyos lenne, ezért a teljesség igénye nélkiil a
kovetkezd néhény hivatkozés ajanlhato:
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Azonossagok és szoproblémak Rees-matrix félcsoportokban

Legyen G egy véges csoport, M olyan matrix, melynek elemei a G U {0} hal-
mazbdl valok, és minden sorban illetve oszlopban van 0-t6l kiilonb6z6 elem.
Jelolje A a matrix sorainak I az oszlopainak indexhalmazat. Definialjuk az
A :={I x G x A}U{0} halmazon a szorzast a kovetkezéképpen: a0 = 0a = 0
ha a € A illetve a 0-t6l kiillonb6z6 elemeken:

o= (9O

Konnyen ellenérizhets, hogy az igy definialt szorzas asszociativ. A kapott
félcsoport az M matrixhoz tartozé Rees-métrix félcsoport. A G csoportot
strukturacsoportnak nevezziik. Ha a matrixban egyéltalan nem szerepel 0
elem akkor ezt a félcsoportbol is kihagyhatjuk.

Ha a strukturacsoport egy elemt, akkor kicsit egyszertibben is meg lehet adni
a Rees-méatrix félcsoportot:

Legyen M egy |I| x |A]-as 0-1 matrix és definidljuk az A := I x A U {0}
halmazon igy a szorzast: Oa = a0 = 0 illetve:

(1,0 (G, ) ::{ (i) ha m;g 1

Az ilyen félcsoportot kombinatorikus teljesen 0-egyszert félcsoportnak hivjuk.
A kovetkezdkben foglaljunk 6ssze néhany alapvetd tételt:
1. Lemma: Legyen M az A Rees-matrix félcsoport métrixa. Ekkor:

1. A matrix két sorat, illetve oszlopat felcserélve az eredetivel izomorf
Rees-matrix fél-csoportot kapunk.

2. A matrix egy sorat, illetve oszlopat egy csoportelemmel megszorozva
az eredetivel izomorf Rees-métrix félcsoportot kapunk.



1. Tétel (Rees tétele): Legyen A olyan véges félcsoport melyben nincs
nemtrivialis ideal. Ekkor A izomorf egy Rees-métrix félcsoporttal.

2. Tétel (Seif-Szabd): kombinatorikus teljesen 0-egyszerii félcsoportokra az
azonossagellenGrzés mindig polinomialis.

Ez tehat azt jelenti példaul, hogy ha egy Rees-matrix félcsoport matrixaban
nincsenek 1-t61 kiillonb6z6 csoportelemek, akkor a szoproblémajanak bonyo-
lultsagat a struktiracsoport hatarozza meg. Emiatt egy Rees-méatrix félcso-
port szoprobléméajanak megoldésa alighanem nehezebb feladat mint a struk-
taracsoportjaé. Eppen ezért érdemes a szoproblémat olyan Rees-matrix fél-
csoportokra vizsgalni, amelyek struktiracsoportjara ez mar ismert. Sajnos,
csoportok szoproblémajarol nagyon keveset tudunk. Van azonban csoportok-
nak egy osztalya amelyekre ez rendkiviil egyszerti: a kommutativ csoportok
szoproblémaéja szinte trividlis. A teljesség kedvéért ezt is foglaljuk Ossze:

3. Tétel (az Abel-csoportok szoprobléméaja): Legyen G tetszileges véges
Abel-csoport, és legyen GG exponense m.

Ekkor: a csoportok nyelvén folirt © = v azonossig pontosan akkor teljesiil
G-ben ha minden z valtoz6 esetén x u-beli és v-beli el6fordulasainak szama
kongruens mod m.

(Egy valtozo el6fordulasainak szaman egyszertien megfogalmazva a kitevinek
Osszgét értjiik, beleértve a negativ kitevéket is, tehat x~! eléfordulasainak
szamat le kell vonni.)

Bizonyitas: a feltétel sziikségességéhez elég olyan behelyettesitéseket te-
kinteni, ahol egy kivétellel minden valtozo értéke az egységelem, a forditott
irdny pedig trivialis.

Ezek nyilvan polinom id6ben ellenérizhets feltételek, ezért az Abel-csoportok
szoprobléméaja polinomialis. Most megvizsgaljuk, hogy mi 6réklédik ebbdl
Rees-matrix félcsoportokras:

4. Tétel: Legyen A olyan Rees-matrix félcsoport melynek struktiaracso-
portja kommutativ és matrixa 2 X 2-es.

Ekkor A-ban az azonossag-ellenérzés polinomialis.



A bizonyitas elGtt vezessiink be néhany jelolést:

Legyen u = x125 . .. x, tetszbleges sz6. Definidljuk u-hoz a kovetkezé grafot:
G, = G,(U,V, E) legyen az a paros graf melynek csicshalmaza: az u-ban
szerepld valtozok halmaza két példanyban: U =V = {xy,25...2,} és élei:
az U 2 x; cstcsot akkor kotjik Ossze az x; € V ha az x;x; részszoként szerepel
u-ban (szigortian ebben a sorrendben és kozvetleniil egymas mellett).

Hasonloan definidljuk a G grafot ugyanezen a csticshalmazon csak itt az
éleket multiplicitassal szamoljuk: az U > x; csticsot annyi él koti Ossze az
x; € V cstcesal ahdnyszor x;x; részszoként szerepel u-ban.

Bizonyitas: jelolje M az A matrixat, ez 2 x 2-es, elemei: a,b,c,d € AU{0}

we]2 ]

Mivel a méatrix minden soraban illetve oszlopdban van nemnulla elem, egy
2 x 2-es matrixban vagy ketts, vagy egy 0 elem van, vagy egy sincs. Az
1. lemma szerint a méatrix sorait, oszlopait szabad cserélgetni és csoportele-
mekkel szorozni. Ezért, ha a matrixban két 0 van akkor feltehetd, hogy az
b és c. Ekkor szorozzuk az elsé sort a~'-el a masodikat d—'-el. Ha csak egy
0 van feltehets, hogy ez b. Ekkor szorozzuk az els6 sort a~!-el, a masodikat
c !el, majd a masodik oszlopot cd~!-el. Mindenképpen olyan matrixot ka-
punk amelyben csak 0-k és 1-esek vannak. Ilyen Rees-matrix félcsoportokra
pedig a szoprobléma a 2. és 3. tétel (utani megjegyzés) szerint polinomiélis.

Tehat az egyetlen nemtrivialis eset az, amikor a métrixban nincsenek 0-k.
Ebben az esetben szorozzuk az els sort b~ !-el, a masodikat d~'-el, majd az
elsé oszlopot dc!-el. Ekkor minden elem 1 lesz, kivéve esetleg a bal felsét.
Tehat elég ilyen méatrixokra igazolni az allitast.

Legyen tehat G' Abel-csoport, M a kiévetkezd matrix:

M:[g 1} aholg € G o(g) =m

Legyen A a nekik megfelel§ Rees-méatrix félcsoport és legyen u = x125 ... 2,
és v =11y ... yr két tetszdleges sz0.

Most két esetet kiillonboztetiink meg aszerint, hogy A-ban van-e 0 elem vagy
sem. Mivel a matrixban nincsenek nulldk mindkét eset lehetséges, és ez a
szoprobléméat valamelyest meg is valtoztatja.



1. eset: Ha 0 ¢ A akkor: A = u = v akkor és csak akkor, ha a kovetkezs 4
feltétel teljesiil:

L.xi=un
2. T =Yk
3. GEu=v

2. eset: Ha 0 € A akkor: A |=u = v akkor és csak akkor, ha a kovetkezs 5
feltétel teljesiil:

Loxy =y
2. =Yk
3. GEu=vw

4. G, = CNJU mod m
5. c(u) = c(v)

Tehat az azonossag teljesiilésének feltételei, hogy a két sz6 elsG és utolso
betije megegyezik, az azonossag teljesiil G-ben, a grafok kongruencidja azt
jelenti, hogy a kett6 husszu részszavak szama a két oldalon megegyezik mod
m, és egy extra feltétel, ha a félcsoportban van 0 elem akkor a két szonak
ugyanazon valtozokbol kell allni: c(u) jeloli a sz6 valtozoit.

Bizonyitas: elGszor tegyiik fel, tehat, hogy u = v teljesiil A-ban, és el-
lendrizziik sorban a megadott féltételek teljesiilését:

Tekintsiik az a := (2,1,2) és a b := (1,1,2) elemeket. Ezekre a kovetkezd
szorzasi szabaly all fenn: a® = a, b*> = b, ab = a, ba = b, azaz a szorzat értéke
mindig a baloldali tényez6. Most tekintsiik azt az E értékelést amelynél

E(x1)=a E(z) =bVz# 2,
Ekkor E(u) = a, E(v) = E(y1) ez pedig csak ugy lehet egyenl$ a-val, ha
y1 = x1. Ezzel be is lattuk az els6 feltételt.

Ugyanigy lathato be, a masodik feltétel ehhez példaul a (2,1,1) és (2,1,2)
elemeket kell nézni: ezeknek a szorzata mindig a jobboldali.
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A 3. feltétel ellendrzéséhez csak azt kell észrevenni, hogy az {(2,¢,2) : g € G}
elemek G-vel izomorf részcsoportot alkotnak A-ban.

Végezetiil nézziik a 4. feltételt: tegyiik fel, hogy az xy €l k-szoros G-ban és
[-szeres G,-ben masszoval az xy részszod k-szor szerepel u-ban és [-szer v-ben
(k,1 > 0 egész szamok.) Most a kovetkez$ behelyettesitést nézziik:

E(z):=(2,1,1) E(y):=(1,1,2) E(z2):=(2,1,2) haz#uzy

Itt E(u)-ban a csoportelem éppen ¢*, E(v)-ben pedig ¢', mert extra g-k
csak z és y taladlkozasanal johetnek be. Ezek pedig akkor és csakis akkor
egyvenléek, ha k =1 mod m

A 2. esetben még azt is be kell latni, hogy ¢(u) = ¢(v). Ha ez nem teljesiilne,
legyen példaul x € c(u) \ ¢(v), azaz x olyan valtozd, mely szerepel u-ban, de
nem szerepel v-ben. Tekintsiik ekkor a kévetkezé értékelést:

E(x)=0 FE(y)=(21,2) hay#u
Itt E(u) =0+# (2,1,2) = E(v), tehat az azonossag nem teljesiilne.

Nézziik a forditott iranyt: az elsG esetben tegyiik fel, hogy u-ra és v-re tel-
jesiil a négy feltétel, és legyen E a valtozok tetszdleges kiértékelése. Mivel
u és v ugyanazon bettivel kezdédik és végzidik E(u) és E(v) elsd és utolso ko-
ordinataja megegyezik. (Rees-méatrix félcsoportban barmely szorzat értékének
elsd illetve utols6é koordinataja csak a szorzat elsg illetve utolsd tényezGjétol
fiigg). Tekintsiik a csoportelemet: ez sok tényezds szorzat mely tetszélegesen
atrendezhets. Bontsuk a tényezGit két részre aszerint, hogy miért keriiltek
a szorzatba, azaz valasszuk le a behelyettesitésnél eleve szerepl6 elemekrél a
szorzas soran keletkez6 extra g-ket. A 3. feltétel szerint a szorzat elsd része
u-ban illetve v-ben ugyanaz, a 4. tulajdonsag miatt pedig az extra g-k is
ugyanannyiszor szerepelnek mod m, tehat ezek is egyenlGek.

Most nézziik a masodik esetet: csak azt kell még észrevenni, hogy a 0-t6l
kiilonb6z6 elemek halmaza zart a szorzéasra, ezért tetszGleges E értékelés
mellett, minden w sz6 esetén: E(w) =0 <= Jz € c¢(w) : E(x) = 0. Emiatt
E(u) =0= dz € c(u) = c¢(v) : E(x) =0 = E(v) = 0 és viszont, tehat
a két sz6 minden értékelés esetén egyszerre valik A-ban 0-va. Ugyanakkor
az 1. eset bizonyitasanal lattuk, hogy ha egyik sz6 sem 0, akkor egyenl&ek.
Ezzel mindkét eset bizonyitva van.

Mindebb6l mar nyilvan kovetkezik a 4. tétel, mert a megadott feltételek
polinom-idében ellenérizhetGek. Mégis megvizsgélva a bizonyitast tobbet is
mondhatunk.



Az u = v azonossag pontosan akkor teljesiil A-ban (minden értékelés mellett),
ha teljesiilnek ra a trividlis (x1 = y; és x,, = yy,) feltételek és teljesiil minden
olyan értékelés mellett, ahol legfeljebb 2 kivétellel minden valtoz6 helyére
a (2,1,2) elemet helyettesitjiik. (A feltételek sziikségességének igazolasakor
csak ilyen behelyettesitéseket hasznaltunk.) A szoprobléma tehat polinom-
sok behelyettesités leelenGrzésével is eldonthetd, ez pedig megtehets O(N?)
idében, ha N az azonossag hossza azaz n + k.

Nézziik most meg, mi lesz, ha elengediink valamit a tétel feltételeib6l. Probal-
juk megtalélni a legegyszeriibb olyan példat, amivel még nem foglalkoztunk.
A legkisebb szobajovd csoport a két elemii, a legkisebb szébajové matrix 3 x 3-
as. Konnyti meggondolni, hogy ha egy 3 x 3-as métrixban legalabb 4 db 0 van,
akkor a sorok és oszlpok szorozgatasaval elérhetd, hogy minden csoportelem
az egységelem legyen. Ezekre pedig a szoprobléma polinomidlis. Legyen
tehat a métrixban pontosan 3 db 0. Vegyiik azt a szép szimmetrikus esetet,
amikor mindharom 0 kiilon sorban és oszlopban van, azaz feltehetd, hogy
a mellékatloban helyezkednek el. Ismét sorok és oszlopok szorozgatasaval
elérhetd, hogy a matrixban minden nemnulla elem egyetlen kivétellel 1 legyen.
Ez az egy kimarado6 elem tehat a két elemt csoport generatoreleme:

ahola € Z, a*>=1

I
O = Q
—_ O =
[ )

A kapott félcsoport 19 elemi és Mig-nek nevezik. Mg szoproblémaéaja mara
mar ismert eredmény, ez valoban "nehéz":

5. Tétel (Vértesi Vera, Svetlana Plescheva): M;g-ben az azonossag-ellenérzés
coNP-teljes.

Nem ismert, hogy mi a helyzet abban az esetben, ha a nem a ketts, hanem
példaul a harom elemi (vagy valami més) csoport (generator)eleme. Ne
vonjuk le azonban ebbdl azt a kovetkeztetést, hogy a 3 x 3-as (vagy nagyobb)
méatrixok esete reménytelen. Mig-el valoszintleg sikeriilt megtaldlnunk az
egyetlen igazan bonyolult példat. Nézziink meg még néhany méatrixot:

Valtoztassuk Mg matrixdban a kozéps6 0-t 1-re, és nézziik mi valtozik:

10
M = 11 ahol a € Z, = (a)
11

O = Q



A kapott félcsoport latszolg "majdnem ugyanolyan" mint Mg, ez azonban
valoban csak a latszat. Jeloljik ezt a félcsoportot mondjuk Nig-el. Konnyd
meggondolni, hogy Nyg szoproblémaja polinomidlis, s6t a kovetkezd feltételek
karakterizaljak:

Legyen u = Z1...Z,, U =1y ...y két tetszbleges sz6. Nijg = u = v <

1.z =u
3. ZhyEu=v

4. éuzév mod 2
5. G, =G,

A bizonyitashoz csak azt kell észrevenni, hogy a bal fels6 2 x 2-es részméatrix
miatt az {(i,g,\) : i, A € {1,2}, g € Zy} elemek olyan részfélcsoportot alkot-
nak, amirdl a 4. tétel szolt, az els6 4 feltétel az ottaniaknak specidlis esete.
Az 5. feltétellel kapcsolatos jelenséget érdemes altalanosan bizonyitani, mert
kés6bb is felhasznaljuk majd.

2. Lemma: Tegyiik fel, hogy az A Rees-métrix félcsoport matrixdban van
az alabbi matrixal szimmetria (tiikrozés, elforgatas) erejéig megegyezd alaku
részmatrix:

a b
[ 0 d ] a, b, d#0
Ekkor: Tetsz6leges u és v szavak esetén a kovetkezs ekvivalencia teljesiil:
V E értékelésre E(u) =0 < E(v) =0 < G, =G,

Bizonyitas: Az egyszertibb jelolés kedvéért tegyiik fel, hogy a fenti részméatrix
a matrix bal fels§ sarkaban van. (Ez nem jelenti az altalanossag megszoritésat. )
Tegyiik fel el6szor, hogy a két graf kiilonbozik. Ez kétféleképpen fordulhat
elg: vagy cstcshalmazuk kiilonbézik, vagy élhalmazuk.

A cstcshalmazok kiilonbozGsége éppen azt jelenti, hogy c(u) # ¢(v) azaz van
olyan = véltozé mely szerepel u-ban de v-ben nem (vagy forditva). Ekkor
azonban vehetjiik azt az E értékelést amelyre:

E(z) =0, E(y) =(2,1,2) ha y # «.
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Ekkor E(u) = 0 # (2,d"=?) = E(v) lenne, ez tehat nem fordulhat eld.

Ha két graf élhalmaza kiillonbozik az pedig azt jelenti, hogy példaul az xy
részsz06 szerepel u-ban de v-ben nem, (vagy forditva). Ekkor tekintsiik azt az
E értékelést amelynél:

E(r) = (1,1,2), E(y) = (1,1,1,), BE(z) = (2,1,1) ha z # z,y
Ekkor is F(z) = 0 # E(y) tehat ez sem fordulhat elé.

A megforditashoz csak azt kell észrevenni, hogy Rees-matrix félcsoportban
barmely n > 2 elemre: ajas...a, = 0 pontosan akkor teljesiil, ha van olyan
¢ index, melyre a;a;41 = 0. Ezért, ha a grafok megegyeznek, akkor: V F
értékelésre F(u) = 0 esetén 3 zy részszo, hogy E(zry) = 0 de xy részszo
v-ben is, igy E(v) = 0.

Ebbdl valoban kovetkezik, az 5. feltétel sziikségessége. Megforditva pedig az
5. feltétel szerint a két sz egyszerre 0, az els6 négy feltétel pedig azt biz-
tositja, hogy ha egyik sz6 sem nulla, akkor egyenléek (a 4. tétel bizonyitasé-
nak gondolatmenete szerint).

Felmeriil a kérdés mi okozza az Mig és Nyg kozti drasztikus kiilonbséget. Ugy
tinik a szoprobléma nagyon érzékeny a matrixban levé nullak szamara, de
éppen forditva, mint ahogy varhat6. Rossz koncepcié azt gondolni, hogy a
Rees-métrix félcsoport annél egyszertibb, minél tobb 0-t tartalmaz a matrixa.
Eppen ellenkezsleg. Ezt tamasztja ala, a kovetkezs allitas, mely konnyen
kovetkezik mar eddigi okoskodasainkbol:

6. Tétel: Legyen az A Abel-csoport folotti Rees-métrix félcsoport matrixa
3 x 3-as, melyben legfeljebb két 0 van. Ekkor: A széproblémaja P-beli.

Bizonyitas: Két 0 esetén két lényegesen kiilonboz6 eset van: ha a két 0 két
kiilonb6z6 sorban és oszlopban van, feltehets, hogy ezek a bal als6 és jobb
fels6 elem. Szorozzuk mindharom sort a kozépsG elem inverzével, majd az
els6 és harmadik sort is a kozépso elem inverzével. Ha mindkét 0 ugyanabban
az oszlopban van, akkor legyenek a jobb fels6 és als6 elem. Ugyanigy mint
az el6z6 estben, most is eltiintethetd a kdzépso sor és oszlop. Ha a matrixban
egyetlen egy 0 elem van, legyen ez a kdzépsé. Most példaul a harmadik sor
és oszlop tiintethetd el.
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Tehat a kovetkez6 alakti métrixok 1éphetnek fel:

My, = My = M; =

O = Q
—_ =
S = O
S = Q
—_ =
o = O
— 0 Q
— o o
—_ =

A széproblémat mindharom esetben az alabbi feltételek oldjak meg:

1.x1=u
2. T, = Yk
3. GEu=vw

4. Guzév mod m
5. G, =G,

Ahol m a matrixban 1év6 elemek rendjeinek legkisebb k&zos tobbszordse.

Foglaljuk Gssze az altalanos bizonyitasi séméat: az elsé harom feltétel sziik-
ségessége trivialis; az 0t feltétel egylittes elégségessége szintén; az 5. feltétel
mindig G, = G, vagy c(u) = c(v) (ha a méatrixban nincs 0 de a félcso-
portban van) vagy semmi: ez biztositja hogy a két sz6 egyszerre legyen 0; a
masik négy biztositja, hogy ha egyik sz6 értéke sem 0, akkor egyenlGek. A
kritikus 1épés mindig az, hogy tudjuk-e (speciélis behelyettesitésekkel) iga-
zolni a 4. és 5. feltétel sziikségességét. Nézziik: az 5.-hez a 2. lemmaban
megadott részmatrixot elegendd talalni, ilyen pedig mindhdrom métrixban
van, példaul a jobb felsg sarokban. A 4. feltétel azt jelenti, G\, = G, mod o(g)
YV g a matrixban szerepl§ csoportelemre. Ehhez pedig a 4. tétel miatt elég

g 1
M
alakd részmaéatrixokat talalni, mert a feltétel mar az ehhez tartozo6 részfélcso-

portban is sziikséges. A fenti matrixokban ilyenek is vannak, igyhogy ezzel
az esettel is készen vagyunk.

Mindebbdl mar nyilvanvald, hogy hogyan kell igazolni azt az esetet, ha egyal-
taldn nincs a matrixban 0. Ekkor a kézéps6 oszlop és sor tiintethetd el, a
métrix alakja ilyen lesz:

o~
—_ =
Q= O



Vilagos, hogy mik a szoprobléma feltételei: m := lkkt(o(a), o(b),0(c), o(d))

L.z =uy
2. T, = Yk
3. GEu=vw

4. G, = év mod m
5. ¢(u) = c(v)

Meg vannak a megfelel§ részmatrixok, agyhogy a hozza tartozé A félcsoport-
ban az A |= u = v szoprobléma ekvivalens az els6 4 feltétel teljesiilésével, ha
0 ¢ A és mind az 5 feltétel teljesiilésével, ha 0 € A.

Ezek alapjan azt gondolhatnank, hogy a széproblémanal a donts feltétel a
méatrixban 16v6 0-k szdma. De ez sem igaz. Nézziik meg a kihagyott ese-
teket: harom db 0 esetén hérom lehet&ség van: a harom 0 elfoglalhat harom
kiinénb6z6 sort és oszlopot, két oszlopot és harom sort, vagy két oszlopot
és két sort. 1 kivétellel minden csoportelem eltiintetheté a méatrixbol, sorok,
oszlopok cseréje utan az alabbi lehetGségek maradnak meg:

O~ Q9
— O
— = O
O~ o
— = =
S = O
— O
— — 0
O = O

A bal oldali matrix éppen Mg, ha (a) = Z, és ebben az esetben a szoprob-
léma coNP-teljes. Mas csoportokra ez ugyan még nincs bizonyitva, de valoszi-
ntleg igaz. A masik két matrixban azonban megvannak a megfelel részmat-
rixok, a szoproblémat éppen a 6. tétel elsé feléban leirt feltételek oldjak meg.
Ezzel az 6sszes 3 x 3-as métrixot letargyaltuk

Foglaljuk Gssze az eddigieket: Legyen A Abel-csoport f6lotti Rees-matrix
félcsoport. Ha A maétrixa 2 x 2-es akkor széproblémaéja polinomialis, ha
3 x 3-as akkor a szoproblémét a matrixban 1év 0-k elhelyezkedése donti el, és
mindig polinomialis, kivéve azt az egyetlen esetet amikor a 0-k az 4t16 mentén
helyezkednek el, akkor pedig legaldbbis Z, {616tt coNP-teljes. Ezek szerint
Rees-métrix félcsoport szoprobléméajat a matrixdban 1évé 0-k konfiguracioja
donti el, az egyes csoportelemeknek nincs akkara jelentdségiik. Az eddigi
triikkok felhasznalasaval igazolhatdo még egy egyszert allités.
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7. Tétel: Legyen az A Abel-csoport folotti Rees-matrix félcsoport M
méatrixa (tetszéleges n x k -as, de) olyan, melyben van olyan sor és oszlop is
melyben nincs 0. Ekkor: A széproblémaja polinomiélis.

Bizonyitas: Feltehets, hogy az utolsé sor és oszlop csupa 1 (mert min-
den sort és oszlopot végigszorozhatunk utolsé elemének inverzével). Ha m
a matrixban 16v6 elemek rendjeinek legkisebb k6zos tobbszorose, a szoprob-
léemanak megoldésa : AFu=v &S 1=y, T =y, GEu=v és

Go =G, (m) Gu =G, (m) ~ =
G —q vagy (1) = (o) vagy G. =G, (m)

attol fiiggen, hogy 0 € M vagy 0 ¢ M de 0 € A vagy 0 ¢ A.

A grafokra vonatkozo feltételek igazolasahoz csak azt kell latni, hogy ha
M(X, i) = g # 0 vagy, ha M (A, i) = 0 akkor is, az M (X, i), M (A k), M(n,i)
és M (n, k) elemek olyan részmatrixot alkotnak amire sziikségiink van.

Mivel minden matrixhoz hozzavehetiink egy csupa 1 oszlopot és sort ezzel azt
is bebizonyitottuk, hogy sajnos Rees-matrix félcsoportok esetén a szoprob-
léma NP-teljessége nem kovetkezik abbol, hogy ezt esetleg egy kisebbre mar
tudjuk. Pontosabban:

Kovetkezmény: Minden Rees-métrix félcsoport bedgyazhaté egy olyanba,
melynek szoproblémaja polinomiélis.

Vizsgaljuk meg most azt a kérdést, hogy mi a helyzet a Rees-méatrix féleso-
porttal, ha a matrixara nem teljesiil a 2. lemma feltétele. ElGszor is fogalmaz-
zuk meg egyszertibben ezt az esetet. A 2. lemma feltételének nem teljesiilése
azt jelenti, hogy minden 2 X 2-es részmétrixban, ha 3 elem nem nulla, akkor
a negyedik sem, vagy mésszoval, ha van benne nulla, akkor legalabb kettd
van. Ezek éppen azok a méatrixok, melyek sorok és oszlopok cseréjével (di-
agonalis) blokkmatrixa alakithatoak (a blokkokon kiviil minden elem nulla,
a blokkokon beliil azonban nincsenek nullak). Ezek a matrixok kimaradtak
eddigi részletesebb vizsgalatainkbol, most azonban ratériink erre is. Els6
célunk a 2. lemmahoz hasonlo feltételt talalni arra, hogy az ilyen félcsopor-
tokban mikor valik két sz6 mindig egyszerre nullava. Ezt a probléméat most
kiilon is megfogalmazzuk.
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Legyen A egy olyan félcsoport, melyben van 0 elem. TERM-0-SET(A) az
a probléma, mely két kifejezésr6l azt kérdezi, hogy A-ban mindig egysz-
erre valnak-e nullava. Az el6z6 esetekben ennek a problémanak mindig
nagyon egyszeri megoldasa adodott. Blokkmatrixokra a dolog kicsit ne-
hezebb. Megkonnyiti azonban a dolgunkat az az észrevétel, hogy ezt a kérdést
elég teljesen kombinatorikus 0-egyszerii félcsoportok f6lott vizsgalni.

Legyen ugyanis A tetszéleges Rees-matrix félcsoport G struktiracsoporttal
és M matrixal. Az A kombinatorikus redukaltjanak nevezziik azt az A’ tel-
jesen kombinatorikus O-egyszerd félcsoportot, melynek matrixat tgy kapjuk
M bél, hogy minden csoportelemet 1-el helyettesitiink, a nulldkat pedig ter-
mészetesen valtozatlanul hagyjuk. Fzzel olyan félcsoportot kapunk, amely
A-nak homomorf képe a "kozéps6 koordinata eltorlése" fiiggvénynél, azon-
ban megdriz A-rol néhény lényeges informéciot, tobbek kozott egy kifejezés
nemnulla-sagat. Ezért a TERM-0-SET problémét elég A’-ben megoldani, azaz
ha u és v két kifejezés, akkor A-ban u és v pontosan akkor lesz mindig egysz-
erre nulla, ha A’-ben mindig egyszerre nulla.

3. Lemma (Seif-Szab6): Legyen M egy 0-1-es blokkmatrix, mely tényleg
tartalmaz O-t azaz legalabb két blokkbol &ll. Legyen A az M-hez tartozo
Rees-matrix félcsoport.

Ekkor a TERM-0-SET(A) probléma polinomialis, és pontosan a kovetkezs
feltétel hatarozza meg: minden u és v kifejezés esetén u és v mindig egysz-
erre valik A-ban 0-v4, pontosan akkor, ha G,-ban és G,-ben ugyanazok az
Osszefliggbségi komponensek (beleértve természetesen, hogy a két graf egya-
zon cstcshalmazon van adva, azaz u és v ugyanazon valtozokbol all.)

A jelenlegi kérdés szempontjabol teljesen lényegtelen, hogy pontosan milyen
feltételek oldjak meg a TERM-0-SET problémét. A fontos az az egyszeri
észrevétel, hogy egy Rees-matrix félcsoport f6lott az a kérdés mindig poli-
nomidlis, hogy két kifejezés egyszerre lesz-e mindig nulla vagy sem. Fz részét
képezi a széprobléma megoldasanak. Ezt felhasznalva belathatjuk, hogy a
teljesen kombinatorikus O-egyszert félcsoportok szoproblémajanak polinomi-
alitdsa tetszGleges Rees-matrix félcsoportra érvényben marad blokkmatrixok
esetén.

8. Tétel: Legyen A olyan Rees-méatrix félcsoport melynek G strukttracso-

portja kommutativ és M matrixa blokkmatrix. Ekkor A-ban az azonossagel-
lenérzés polinomidlis.
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Bizonyitas: Nézziik csak a nemtrivialis eseteket: feltehetd, hogy a métrix-
nak van legalabb két sora és oszlopa, és tartalmaz legalabb egy db. legalabb
2 x 2-es blokkot (sor- vagy oszlop- illetve diagonalis méatrix esetén feltehetd,
hogy nincs benne 1-t61 kiilénb6z6 csoportelem, erre az esetre pedig igaz a té-
tel). Most szorozzunk meg minden sort és oszlopot utols6 nemnulla elemének
inverzével. Ekkor kiilon-kiilon minden blokk utolsé sora és oszlopa csupa 1
lesz. Jeldlje m a matrixban lev6 csoportelemek rendjeinek legkisebb k&zos
tobbszorosét. Ekkor a szoproblémat meghatarozo feltételek a kovetkez&kép-
pen foglalhatoak Ossze: A |=u = v < ha:

L.xi=un
2. Tn = Yk
3. GEu=v

4. éu = év mod m
5. E(u) =0 és E(v) = 0 minden E értékelés esetén egyszerre teljesiil

Mindez nem szorul bizonyitasra. Az els6 két feltétel sziikségességének biz-
tositasa érdekében zartuk ki a trividlis eseteket. A harmadik és 6t6dik feltétel
sziikségessége trivialis, ahogyan az 6t feltétel egyiittes elégségessége is. A 4.
feltétel sziikségességét a csupa 1 sorok és oszlopok miatt 1étezd részméatrixok
biztositjak. A 3. lemma szerint az 5. feltétel is polinom-idében tesztelhetd,
sGt részletesen megfogalmazhatjuk mit jelent: G,-ban és G,-ben ugyanazok
az Osszefliggdségi kompononsek, ha M legalabb két blokkbol all, c(u) = ¢(v)
ha egyetlen blokk van, azaz a métrixban nincs nemnulla elem, de A-ban van,
és nem létezs feltétel, ha A-ban nincs 0 elem.

Osszefoglalva az eddigieket: Abel-csoport folétti Rees-matrix félesoportok
szoproblémajanak vizsgalata soran kideriil, hogy egy azonossag teljesiilésének
4 trivialis sziikséges és egy 5. elégséges feltétele van, mely teljesiilése esetén a
szoprobléma P-beli. Blokkmatrixokra mind az 6t feltétel igyazolhato, ezért
ezekre a szoprobléma polinomialis. Nem blokkmatrixok esetés a szoprobléma
kapcsan egy grafokra vonatkozo kongruenciafeltétel bizonyult vizvalasztonak.
Amennyiben ez specidlis behelyettesitésekkel igazolhatod, abban az esetben a
szoprobléma P-beli. Konnyen elképzelhetd, hogy ez megforditva is igaz. Az
eddig bizonyitott tételek ennek legalabbis nem mondanak ellent.
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Normalis azonossagok

Definicié: Az u = v félecsoportazonossagot normalisnak nevezzii, ha mindkét
oldalon ugyanazok a valtozok szerepelnek, azaz c(u) = ¢(v).

Rees-matrix félcsoportoknal azt tapasztaltuk, hogy ez a feltétel mindig akkor
jelentkezik a szoprobléma kapcsan, ha a félcsoportban van 0 elem. Most
bebizonyitjuk, hogy ez tényleg mindig igy van.

1. Tétel: Legyen A egy Rees-matrix félcsoport. Ekkor a kiévetkezd két
allitas ekvivalens:

1. Minden A-ban teljesiil6 azonossag normalis

2.0 A

Bizonyitas : felhasznaljuk a kovetkezs egyszerd észrevételt: Minden Rees-
métrix félcsoportban van (nullatol kiillonbozs) idempotens elem. Ugyanis
legyenek \ és i olyan indexek, amelyre A méatrixdban M (\,i) = g # 0 Ekkor
(4,971, \) idempotens.

Most tegyiik fel elGszor, hogy 0 € A, és legyen A > a # 0 idempotens elem.
Ha most u és v olyan szavak, amelyekre pélaul x € c¢(u)\ c(v) akkor tekintsiik
azt az E értékelést melyre:

E(x)=0 E(y)=a Vy#z

Ezen értékelésnél: E(u) =0 # a = E(v).

A forditott iranyhoz tegyiik fel, hogy 0 ¢ A. Megmutatjuk, hogy ekkor A-ban
teljesiil az (xyx)™ = (xzx)™ nem normélis azonossag, ahol n a stukturacsoport
exponense. Legyen ehhez F tetszbleges értékelés és jeloljiik az egyes valtozok
értékeit a kovetkezSképpen:

E(z) = (i,9,A)  E(y) = (4, h,p)
Valamint vezessiik be a matrix egyes elemeire is a kovetkez jeldléseket:
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Szamoljuk most ki, mi lesz az E((xyx)") € A kozépss koordinatija, azaz a
csoportelem: az zyz-hez tartozd (ggihgag) elembdl n db melyet n — 1 db g3
valaszt el egymastol, ez lesz:

(991h929)93(991h929) 93 - - - 93(991hg29) = [(991h929)93)" 95 * = g5 *

g3 azonban nem fiigg F(y)-tol, csak E(x)-t6l. Ha y-t lecseréljiik egy masik
valtozora, ez az elem nem valtozik, azaz E((rzx)")-ben ugyanezt kapjuk.
Tehat: E((zyx)") = (i,95",\) = E((zzz)") minden E értékelés mellett.
Azaz A = (xyx)™ = (xzx)™ ahogy allitottuk.

A bizonyitas soran a kovetkezot hasznéaltuk ki: van {a,b} C A két elemi
részfélcsoport a kdvetkezd szorzasi szabalyokkal:

a?=a V=0 ab=ba=a

Definici6: A fenti félcsoportot két elemti félhdlonak nevezziik.

Az tétel bizonyitasdban éppen azt hasznaltuk, hogy (a 0 és egy idempotens
elem kételemti felhalot alkot és) a kételemti félhaloban csak normaélis azonossé-
gok teljesiilnek. Az tételt tehat atfogalmazhatjuk a kévetkezSképpen:

1. Kovetkezmény: minden A Rees-métrix félcsoportra ekvivalensek:

1. A-ban minden azonossag normalis

2. a kételemd félhalo részfélcsoport A-ban

A tovabbiakban az lesz a cél, hogy a fentihez hasonlo sziikséges és elégséges
feltételt adjunk arra, hogy egy félcsoportban minden azonossig normaélis
legyen. Az 1. kovetkezmény természetesen nem igaz minden félcsoportra,
ahogyan azt a természetes szdmok példaja is mutatja.

Azonossigok vizsgalatakor azonban nem egy-egy félcsoportot célszer meg-
nézni, hiszen egy azonossag teljesiilése (illetve nem teljesiilése) egy egész va-
rietasra jellemz6 tulajdonsag. Erdemes ezért néhany varietasrol eldonteni,
hogy minden azonosséga normalis-e.
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Tétel (Birkhoff): félcsoportok egy V' osztélyara ekvivalensek a kovetkezok:

1. V zart a részalgebra (S), homomorf kép (H) és direkt szorzat (P)
operaciokra

2. V azonossagokkal definialhato, azaz 3 ¥ azonossagokbol all6 halmaz,
amivel: V A félcsoportra A € V <= A= X%

Ebben az esetben V-t varietasnak nevezzik.

AV varietas normaélis, ha minden V-ben teljesiil azonossdg normalis, el-
lenkez6 esetben V' nem normalis.

2. Tétel: A minimalis félcsoportvariatasok a kovetkezGk:
1. Balzéro félcsoportok: BZ
2. Jobbzéro félcsoportok: JZ
3. Zéro félcsoportok: 7
4. Feélhalok: FH

5. valamely primrendd ciklikus csoport altal generdlt varietas: Z,

Nézziik sorban mik ezek:

balzéro: definidljuk tetszéleges alaphalmazon a szorzéast az ab := a képlettel;
vilagos, hogy igy egy félcsoportot kapunk, és az Gsszes ilyen félcsoport egy
varietast alkot melyet az xy = x2z azonossag definial

jobbzérd: az el6z6 dudlisa, a szorzési szabaly: ab =b

zéro: legyen tetszbleges H # () alaphalmazon barmely két elem szorzata
ugyanaz a 0 € H elem; az Osszes ilyen félcsoportbol allo varietas bazisa
nyilvan zy = zv;

felhalok: idempotens és kommutativ félcsoportok; mivel ez minimalis varietas
ez ugyanaz mint a kételemt félhalo altal generalt varietéas;

Zy: a p-edrendi ciklikus csoport altal generalt félcsoportvarietas; ez ugyanaz
mintha a generalt csoportvarietast néznénk: éppen a p expononsi kommu-
tativ csoportokbol all;
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1. Lemma: Legyen G tetszéleges csoport. Ekkor a G altal generalt fél-
csoportvarietdsban, V(G)-ben pontosan akkor talalhatoak valodi félcsopor-
tok (amelyek nem csoportok) ha G' exponense végtelen.

Bizonyitas: Az egységelem és inverz létezése nyilvan oroklédik a direkt
szorzatra és a homomorf képre és ha x benne van egy csoport részfélcso-
portjdban és x véges rendid elem, akkor hatvanyai el6bb utobb kiadjak az
inverzét és az egységelemet is, igy minden részfélcsoport csoport.

Ha viszont G exponense végtelten akkor Vn dx,, legalabb n-edrendd elem, de
akkor a generalt részcsoportok  [](z,) direkt szorzataban van végtelen
rendid elem, melynek hatvanyai a természetes szamokkal izomorf részfélcso-
portot alkotnak.

Jelolje most H a félesoportvarietasok halojat és vizsgaljuk meg néhany elemi
tulajdonsigat, melyet késébb fel fogunk hasznalni. Minimalis elemeit mér
ismerjiik, ezt foglalja Ossze a 2. tétel: BZ, JZ, Z, FH és Z,. Mindegyikben
van nem normalis azonossag kivéve persze a félhalokat amiben nem is lehet.
Ezek koziil véges sok F'H-t0l kiilonbo6z6nek az unidjaban szintén, hiszen ha r
jeloli azon véges sok prim szorzatat amely Z,-k az egyesitésben szerepelnek,
akkor az ry"xr = xz"x teljesiil mindegyikben. Annal meglep6bb, hogy hogyan
viselkedik végtelen sok minimalis félcsoportvarietas egyesitése.

3. Tétel: Végtelen sok minimélis félcsoportvarietas egyesitése mindig tar-
talmaz kételemi félhalot (és igy minden azonossaga normélis).

Ennél is er6sebb tételt érdemes igazolni, éspedig a kovetkezét:

4. Tétel: Legyen P tetszdleges végtelen primhalmaz.
Ekkor: a V :=\/Z, varietds minden kommutativ félcsoportot tartalmaz.

A bizonyitas el6tt tegylink néhany egyszert észrevételt. Jelolje G a szobajove
primekre a p-edrendi ciklikus csoportok direkt szorzatat. Ebben van végte-
len rendi elem mely, N-el izomorf félcsoportot general. Megforditva minden
ciklikus csoport homomorf képe N-nek ezért ezek benne vannak a V' (N) vari-
etasban. Tovabba G-ben egységelem is van, mely egy végtelen rendd elemmel
egylitt NU {0}-val izomorf félcsoportot general. Azaz mind N, mind NU {0}
V-ben van, és generalja is V-t.

3. Tétel bizonyitasa: Tekintsiik az N U {0} félcsoportot. Ebben N egy
idedl, huzzik ezt Gssze egyetlen pontba. A keletkezs félcsoport ekkor NU{0}-
nak homomorf képe, és a két elemi félhaloval izomorf.
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Hasonloan lathatjuk be, hogy a varietas tartalmaz zér6 félcsoportot: ehhez
az N félcsoportban huzzuk 6ssze egyetlen oco-el jelolt pontba az {2, 3, ...} hal-
mazt. A keletkezé félcsoportban a most additivan irt midvelet igy miikodik:

l+l1l=c04+0=14+c0=0+1=

Masszoval ez egy két elemii zér6 félcsoport, ahogy allitottuk.

4. Tétel bizonyitasa: Tekintsiik most az N U {0} féelcsoport n-edik direkt
hatvanyat, és hagyjuk el ebbdl a csopa 0 vektort. Vilagos, hogy ez a félcsoport
is benne van V-ben. Ha belatjuk, hogy ez az n elem &ltal generalt szabad
kommutativ félcsoport, akkor készen lesziink, mert a végesen generalt szabad
algebrik egyiitt mar mindig generaljak a varietast. Ez pedig teljesen trivialis:
ha ¢ tetszélegesen elirt fiiggvény a (0,0,...,1,0,...0) elemeken, valamely
kommutativ félcsoportba, akkor vilagos, hogy ezt hogyan kell kiterjeszteni
tetszbleges @ = (aq,...a,) € NU {0} pontba:

olay,...ay,) ::Zaigo(0,0...,l,O,...O)

a miiveletet most is aditivan irva. A kommutativitas biztositja, hogy ez
homomorfizmus. Fzzel a bizonyitast befejeztiik.

Megjegyzés: a bizonyitas gondolatmeletébdl vilagos, hogy a

o < 74 < oo T < Tgii1 < ...

varietdsok lancanak egyesitése is kiadja a teljes V,,—,, varietast. Specialisan
ez Ny sok nem normalis varietas lancanak egyesitése, amely mar normalis,
teh&t a nem normaélis varietasok nem teljes részhalot alkotnak H-ban.

Térjiink vissza most ahhoz a kérdéshez, hogy mitél lesz egy varietas normaélis.
A legtrividlisabb oka ennek, ha tartalmaz kételemd félhalot. Megmutatjuk,
hogy ez megforditva is igaz. Ez lesz a Rees-matrix félcsoportokra bizonyitott
1. kovetkezmény altaldnositasa: egy félcsoportban akkor és csakis akkor lesz
minden azonossag normaélis, ha az altala generalt varietdsban van kételemi

felhalo.

5. Tétel: Ha V normalis varietias akkor van benne kételemii félhalo.

A bizonyitashoz sziikség lesz néhany el6készits és egyszertisits lépésre:

2. Lemma: Egy V varietids pontosan akkor minimalis ha minden A € V
|A| > 2 (nemtrivialis) algebraja generalja.

Bizonyitas: triviilis

21



Tekintsiik most a félhalok F'H varietdsat. Ez a kommutativ és idempotens
félcsoportokbol all. A 2. lemma szerint barmely nem egy elemd félhalo
ugyanezt a varietast generalja (nem kisebbet). Ezért minden legalabb kétele-
mi félhaloban pontosan ugyanazok az azonossagok teljesiilnek. Es persze
csak normélis azonossagok. Megmutatjuk, hogy a normélis azonossagok mind
teljesiilnek is:

3. Lemma : Kommutativ és idempotens félcsoportban (azaz félhaloban)
minden normaélis azonossag teljesiil.

Bizonyitas: Legyenek w = x1x5...2, v =1y1ys...y, olyan szavak melyek
ugyanazon valtozokbol épiilnek fel. Es legyen A egy félhalo. Megmutatjuk,
hogy A = u = v.

El6szor is a kommutativitas miatt a szavak valtozoi szabadon permutalhatoak
azaz u olyan u’ szové alakithat6, amelyben a valtozok névekvs indexek szerint
rendezve allnak egymaés utan, azaz v = x7'z5?...z)" alaka ahol @; > 1 és
az z; (1 = 1...1) valtozok az u-ban el6forduld Gsszes kiilonb6z§ valtozo.
Ekkor A = u = u'. Mivel v ugyanezen valtozokbol épiil fel, v is atalakithato
olyan v' = xlilxg? . .x?l szova melyben ugyanezek a valtozok ugyanebben a
sorrendben csak esetleg mas kitevével szerepelnek, és persze A = v = v'.

Végiil, mivel A idempotens a kitevket el szabad hagyni, azaz: A-ban: v’ =
Py . al = xxy ... 1 6s ugyanigy v = ablabr ol = wia, .
Az igy kapott szavak mar bettirél bettire megegyeznek, tehat minden félcso-

portban egyenléek.

2. Kovetkezmény: TetszGleges A félcsoportra ekvivalensek a kovetkezék
1. A legalabb két elemi félhalo, azaz V(A) = FH

2. A Eu=v <= u=v normlis azonossag

Ezzel két dogot értiink el az 5. tétel bizonyitasaval kapcsolatban. Egyrészt,
ha meg akarjuk mutatni, hogy egy varietasban van két elemi félhalo, ez azzal
ekvivalens, hogy van benne akarmilyen (nem egy elemt) félhalo. Masrészt
most mar tudjuk, hogy mirdl lehet egy félhalot felismerni: ezek azok a fél-
csoportok amelyekben pontosan a normélis azonossagok teljesiilnek. Ez lat-
szolag bonyolultabb jellemzés mint az, hogy "kommutativ és idempotens",
mégis igy érdemes lefrni Gket. Most mar mindent el6készitettiink. Az 5.
tételre két bizonyitast is adhatunk.
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5. Tétel els6 bizonyitasa: Legyen V normaélis varietés, és jeldlje
FY = FV{ry,29,...2,...) €V illetve Fy :=F (Y1, Y2, Yn--.)

a megszamlalhatéan végtelen sok elemmel generalt V-beli relativ szabad fél-
csoportot illetve a megszamlalhatéan végtelen sok elemmel generalt szabad
félcsoportot. Ekkor persze FY homomorf képe F..-nek. Jeldlje

¢0: Fy — FY

azt a homomorfizmust ahol a genereatorok egymasnak felelnek meg azaz az
y; — x; generatorokon adott leképezés F.-re valo egyértelm kiterjesztését.
Jelolje

P := Keryp

a @ altal F-en meghatarozott kongruenciat. Emellett jelolje © a kovetkezs
kongruenciat:

V u,v € Fyy u=vmod © < c(u) =c(v)

azaz © az a kongruencia, ahol az u és v sz6 pontosan akkor van egy osztalyban
ha az u = v azonossag normadlis. (Koénnyt ellendrizni, hogy © kongruencia.)
Jelolje A a © szerinti faktort: A := F/©

Most két dogot kell még észrevenni: el§szor is mivel FY a varietés szabad
algebraja ezért tetszéleges u = v azonossagra V = u = v <= p(u) =
p(v) azaz ha v = v mod ®. Erre az allitasra ugy szokas hivatkozni, hogy
egy varietasban egy azonossagot elég a szabad algebra szabad generdtorain
ellenérizni. Mivel V-ben csak normalis azonossagok teljesiilnek ez azt jelenti,

hogy
u=vmod ® = c(u) =c(v) <= u=vmod©

Tehat ha két sz6 @ szerint egy osztalyban van, akkor © szerint is, azaz
roviden @ < ©. A mésodik izomorfizmus tétel szerint ilyenkor FY tovabb
faktorizalhato ©-val, azaz A homomorf képe FY-nek is ezért A € V.

Masrészrél, mivel © teljesen invarians kongruencia, a szerinte vett faktorban
pontosan azok az azonassagok teljesiilnek amikkel faktorizaltunk, azaz defini-
ci6 szerint A-ban pontosan a normalis azonossagok teljesiilnek. Ez pedig a 2.
kovetkezmény szerint éppen azt jelenti, hogy taldltunk V-ben egy félhalot.
Persze nem két elemt, hanem mindig végtelen, mert az F., -beli generatorok
képei mind kiinonbozdek, de az altala generalt varietasban két elemt félhalo
is van, és ezzel a bizonyitast be is fejeztiik.
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Masodik bizonyitas: Minden varietdst azonossagok definidlnak. Jelolje
tetszGleges V' vaietas esetén Xy a V-ben teljesiil Osszes azonossagok hal-
mazat. Ekkor vilagos, hogy a kdvetkez6 Osszefiiggések allnak fenn:

V=aW<<=Yy=Xy V< W<«XyCly V>W<«= Xy 2 Xy

Masszoval a V' « Xy megfeleleltetés dudlis haloizomorfizmus a varietasok
és az azonossagok zart részhalmazai kozott. Marmost a bizonyitando6 allitas
a kovetkez6: ha V' normalis varietas, akkor FH < V. A fentiek szerint ez
ekvivalens a kovetkezével:

Yv C Yru

A 3. lemma szerint itt a jobboldalon az &sszes normaélis azonossag all, a fenti
tartalmazas tehat csupan a normalis varietas definici6ja. Ezzel a bizonyitéast
befejeztiik.
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Azonossagok és részhalok

A tovabbiakban az lesz a cél, hogy a normalis varietasok karakterizalasara
adott tételt altalanositsuk. Legyen W félcsoportazonossigok egy részhalmaza.
Egy V varietdsra azt mondjuk, hogy W-varietds ha minden V-ben teljesiils
azonossag benne van W-ben.

A kérdés az jellemezhet6-e a W-varietasok osztalya oly modon, mint az 5.
tételben, azaz van-e olyan A félcsoport, amelyre: V W-varietas < A € V,
azaz van-e olyan W varietas amelyre: V WU-varietds & W < V| azaz van-
e a W-varietasok kozott legkisebb. Megint masképpen fogalmazva ez azzal
ekvivalens, hogy a félcsoportvarietdsok H héldjaban a W-varietasok teljes
részhalot (< metszetzart részhalmazt) alkotnak. Mivel a H halorél nem
sokat tudunk, érdekes lehet, ha legalabb egyes (megengedett azonossagokkal
adott) részhaloit jellemezni tudjuk.

A vélasz a kérdésre bizonyos esetekben trividlis. Ha ¥ azonosségok (kovetkez-
ményre) zart halmaza, akkor nyilvan vehetjiik az altala definialt varietast, ez
a legkisebb. Az 5. tétel masodik bizonyitasa éppen arra épiilt, hogy az Gsszes
normélis azonossagok altal definidlt varietas is normalis. ElGszor foglaljuk
Ossze, milyen tulajdonsagok jellemzik az ilyen azonossaghalmazokat.

1. Lemma: Legyen X azonossagok egy halmaza. > pontosan akkor zart
halmaz, ha a kévetkezs 5 tulajdonsag igaz ra:

1. V x valtozora r =x € X

2u=veEX=>v=uEX
du=veXésv=weX=>u=wed

4. V x valtozora u =v € X = ur =vxr € X és xu = xv € X
5 u=veX=ul,_,=v,,6 €2

ahol wu|,_, jeloli azt a szot amelyet gy kapunk, hogy az x valtozo helyére
minden u-beli el6fordulasidban a w szot irjuk;

A zart azonossagok ezen egyszerd jellemzését késébb fel fogjuk hasznélni,
hogy olyan azonossaghalmazokrol igazoljuk a zartsagot, amelyekrél az egyal-
talan nem trivialis.
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Bizonyitas: Erdsebb allitast érdemes igazolni: Legyen Y azonossagok tet-
sz6leges halmaza. Jelolje & a Y-t tartalmazo legsziikebb zart halmazt, azaz
>, kovetkezményeinek halmazat, és X azon legsziikebb Y-t tartalmazo hal-
mazt, amely zart a lemmaban megadott tulajdonsagokra, azaz alljon > azon
¢ azonossagokbol, melyek elérhetéek X-bol a lemmaban megadott lépések
véges sorozataval. Allitjuk, hogy ¥ = . Ebbsl a ¥ C ¥ tartalmazas triv-
idlis: minden azonossig ami >-bol ily modon levezethets, az természetesen
kovetkezmény. A forditott irAnyhoz azt kell izazolni, hogy ¥ zart halmaz.
Ehhez legyen F, a megszamlalhatoan végtelen sok elemmel generalt szabad
félcsoportot. Marmost tekintsilk a u = v & u = v € ¥ F-beli relaciot.
A lemmaéban megfogalmazott 5 feltétel épp azt jelenti, hogy = teljesen in-
varians kongruencia, ezért a szerinte vett F,, /= faktorban éppen a -beli
azonossagok teljesiilnek, ezért 3 zért halmaz.

Marmost az eredeti kérdésre visszatérve az 5. tétel két bizonyitédsat megvizs-
galva két allitast fogalmazhatunk meg:

1. Allitas: Tegyiik fel, hogy a U azonossaghalmazra teljesiil az 1. lemmaban
megadott 5. db feltétel. Ekkor van legkisebb W-varietas (melyben az ¢sszes
U-beli azonossag teljesiil).

2. Allitas: Tegyiik fel hogy, a U azonossaghalmazra teljesiil az 1. lemmaban
megfogalmazott 5 feltételbdl az els6 négy. Ekkor: van legkisebb W-varietas
(melyben pontosan akkor teljesiil minden W-beli azonossag, ha az 5. feltétel
is igaz ra).

Bizonyitas: az elsg allitas trivialis, vehetjiik a WU altal definidlt varietast.
A masodikhoz, az 5. tétel els bizonyitasat kell kovetni. Legyen V egy W-
varietés, és jelolje mint eddig Fio = F (y1, 9o ...) illetve FY = FV (z,2,...)
a Ny sok elemmel generélt szabad, illetve a V-beli relativ szabad félcsoportot,
valamint ¢ : F, — Fo‘g az y; — x; megfeleltetés altal meghatarozott homo-
morfizmust, és legyen ® = Kery. Definidljuk a =g relaciot a kovetkezskép-
pen: u =g v < u = v € U. A feltevéseink azt mondjik, hogy =y kong-
ruencia F.-en. Jelolje A az F/ =g faktort. Ugyanigy, mint az 5. tétel
bizonyitasaban A € V azaz az A altal generalt W varietasra W < V. Mivel ez
minden V-re igaz, és W nem fiigg V-t6l, csak W-t6l, W a legkisebb W-varietas
Csak azt kell megmutatni, hogy tényleg csak W-beli azonossagok teljesiilnek
benne. Ez az egyetlen eltérés az 5. tétel bizonyitdsdhoz képest: W nem
feltétleniil tud minden W-beli azonossagot. Azonban, ha u = v azonossag
W-ben akkor specidlisn a v : F,, — A természetes homomorfizmusnal is
ugyanaz a képiik, de ekkor valoban v =v € V.
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Nézziink egy példat arra, hogy a 2. A&llitds olyan azonossighalmazokra is
miikodik amire az 1. nem. Alljon ¥ azon u = v azonossagokbol, melyekre:
lu| = |v| azaz u és v ugyanolyan hosszi sz6. Ekkor W-re igaz az elsé 4 tu-
lajdonsag, de nem igaz az 6todik. A 2. allitas szerint ezen W-varietasok
egy |W,1] intervallumot alkotnak H-ban. Kérdés, mi lesz W. A bizonyités-
boél ez is kideriil: ha F.,,-ben két szot akkor tekintiink ekvivalensnek, ha
ugyanolyan hosszuiak, akkor ezen kongruencia szerinti faktor, a természetes
szamok halmaza. Ez generélja tehat a legkisebb W-varietdst. Azonban N-ben
nem teljesiil az 0sszes ilyen azonossag. Mint mar lattuk az N altal generalt
félcsoportvarietas az 6sszes kommutativ félcsoportbol all. Hogy ebben milyen
azonossagok teljesiilnek, azt konnyd meggondolni:

Definicié az u = v azonossag permutacios, ha u-ban és v-ben ugyanazok a
valtozok szerepelnek, és minden valtozo ugyanannyiszor jelenik meg u-ban és
v-ben, azaz a két sz6 egymastol csak a valtozok sorrendjében kiilonbozik.

A V varietas permutacios, ha csak ilyen azonossagok teljesiilnek benne.

Vilagos, hogy minden permutacios azonossag a kommutativitas kovetkezmé-
nye. Mivel N-ben minden permuticids azonossag teljesiil és csakis ezek, ezen
azonossagok halmaza zart. Az eddigi tételek fényében vilagos a kévetkezd:

2. Lemma: A V varietas pontosan akkor permutécios, ha tartalmaz minden
kommutativ félcsoportot, azaz: V(N) =V, < V.

Ez ugyanolyan karakterizacioja a permutaciés varietdsoknak, mint a félhalok
a normaélis varietdsoknak voltak. Az eddigi egyszerii észrevételeket most
arra fogjuk felhasznélni, hogy a félcsoportvarietasok halojanak szerkezetérdl
mondjunk valamit. ElGszor foglaljuk 6ssze az eddigi eredmények egy részét.
Jelolje H a kérdéses halot. FEnnek szamossaga kontinuum és nem tesz eleget
nemtrividlis haléazonossagnak. A kommutativ félcsoportvarietasok haloja-
van valamivel jobb a helyzet, ugyanis minden kommutativ félcsoportvari-
etasnak van véges azonossdgbézisa, igy ez a halé6 megszamlalhatd és nincs
benne végtelen leszallo lanc. Tovabbra is igaz azonban, hogy ebben sem tel-
jesiil nemtrivialis hdl6azonossag. Most egy ennél gyengébb allitast igazolunk.

1. Tétel: A félcsoportvarietasok H halojaba minden véges halo bedgyazhato.

A beagyazasnal kapott részhélé nem kommutativ varietasokbol fog &llni,
hanem éppen hogy a [Viy—y., 1| intervallumba esik, ezért errdl a részhalorol
allithatjuk, hogy nem tesz eleget nemtrividlis hal6azonossagnak.
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Bizonyitas: felhasznaljuk a kovetkez6 két haldelméleti allitést:

Pudlak-Tuma tétel (1979)
Minden véges hald bedgyazhat6 egy véges halmaz particiohéldjiba.

3. Lemma: Minden (véges) X halmaz particiohaloja bedgyazhaté az Sx
szimmetrikus csoport részcsoporthalojaba.

Bizonyitas: A Pudlak-Tuma tétel rendkiviil nehéz haléelméleti eredmény,
ezt természetesen nem bizonyitjuk. Az 5. lemma igazolasdhoz a beagyazas
a kovetkez6képpen adhatoé meg: tekintsiik minden particidhoz azokat a per-
mutaciokat, amelyek invaridnsan hagynak minden osztalyt. Vildgos, hogy
ez bedgyazas Sx-be, abban az esetben, ha az X halmaz véges. Mivel az al-
litast csak erre az esetre hasznéljuk, nem foglalkozunk azzal, hogy végtelen
X esetén ezt hogyan lehet igazolni.

A tétel tehat igazolva lesz, ha megmutatjuk a kovetkezdt: legyen n egy tet-
sz6leges természetes szam; ekkor van H-ban olyan részhalé mely dudalisan
izomort S, részcsoporthaldjaval. Ebbdl a bizonyitas kénnyen 6sszerakhato:
minden véges halo (dudlisa) beagyazhato egy véges halmaz particiohalojéba,
ez beadgyazhaté a szimmetrikus csoport részcsoporthalojaba, mely viszont
duélisan izomorf H egy részhalbjaval.

Legyen tehat n egy természetes szam (n < 3-ra a dolog nem tul latvanyos,
de elvileg ezt sem kell kizérni), és legyen G < S, tetsz6leges. Tekintsiik most
azt a Vg félcsoportvarietast, melynek azonossagbazisa a kovetkezd:

Tg:={mz2... 20 = Y192 ... yp} melyekre m = k és

ham <n —1 akkor x; = y; azaz a két sz6 megegyezik

ham >n+1 akkor V x; ugyanannyiszor szerepel mindkét oldalon
ham=n akkor 37 e G :y; = v,

A Vg varietas bazisa tehat tartalmaz minden n-nél hosszabb permutacios
azonossagot, n-n¢l rovidebbet nem, a pontosan n hossztak koziil pedig azokat
melyeket G-beli permutaciok irnak le. Erdemes megyjegezni, hogy ha egy
azonossagban egy valtozo tobbszor is szerepel, akkor az a permutacié amely
azt leirja, nem lesz egyértelmi. Ez azonban nem jelent bajt, a feltétel egy
konkrét azonossag esetén, hogy van-e (legalabb 1db) G-beli permutacio amely
azt leirja, egyértelmiien eldonthet6. Ahhoz, hogy a G — Vi hozzarendelés
beadgyazas legyen, azt a legnehezebb megmutatni, hogy injektiv, ehhez az
kell, hogy I' azonossagok zart halmaza.
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4. Lemma: Mindegyik I'g azonossaghalmaz zart.

Bizonyitas: Egy azonossaghalmaz zartsidganak bizonyitasara két lehetség
kinalkozik: a konnyebbik ut, hogy megadunk egyetlen konkrét félcsoportot
(varietast), melyben mindegyik teljesiil, de semmi méas. Ez miikodott a nor-
malis azonossagok esetében, ott jo péda volt a kételemii félhalo. A masik
modszer, hogy leellendrizziik az 1. lemma feltételeit. Most csak ez az it
jarhato. Tegyiik fel tehat, hogy a korabbi jellésekkel u = v € ' azaz olyan
azonossag, mely az 1. lemmaban adott 5 lépés véges sokszori alkal-mazasaval
levezethets I'g-b6l. Megmutatjuk, hogy ekkor mar u = v € I'g.

Ehhez el6szor a kovetkezs egyszerd észrevételre lesz sziikségiink: Legyen X
permutéciés azonossagok halmaza. Specidlisan ¥ csak olyan azonossagokat
tartalmaz ahol mindkeét oldalon azonos hossztisagi szavak lépnek fel. Jelolje
m a legkisebb ilyen fellép6 szohosszt. Ekkor tetszdleges u = v € X nemtrivia-
lis azonossag szintén permutacios és |u| = |v| > m. Ennek igazolasdhoz csak
azt kell latni, hogy az 1. lemmaban megadott 1épések sordn nem tudjuk
csOkkenteni az azonossagban felléps szavak hosszat. Ezt mind az 5 1épésre
konnyd meggondolni. B

Marmost ez alapjan legyen u = v € I'¢ nemtrivialis azonossag. Természete-
sen ez is permutacios azonossag, és mivel I'g-ben minden azonossag hossza

legalabb n, ezért |u| = |v| > n. Ha most itt |u| = |v| > n + 1, akkor készen
vagyunk mert I'¢ minden n-nél hosszabb permutaciés azonossagot tartal-
maz. Ha pedig |u| = |v| = n, akkor ezt az azonossagot I'¢-bol csupén a

tranzitivitas és szimmetria hasznalatdval kaptuk. Ezekre azonban I'g zart.
Ugyanis, ha v’ = v' € I'g, akkor ez azért van, mert 3 © € I permutacio
tigy, hogy u-bol v-t 7 alkalmazasaval kapjuk. Ekkor azonban 7! € I'g, és
ez a permutacié ami a v = u azonossagot adja meg, ezért v = u is benne van
['c-ben. Hasonléan ha az u' = v’ és v/ = w’ I'g-beli azonossagokat a 7 és o
permutaciok irjak le, akkor az v’ = w’ azonossagot ezek szorzata. Ezzel be
is lattuk a lemmat.

Ebb6l mar vildgos, hogy a G — Vi hozzarendelés injektiv S, részcsoporthalo-

jabol H-ba, és megforditja a rendezést és a miveleteket, tehat dudlis héloi-
zomorfizmus. Ezzel bebizonyitottuk a tételt.
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