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1. fejezet
Bevezetés

A nagyon nagy méreti integralt aramkorok ( Very Large Scale Integrated Circuits, roviditve
VLSI) tervezése egy olyan teriilet, amelyben igen széles korben alkalmazhaté a kombina-
torikus optimalizalds. Az utdbbi évtizedek gyors technikai fejlédését kovetve nagyon sok
matematikai probléma is adodott e téren. Rengeteg eredmény sziiletett az egyes huzaloza-
sok konkrét megvalositasi modszereirdl, illetve ezeknek a feladatoknak a bonyolultsagarol.
A téméban sok probléméarol ismert, hogy NP-teljes, viszont a megoldas heurisztikus mod-
szerek segitségével jol kozelithetd.

A VLSI révidités az ilyen aramkorok tervezésénél felmeriils igen sokféle problémara
utal. A huzalozés fazisairdl ad egy rovid attekintést a 2. fejezet. A dolgozatban ezek koziil
a részletes huzalozdssal foglalkozunk. Ebben a fazisban egy huzalozasi lap szélén talalhato
kivezetések (termindlok) meghatarozott részhalmazait (neteket) kell huzallal Gsszekot-
niink. A kiilonb6z6 nethez tartozé huzalok technikai okokbol nem metszhetik egymast,
s6t barmilyen kozel sem haladhatnak egyméshoz. Ezért a huzalozast leggyakrabban egy
haromdimenziés kockaracson szokis megvalositani. Az itt felmeriil6 grafelméleti probléma
tehat pontdiszjunkt Steiner-fak keresése ebben a kockaracsban.

A 3. fejezetben a kétdimenzios huzalozés klasszikus feladatait, és az ezekkel kapcsolatos
fontosabb eredményeket tekintjiik at. Kétdimenziés huzalozis esetén a termindalok egy
téglalap oldalain helyezkednek el. Aszerint, hogy a téglalap melyik oldalain taldlhatoak
ezek a termindlok, kiilonbo6z6 feladatokat kapunk. A dolgozatban szé esik az egysoros, a
csatorna, a switchbox és a gamma huzalozasrol.

A 4. fejezetben attériink a haromdimenzios huzalozasi probléméak ismertetésére. Emlit-
jik az egyetlen aktiv réteg feladatot, amikor egy téglalapon helyezkednek el a terminalok,

és a cél, hogy a huzalozashoz minél kevesebb vizszintes réteget hasznaljunk. Ez utan a hd-



romdimenzids csatornahuzalozds feladatrol és a megoldasaval kapcsolatos eredményekrol
irunk. Ekkor a terminélok két parhuzamos téglalapon talalhatok, és ismét minél kevesebb
rétegen szeretnénk megvaldsitani a huzalozast. Végiil réviden Osszefoglaljuk, hogy milyen
haromdimenziés problémakat ismeriink még.

A dolgozat lényegi része az 5. fejezetben talalhatd, és a hdromdimenzids gamma huza-
lozdssal kapcsolatos. Ebben az esetben a terminélok egy téglatest két szomszédos oldalan
helyezkednek el. (Ezeket déli és nyugati sikoknak fogjuk hivni.) A huzalozas megvalo-
sitasakor cél, hogy a megoldas minél kisebb felosztdson torténjen, azaz a huzalozashoz
hasznalt racsot minél kevesebbel kelljen névelniink.

Ennek a problémanak a kockdban val6 megoldasara ismertetiink egy algoritmust, il-
letve adunk egy djat, ami kicsit kisebb felosztason oldja meg a feladatot. Ezek utén a
haromdimenziés gamma huzalozas altalanos esete felé haladva algoritmusokat adunk a
feladat négyzet alapt hasabon valé megoldésara. Ennek két alesetét kiilonboztethetjiik

meg aszerint, hogy a terminalok a hasab mely oldalain vannak.



2. fejezet

A VLSI huzalozas fazisair6l roviden

Egy aramkor megtervezésekor tulajdonképpen az a feladat, ha nagyon leegyszeriisitve
fogalmazunk, hogy vannak bizonyos &ramkori elemek, amiknek adott kivezetéseit 6ssze kell
kotnlink egymassal. Az alkatrészeket Osszekotd huzalok azonban technikai okokbol nem
haladhatnak egymashoz tetsz6legesen kozel. A célunk altalaban a minél helytakarékosabb
megoldas: minél rovidebb huzalokkal, minél kisebb teriiletii/térfogati helyen szeretnénk
megoldani a huzalozast.

Egy aramkor tervezésekor rengeteg kovetelménynek kell megfelelniink, rengeteg valtozo
szerint kell optimalizdlnunk. A feladatot egészében megfogalmazni és megoldani tehét
szinte reménytelen. Hogy kezelhet&vé tegyiik, szokas szétbontanunk a problémaét fazisokra.

Az els6 az elhelyezési (placement) fazis, amikor a megtervezends aramkor elemeit elhe-
lyezziik a lapon. Ekkor még nem tudjuk, hogyan fognak futni a huzalok, ezért heurisztikus
modon szokés valamilyen koltséget hozzarendelni az egyes elhelyezésekhez, és erre a kolt-
ségfiiggvényre optimalizalni. Ilyen algoritmust ismertet a [5] cikk.

A maésodik fazis a globalis huzalozas (global routing), amikor a huzalok hozzavet&leges
utjat hatarozzuk meg. (Tehat olyasmiket, hogy az egyes elemek alatt, vagy felett haladja-
nak el.) Ez akkor hasznos, hogyha az aramkori elemek felbonthatok kisebb csoportokra,
és a cél kitalalni, hogy a csoportok kézott hogyan helyezkedjenek el a huzalok.

A huzalozas kovetkez§ fazisa a részletes huzalozas, amikor az aramkori elemeket mar
elhelyeztiik a lapon, és mar csak a huzalok konkrét itvonalat kell meghatarozni. A szakdol-
gozat lényegi része ezzel a fazissal kapcsolatos, ezért a kovetkezs fejezetekben kiilon-kiilon
tekintjiik at a részletes huzalozis kétdimenzios és haromdimenziés eseteiben felmeriild
problémakat.

Ez utan még kovetkezhet a tomorités (compaction), amikor az algoritmusainkkal elké-



szitett huzalozast megprobaljuk még jobban lekicsinyiteni.
Egy masik eljaras, hogy felbontjuk az dramkort tobb részre (miel6tt megkezdenénk a
huzalozast, vagy egy fazison beliil), és a részeket kiilon vizsgaljuk. Erre tobb kiilonbo6zé

tgynevezett aramkor particionalo (circuit partioning) algoritmus létezik.



3. fejezet

A kétdimenzids huzalozasi feladatokrol

A kétdimenzios huzalozasi feladat esetén képzeljiink el egy téglalap alakt dramkori lapot,
amelynek a szélein vannak az alkatrészek kivezetései, a terminélok. Ezeknek bizonyos
elére meghatarozott részhalmazait (netjeit) szeretnénk huzalokkal 6sszekotni. A huzalok
technikai okokbol nem metszhetik egymast. S6t mi t6bb, bizonyos tavolsagnal kézelebb
nem is haladhatnak egymashoz, ezért érdemes tgy tekinteniink, hogy a huzalok csak egy
adott négyzetracs egyenesein haladhatnak.

Ilyen feladatbol konnyen el tudunk képzelni olyat, ami nem oldhaté meg egy sikracson
(3.1. abra), ezért sziikség lesz az eredeti racs folott tobb rétegre, a feladatot tehat tulaj-
donképpen egy kockaracson oldjuk meg. Fz a gyakorlatban régebben tgy valésult meg,
hogy a nyomtatott aramkorck két oldalan futhattak a huzalok, és a lapba fart furato-
kon csatlakozhattak egyméssal. Ma a technikai fejlédésnek koszonhetGen egyre tobb réteg

allhat rendelkezésiinkre. Minden esetre a huzalozasi feladatoknal gyakran az a cél, hogy

3.1. abra. Egy VLSI huzalozasi feladat, amely nem oldhat6 meg sikban. Az
azonos szammal jel6lt terminalok tartoznak egy nethez. A netek nem kothetSk Gssze a

rendelkezésre allo sikon, azonban két rétegen megvalosithato a huzalozas. 6]
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3.2. abra. Egy kétrétegii derékszbgii racsgraf, w = h = 3. 6]

minél kevesebb rétegen talaljunk megoldast.
A probléma preciz megfogalmazasaban egy racsgrafot kell definidlnunk, amin a felada-

tot megoldjuk:

3.0.1. Definici6. (k-rétegii derékszogii racsgraf) Az {1,..,h}x{1,..,w}x{1,....k}
halmaz legyen eqy grdf csucshalmaza, és két csics pontosan akkor legyen szomszédos, ha
pontosan egy koordindtdaban térnek el és abban éppen eggyel. Vegyiink fel egy-egy 1j ti;

cstcsot minden olyan (i, 7) pdrra, amelyre
e 1 =1wagyi=~h ésj=1,..,w; vagy
o j=1wvagyj=wési=1,..h.
At csicsot kdssik dssze minden (i,7,1) csicesal, ahol 1l =1, ... k. Az igy keletkezett Gy,

grdf termindljai a t;; csicsok. A rdcs szélessége w, hosszisdga pedig h.

3.0.2. Definicié. Ha adott eqy derékszgi racsgraf, ebben netnek nevezzik a termindlok
egy részhalmazdt. Huzalozdsi probléma alatt pdronként diszjunkt netek eqy N = {Ny, ..., N, }

halmazdt értjik.



3.0.3. Definici6. Legyen adott az N = {Ny, ..., N, } huzalozdsi probléma. Ennek egy k-
rétegld megolddsa a Gy, derékszogi rdcsgrdf paronként csiucsdiszjunkt, osszefliggd részgraf-
jainak H = {Hy, ..., H,} halmaza dgy, hogy N; C V(H,), vagyis H; dsszekoti az N;-hez

tartozo termindlokat.

A huzalozasi feladatok megoldasanak egy tipusa a Manhattan-modell, ami azt jelenti,
hogy az egymast kovets rétegeken felvaltva csak fliggéleges, vagy csak vizszintes huzalré-

szek futnak. Az elnevezést természetesen Manhattan racsszerd utcahélozata ihlette.

3.1. Egysoros huzalozas

Az egyik legegyszertibb huzalozési feladat az egysoros huzalozds. A terminélok ekkor a
kockaracsnak csak egy oldalan helyezkednek el. Az ilyen feladatoknal altalaban fix a racs
hossza (n) és a rendelkezésre 4llo rétegek szama. Célunk a feladatot minél kisebb szélességii
racson megoldani.

Az ilyen tipust problémak koziil csak egy klasszikus eredményt emlitiink példaként:

3.1.1. Egysoros huzalozas két rétegti Manhattan-modellben

Tekintsiink tehat n terminalt egy sorban. A huzalozast két rétegben valdsithatjuk meg,
Manhattan-modellben, azaz az alson csak fligg6leges, a felsén csak vizszintes huzalrészek
futhatnak. Erre a probléméara ismertetiink az alabbiakban egy linearis idejd algoritmust.

Nevezziik egy a feladatot kettévago vizszintes e egyenes terhelésének (t(e)) azt a szé-
mot, ahany netet az egyenes kettévag. (Tehat ahany netnek van az egyenes mindkét ol-
dalan terminalja.) Az egyenesek kozt el6forduld maximélis terhelést nevezziik a feladat

striségének, legyen d = maxt(e).
e

3.1.1. Tétel. (Gallai [2]) Egy eqysoros huzalozdsi probléma kétrétegii Manhattan-modellbeli
megolddsdanak minimdlis szélessége megeqyezik o feladat siriségével. Ilyen szélesséqd hu-

zalozds linedris 1ddben taldlhato.

Bizonyitas. A huzalozast ugy fogjuk megvalositani, hogy minden netnek egy vizszintes
huzalrésze lesz a felsd rétegen, aminek a két végéhez az also rétegen huzalok vezetnek (3.3.

abra).
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3.3. abra. Egysoros huzalozas két rétegii Manhattan-modellben. [6] A szaggatott
vonalak jelzik az also, a folytonosak a fels§ rétegen haladé huzalrészeket, a kérok pedig

az Gket Osszekotd atmeneteket. 6]
{J
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Rendeljiik hozza minden nethez a legkisebb és a legnagyobb x koordinataji terminalja
altal meghatarozott intervallumot, ez lesz tulajdonképpen a vizszintes huzalrész. (x koor-
dinata alatt azt értjiik, hogy a terminal hanyadik a sorban.) A huzalozést elkészithetjiik
egy moho algoritmussal:

Vegyiik sorra az intervallumokat kezdetiik x koordinatdjanak sorrendjében, és készit-
siik el a huzalozasukat. Tegyiik fel, hogy az els6 k net mar kész. Ekkor a k + 1.-nek a
vizszintes huzalrészét helyezziik el abban a sorban, ahova elfér, azaz ahol egy huzalt se
metsz. Ha ilyen nincs, nyissunk neki 1j sort.

Tegyiik fel, hogy az algoritmusunk r sorban oldja meg a feladatot. » > maxt(e) =
d, mert azoknak a neteknek a vizszintes huzalrésze, amiket a maximumot adg egyenes
kettévag, nem keriilhetnek egy sorba. Es r < d, H hiszen ha az algoritmus mar nyitott r
sort, és jon egy 1j intervallum, annak nem fog tGjat nyitni. Ha ugyanis ez az intervallum
egyik sorba sem férne be, akkor lenne olyan egyenes, ami r + 1 intervallumot vag ketté.
Tehat r < d.

Az algoritmus linearis ideji: A terminalokon val6 egyszeri sorbamenéssel meghata-
rozhatok a sziikséges intervallumok. A huzalozas elkészitésekor szamon tartjuk a szabad
sorok listajat, azaz azokat a sorokat, amikben nem metszi az aktualis terminal oszlopéat
vizszintes huzalrész. FEzek utdn végigmegyiink jobbroél balra a termindlokon. Ha olyanhoz
ériink, ami egy net bal széls6 terminélja, akkor a szabad sorok listajabol valasztunk egy
sort, tordljiik a listabol, és ide tessziik a vizszintes huzalrészt. Ha nincs szabad sor, nyi-
tunk egy 1j sort. Ha olyan terminalhoz ériink, ami egy net jobb szélsé terminalja, akkor

a sort, amiben a net vizszintes huzalrésze haladt, visszarakjuk a szabad sorok kozé. Igy
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tehat a terminalokon kétszer végigmenve elkészitheté a huzalozas. [J

A fenti bizonyitasbol egyébként az is kijott, hogy az intervallumgrafok perfektek. Hi-
szen képzeljiik el a vizszintes szakaszokhoz tartozd intervallumok altal meghatarozott
intervallumgrafot. Ennek a klikkszdma pont a maximalis terhelés, és ennyi a kromatikus
szdma, hiszen a sorokba vald rendezés egy szinezésnek feleltetheté meg, ahol egy sor egy
szinosztaly.

Az egysoros huzalozasnak még tobb esete ismert, de ezekrdl itt nem szélunk, bar meg-
jegyezziik, hogy a megszoritas nélkiili 2-rétegti modellben példaul nem ismert polinomialis

idejd algoritmus, ami megoldja a soros huzalozasi feladatot optimaélis szélességgel.

3.2. (Csatornahuzalozas

A huzalozasi feladatnak azt az esetét, amelyben a terminalok a lapnak csak két szemben
levé oldalan helyezkednek el, csatornahuzalozdsnak nevezziik. A feladatunk megvaldsitani
a huzalozést fix szdmi rétegen, minél kisebb szélességben.

Tekintsiink egy k-rétegii Manhattan-modellbeli feladatot. Ekkor legyen a vizszintes
huzalrészeket tartalmazo rétegek szama v, a fiiggSlegeseket tartalmazoké f. (Természete-
sen k = v+ f, és v és f legfeljebb eggyel tér el egymastol.) A terhelés és a stirtiség fogalma

itt ugyanaz, mint a soros huzalozasnal.

3.2.1. Allitas. Egy csatornahuzalozdsi feladat Manhattan-modellbeli megolddsdnak mi-

nimdlis szélessége legaldbb [4].

Bizonyitas. Ha van w szélességen megoldas, egy d terhelésti egyenest csak a vizszintes
rétegek soraiban metszhetnek huzalszakaszok, és ilyen sorbol vw van, ezért vw > d, amib6l
adodik az allitas. O

3.2.2. Tétel. Minden csatornahuzalozdsi feladat megoldhato { J szélességben a Manhattan-

modellben (ha f > 2). Emellett ilyen szélességti huzalozds taldlhatd linedris idében.

A technika régebben csak két réteg hasznélatat tette lehet6vé, ezért a legtobb eredmény

a kétrétegii Manhattan-modellt vizsgalta.

3.2.3. Tétel. (Szymansky [13]) NP-teljes annak az eldontése, hogy egy csatornahuza-
lozdsi feladat megoldhatd-e legfeljebb k szélességben a kétrétegii Manhattan-modellben (ahol

k része az inputnak).
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3.4. dbra. A 3.3.1. bizonyitashoz hasznalt switchbox feladat. [6]

e

. Ly
1 2 [T ] 2 1 2 aee
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o o " 0e
Bi1i42eee p|h4l
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4D ]y

Mivel a probléma megoldasa igen fontos, nagyon sok heurisztikus modszert fejlesztet-
tek ki ezen a teriileten. Az egyébként nem megoldhato feladatokat pedig iires oszlopok
beszurasaval szokas megoldhatova tenni, igy a cél az lehet, hogy minél kevesebb oszlopot
szuarjunk be.

Megszoritas nélkiili kétrétegii modellben viszont minden feladat megoldhato:

3.2.4. Tétel. (Recski, Strzyzewski [10]) Minden csatornahuzalozdsi feladat linedris

1ddben megoldhato a kétrétegii megszoritds nélkili modellben.

3.3. Switchbox huzalozas

Switchbox huzalozds esetén a téglalap mind a négy oldalan helyezkedhetnek el terminalok.
Mivel a switchbox huzalozas a csatornahuzalozas egy altalanositasa, ezért a megoldhato-
sadga a 2-rétegii Manhattan-modellben szintén NP-teljes. A csatornahuzalozas megoldhato

volt viszont megszoritas nélkiil két rétegen, itt azonban nem igy van.

3.3.1. Tétel. (Hambrusch [3]) Tetszdleges k szamhoz taldlhato olyan switchbor huza-

lozdst feladat, amely nem oldhaté meg k rétegen a megszoritds nélkili modellben.

Bizonyitas. Tekintsiik a 3.4. abran lathato feladatot. Itt az e egyenes mind a h + w
netet kettévilasztja. Ezért £ rétegii megoldas esetén teljesiilnie kell, hogy h < kw. De

adott k-hoz tudunk valasztani olyan h-t és w-t, hogy az egyenl6tlenség ne teljesiiljon. [
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A téglalap oldalhosszainak és a feladat siirtiségének fliggvényében azonban megadhato

a megoldashoz sziikséges rétegek szama:

3.3.2. Tétel. (Szeszlér [9]) Legyen egy switchbox huzalozdsi probléma hossza n, széles-
sége w, ugy, hogy n > w. Ekkor a Manhattan-modellben valo megolddshoz sziikséges réte-
gek minimdlis szdma 2[2] —1 és 2[ L] + 4 kizitt van. 2[2] + 4 rétegid megoldds taldlhato

linedris iddben.

3.4. Gamma huzalozas

A huzalozasi feladat azon valtozatat, amelyben a termindalok a téglalap két szomszédos
oldalan helyezkednek el, gamma huzalozdsnak nevezziik. Mivel a feladat szélessége és
hosszlisaga fix, a cél itt is a rétegek szamanak minimalizélasa.

A gamma huzalozas bonyolultsdga nem ismert, bar egyes aleseteire ismertek polinomi-
alis algoritmusok. Ha példaul minden netnek legalabb egy terminalja van mindkét oldalon,
akkor a feladat megoldhato kétrétegi Manhattan-modellben.

Arra az esetre, ha minden netnek csak két terminalja van, Wu és Jaja [14] ad a cik-
kében egy algoritmust, ami eldonti a megoldhatosagot, és megoldja a feladatot kétré-
tegi Manhattan-modellben, a netek szaimaban lineéris id6ben. Az algoritmus egyébként
a Gallai-algoritmus kibgvitése.

Boros, Recski, Szkaliczki és Wettl cikkiikben [1] altalanosabb esetekre adnak megol-
dasokat.
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4. fejezet

Haromdimenzios huzalozasi feladatok

A huzalozasi technologidk fejlédésének koszonhetGen megjelentek a valodi hdromdimen-
zi6s huzalozasi feladatok. A soros huzalozas megfelelGjének tekinthetjiik az egyetlen aktiv
réteg huzalozasi feladatot, illetve sz6 lesz a csatorna és gamma huzalozas haromdimenzios
verzi6jarol is. Ezekben az esetekben az optimalis huzalozas meghatirozasakor tulajdon-

képp cstcsdiszjunkt Steiner-fakat keresiink.

4.0.1. Definici6. (Steiner-fa probléma) Adott G = (V, E) grdaf. T C V' termindlok,
c : E — R koltségfiiggvény. Keressiik azt az F fdat, ami lefogja a termindlokat, és az

éleinek dsszkoltsége minimdlis.

Errél a problémarol tudjuk, hogy NP-teljes, de kdzelité algoritmusok ismertek ré.
Az alabbiakban ismertetett feladatokat megoldé algoritmusok nem az optimélis meg-
oldéast adjdk meg, hanem egy fix felosztas esetén megadnak egy huzalozast. Ezek a felosz-

tasok azonban még lehet, hogy javithatok.

4.1. Definicidok

Haromdimenzios feladatok esetén altalaban egy n x h X w méreti kockardcson dolgozunk,
aminek az oldalain helyezkednek el a terminélok. A racsot képzeljiik el egy koordinéta-
rendszerben, az x tengely iranyat nevezziik ezenttl n, az y tengely iranyat h, a z tengely
irdAnyat w iranynak. n-egyenesnek fogjuk tehat hivni ezenttl az x tengellyel parhuzamos
egyeneseket, n-siknak az z tengelyre merdleges sikokat, és igy tovabb.

A feladatok megoldasakor sziikség lesz felosztasokra: n irdnyu s,, méreti felosztas ese-

tén az eredeti radcsunk minden n-sikja utan beszurunk s, —1 Gjat. Ugyanigy definialhatjuk
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a w és h irdnyu felosztasokat is.

Egy haromdimenziés huzalozasi probléma megoldasa s, sj, s, felosztds és N =
{N1, Ny, ..., N¢} netek esetén a s,n x nph X s,w méreti kockaracs H = {H,, Ha, ..., H;}
osszefiiggd részgrafjai lesznek, ahol teljesiil, hogy N; C V(H;), azaz a H; 6sszekoti az N;

net termindaljait.

4.2. Egyetlen aktiv réteg huzalozasi feladat

Az egyetlen aktiv réteg (Single Active Layer) huzalozési feladat (réviditve SALRP) esetén
tekintsiink egy w x n méretd sikracsot. Ezen fognak elhelyezkedni a terminalok. A cél,
hogy a huzalozist minél kevesebb rétegen, azaz minél kisebb h magassagt kockarécson
valositsuk meg. Konnyen elképzelhet6 olyan huzalozasi feladat, ami igy nem oldhaté meg,

tehat sziikség lesz felosztasokra.

4.2.1. Lemma. ([9]) Minden n-re és s,-re létezik olyan SALRP, ami nem oldhaté meg

h = QL-nél kevesebb rétegen.
Sw

Bizonyitas. Az egyszertiség kedvéért legyen w = 2a és n = 2b. Tekintsiik a kdvetkezs
feladatot (4.1. 4bra): Alljon minden net két terminalbol, amik helyezkedjenek el az n = b
koordinataju n-sik altal elvalasztott két félsikon. s, nagysagi w iranya felosztas esetén
az n = b koordinataju n-sik kockaridcsunkba esG részének teriilete s,w. Mivel az an net
mindegyikének van terminalja a sik mindkét oldalan, igy legalabb ennyi huzalnak kell
athaladni a sikon. Igy adodik, hogy s,wh > an, azaz h > %

O

4.2.2. Lemma. ([9]) Ha s, > 2 és s, > 2, akkor minden SALRP megoldhatd h = 3

rétegen.

Bizonyitas. Rendeljiink minden nethez egy kiilon réteget, és a terminalokbol vezessiink
h iranyd huzalrészeket a hozzajuk tartozd nethez rendelt rétegig, ahol a felosztasok miatt
létrejott tlires sorokban és oszlopokban 6sszekothetjiik Gket. A legalabb két terminalbol

allo netek szdma legfeljebb 5%, tehat ennyi réteg elég lesz. [

4.2.3. Tétel. (Recski A., Szeszlér D. [11]) Ha egy SALRP minden netje két termi-
ndlbol dall, akkor a netek feloszhatok L%nj osztalyba gy, hogy minden osztdly huzalozdsa

kiilon-kilon megoldhatd s, = f;} felosztdson h = 2 rétegen.
n
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4.1. bra. A 4.2.1. bizonyitasban konstrualt SALRP als6 rétege. [9] Az e egyenes

n = b koordin&taju n-sik metszete az also réteggel.

o Tn| |Tb+1 Tn—1 |

In+1 |In+2 : : Ion—1|f2n

Im  |tm-1 1 i Tn+2 |In+1
n 4 2

4.2.4. Allitas. (Recski A., Szeszlér D. [11]) Tegyiik fel, hogy egy SALRP netjei fel-
oszthatok hy osztdlyba gy, hogy minden osztdly huzalozdsa kilon-kilon megoldhato s, = &'
és s, = 8" felosztisokon, h = hg rétegen. Ekkor az eredeti feladat megoldhatd s, = s’ + 1

és s, = 8" + 1 felosztdsokon, h = hohy rétegen.

4.2.5. Kovetkezmény. Ha egy SALRP minden netje két terminalbol all, akkor a huza-

lozas megvalosithato s, = s, = 2 felosztéson, h = 3max(n, w) rétegen.

4.2.6. Tétel. (Recski A., Szeszlér D. [11]) Minden SALRP megoldhatd s, = s, = 2

felosztdson, h = 6 max(n,w) rétegen, O(t(w + n)) idében, ahol t a netek szima.

4.3. HAromdimenzios csatornahuzalozas

A két dimenzids csatornahuzalozasi feladat haromdimenzios valtozatanak tekinthetjiik a
haromdimenzios csatornahuzalozési problémat, réviden 3DCRP-t (3-Dimensional Chan-
nel Routing Problem). Ez esetben alul és feliil két parhuzamos w x n méreti h-sikon
helyezkednek el a terminalok, a feladat pedig ismét az, hogy minél kevesebb rétegen, azaz
minél kisebb h magassagban kossiik 6ket Gssze.

Kétosztatinak hivunk egy feladatot, hogyha minden netjének két terminalja van, egy

a fels6, egy az also sikon.

4.3.1. Lemma. (Reiss A., Szeszlér D. [12]) Ha s, > 2 és s, > 4, akkor minden
3DCRP megoldhaté h = 6 max(n,w) rétegen, polinomidlis idében.
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Bizonyitas. Toljuk el a f6ls6 réteg terminéljait 2 egységgel n iranyban, és vetitsiik le
ket az also sikra. Igy egy SALRP-t kaptunk, s, s, > 2 felosztasokkal, ami a 4.2.6. tétel
alapjan megoldhato h = 6 max(n,w) rétegen. Minden egyes terminél f6lotti h-egyenest
lefoglal egy-egy h-huzalrész, ez a megoldas modosithatd dgy, hogy az eredeti 3DCRP
feladat megoldasat adja. [J

4.3.2. Tétel. (Reiss A., Szeszlér D. [12]) Minden kétosztati SDCRP megoldhatd s, =

sp = 2 felosztdson, h = 3max(n,w) rétegen.

4.3.3. Tétel. (Reiss A., Szeszlér D. [12]) Minden 3DCRP megoldhats s, = s, = 2

felosztdson, h = 15 max(n,w) rétegen.

Bizonyitas. El6szor tekintsiik az alsé és fels6 racsok teminaljait tgy, mint két kiilon
SALRP-ot. Ezeket oldjuk meg s, = s, = 2 felosztason, h = 6 max(n,w) magassaghan.
Mivel a terminalok feletti h egyeneseket csak az adott net hasznalja, felvihetjiik a huzalt
minden terminalbol a SALRP huzalozés felss rétegére. Igy a két SALRP kozott egy kétosz-
tatt 3DCRP feladatot kaptunk, ami megoldhaté s,, = s, = 2 felosztason, h = 3 max(n, w)

magassigban. Igy dsszesen h = 15 max(n, w) réteget hasznaltunk. [J

4.4. Egyéb haromdimenziés problémak

Ezeken kiviil még elképzelhetiink olyan haromdimenziés huzalozési problémékat, amikor
egy kockaracs néhany megadott oldalan helyezkednek el a terminélok, amiket minél ki-
sebb felosztasokon szeretnénk megoldani. Ezek attekintésére szolgal a 4.2. tablazat, ami a
problémak nevét és a kocka esetén (s = w = h esetben) ismert legkisebb felosztéas értékét
adja meg. A problémak koziil a haromdimenziés gamma huzalozast targyaljuk részletesen

a kovetkez6 fejezetben.
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4.2. abra. Haromdimenziés huzalozasi feladatok attekintése. [8] A tablazatban a
probléma neve, a harom iranyt felosztas koziil a legnagyobb értéke, és a probléma vazlatos

rajza lathato.

Single Active Layer Routing s=2 [13]
Problem (SALRP) ===
=
3-Dimensional Channel Routing s = max([1],2) [12]
Problem (3DCRP) l—=
=
3-Dimensional Gamma Routing s=9 [7]
Problem (3DT'RP)

Saddle Routing Problem (SRP) s =10
Open Corner Routing Problem s=10
(OCRP)
Closed Corner Routing Problem s=15
(CCRP)
3-Dimensional Ring Routing s=15

Problem (3DRRP)

3-Dimensional Open Switchbox | Terminals on | s =19

Routing Problem (3DOSRP) five faces
3-Dimensional Switchbox Rout- | Terminals on | s = 19
ing Problem (3DSRP) all the faces
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5. fejezet
Haromdimenziés gamma huzalozas

A kétdimenzids esethez hasonléan képzelhetjiik el a haromdimenziés gamma huzalozési
feladatot is (3-Dimensional Gamma Routing Problem, 3DI'RP). Tekintsiink tehat egy
n X h x w méret kockaracsot. Ennek két szomszédos oldaldn fognak elhelyezkedni a ter-
minalok. Legyen ez a két oldal az n = 0 koordinataju fiiggsleges sik, amit hivjunk nyugati
siknak, és a h = 0 koordin&taji vizszintes sik, amit hivjunk déli siknak. A felosztasok
nélkil (0,7, 7) koordinataja nyugati terminéalokat jeloljiik w;;-vel, a (¢, 0, j) koordinataju
déli terminalokat pedig s;;-vel.

A fejezetben ismertetjiik az algoritmust, ami fix felosztdson megoldja a feladatot kocka
esetén. Ez utan majd ismertetiink néhany algoritmust négyzet alapt hasabon adott fel-

adatok megoldasara.

5.1. Haromdimenziés gamma huzalozas a kockaban

A 3DI'RP altalanos esetben nem oldhaté meg fix felosztasokon:

5.1.1. Allitas. ([7]) Minden s, sy, s. felosztdsra létezik n, h, ésw, és egy ilyen méreti

3DU'RP, ami nem oldhato meg az adott felosztdsokon.

Bizonyitas. Legyen az egyszertiség kedvéért w paros. A 4.2.1. lemméhoz hasonl6 médon
tekintsiink egy olyan feladatot, amikor minden net két terminalbol all. Helyezkedjenek el
a termindlok ugy, hogy az egyik a 7 koordindtaju w siknak az egyik, a mésik a masik

w(h +n)

oldaldn legyen. Ekkor ezen a sikon huzal kell dthaladjon, a teriilete viszont

sphsyn. Feltehetjiik, hogy n < h. Ekkor a kévetkezd egyenlGtlenséget kapjuk: wn <
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w(h+n)

2
w-t6l, valaszthatjuk w-t akkoranak, hogy ez ne teljesiiljon a fix felosztasokra. [

< spspnh. Tehat w < sps,h-nak kell teljesiilnie, de mivel a bal oldal nem fiigg

A feladat kockara megszoritott valtozatara viszont létezik algoritmus fix felosztasokkal.

5.1.2. Tétel. (Kiss Attila [7]) Legyen n = h = w. Ekkor minden 3DI'RP megoldhatd

Sp =05, 8, =5, 8y = 10 felosztdsokon.

Kiss Attila algoritmusa harom lépésben oldja meg a feladatot: Nevezziik kétosz-
tatanak a feladatot, ha minden netnek két termindlja van, egy a déli, egy a nyugati
sikon. Ezt az esetet megoldja s, = 2, s, = 3, s, = 4 felosztésokon.

Ez utan jon a féloldali eset, amikor minden netnek tobb terminélja van a nyugati
sikon, mint a délin (vagy forditva). Ezt megoldja s, = 2, s, = 5, s, = 5 felosztasokon, de
a dolgozatban erre egy mésik modszert ismertetiink, ami s, = 3, s, = 4, s, = 4 méreti
megoldést ad.

Eszrevehetjiik, hogy a feladat altalanos esete szétszedhets két féloldali feladatra, ami-
ket kiilon-kiilon megoldva s, = 6, s, = 8, s,, = 4 felosztast altalanos megoldast kaphatunk

(a fent emlitett masodik modszer esetén).

5.1.1. Kétosztatii 3DI'RP a kockadban

Ez esetben tehat minden net két termindlbdl all, amik koziil egyik a nyugati, masik a
déli sikon helyezkedik el. Nevezziik diagonaloszlopoknak a (s, = 2, s, = 3, s, = 4 fel-
osztasokat figyelembe véve) (3i — 1,0,44) ¢ = 1...n koordinataju pont feletti fiiggsleges
oszlopokat. A huzalozés megvalositasakor mindkét terminalbdl el fogjuk juttatni a huzalt
a déli terminal harmadik koordinatajanak megfelelé diagonaloszlopba. Ehhez egy tgyne-
vezett koordinatatablat hasznalunk, ami egy n x n-es matrix, melynek minden eleme egy

nethez tartozik:

ctij = (25, m;(3), 04())

Ebbél z;; a w;; terminal déli parjanak harmadik koordinataja. m; és o; (j = 1...n)
pedig az {1,2,...,n} szamoknak a permutacioi. Ez esetben a o; permutaciok tetszélegesek
lehetnek. A 7; permutaciokra teljesiilnie kell, hogy ha a métrix két elemére z;; = 2y,
akkor 7; (i) # m (k) legyen. Ilyen 7; permutaciokat tudunk valasztani a kévetkezs modon:

Feleljen meg egy paros graf egyik pontosztalya a matrix oszlopainak, a mésik pont-

osztalya a lehetséges z értékeknek. (A dolgozat soran t6bbszor lesz sz6 paros grafokrol,
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ezeknek a pontosztalyaira egyszeriiség kedvéért hivatkozzunk fels§ és als6 pontokként a
késébbiekben.) Menjen él két pont kozt, ha az adott oszlopban szerepel az adott érték.
Ez egy n-regularis graf lesz, ami felbomlik n darab éldiszjunkt teljes parositasra. Legyen
7;(7) értéke annyi, ahadnyadik parositasban valasztottuk ki a ct;;-nek megfelels élt.

Ezek alapjan a déli sik azonos harmadik koordinataja elemeit a veliik egy sikban levd
diagonaloszlop kiilonb6z6 magassagi pontjaiba fogjuk bekotni, ezeket a magassidgokat
hatarozza meg 7;(i). A nyugati terminalokbol pedig egy o;(i) altal meghatarozott n-
sikban vissziik fel a huzalt a 7;(7) altal meghatarozott magassagra, majd onnan tovabb a
diagonaloszlop n, majd w sikjaig.

Az algoritmus ezen része részletesen megtalalhato Kiss Attila diplomamunkéjaban [7],

illetve a 5.1. dbra lila részén is lényegében ez lathato.

5.1.2. Féloldali 3DI'RP a kockaban

Tekintsiink egy féloldali gamma huzalozasi feladatot, azaz mondjuk legyen minden netnek
legalabb annyi terminalja a nyugati sikon, mint a délin. A feladatot vissza fogjuk vezetni
egy kétosztatu feladatra. A déli terminaloknak valasszunk part a nyugatiak koziil. Amelyik
nyugati terminalnak nem jutott par, annak jel6ljiink ki parnak egy iires helyet a déli sikrol,
azaz egy alterminalt. Mivel a déli sikon lesz ennek elég hely [7], sikeriilt létrehoznunk egy
kétosztatu feladatot.

Els6 fazisként ezt a kétosztati feladatot oldjuk meg, a mésodik fazisban a diagonél-
oszlopok egy nethez tartozé pontjait kell 6sszekotniink.

A huzalozashoz hasznalt koordindtatabla ez esetben legyen a kovetkezs:

ctij = (zi5,mj(i), 05(i), Hij, Lij)

A 7; permutaciokat valasszuk meg ugyantgy, mint eddig. Amikor a 7;-k mar megvan-
nak, mar tudjuk, hogy a w;; terminalbol indulé huzalt milyen magasra fogjuk bekotni a
megfelel diagonaloszlopba, szoval a (4z;; — 1,3m;(4), 4z;;) koordinataja pontot kell majd
valakivel &sszekotniink a mésodik fazisban. Ennek legyen a pérja az a vele egy nethez
tartozo (41;; — 1,3H,;,41,;) koordinataju pont, ahol (H;;, [;;) a (m;(i), z;;) utdn kévet-
kezik, ha a nethez tartozo ilyen koordinatékat abécé sorrendbe rakjuk. (Vagy barmilyen
sorrendbe.) A (41;; — 1,3H;;,41;;) koordinataji pontot hivjuk ezentil x;;-nek. A sorrend

utolsé pontjanak nem lesz parja, itt iiresen hagyjuk a matrixot. Igy teljesiilni fog, hogy a
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5.1. 4bra. Féloldali gamma huzalozas a kockdban. A w;; termindalt az els6 fazisban
osszekotjiikk a parjaval, a (4x,0,4ct;;(1)) ponttal (lila huzal), majd a masodik fazisban
a kapott huzalrészhez kotjiik a nethez tartozé megfelelGen valasztott diagonaloszlopbeli
pontot (zold huzal). A feltiintetett koordinatak a hozzajuk legkdzelebb 1évs megvastagitott

pontokhoz tartoznak.

(41,5(3) — 1,3H;,41,;)
(4cti;(3) — 3,3Hi; — 1,41;;)

(4z, 3cti;(2) 4+ 1,4ct;5(1))

gl

(4ctij(1) = 1,3cti;(2) 749 o>
(4Ctzj(3) -3, 3Hz;‘7/li;17 - 2) ﬁ(%td(l) -1, S(Jtz]'(Q)! 1()?51]'(1))

(deti;(3) — 3, 3cts; (2)J47 — 3)
(0,34,45)

\

(0,3i,45 — 1)

L
(4ctj(3) — 3,30,45 — 2)

(42,0, 4ct;;(1))

(4,0, 4ct;; (1) — 2)
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tablazatban nem lesz két elem, amiknek ugyanaz az utolso két koordinataja, azaz minden
lehetséges H;; érték legfeljebb n-szer szerepelhet.

Ezek utan valasszuk meg a o; permutéaciokat tgy, hogy ha a matrix két elemére H;; =
Hy, akkor o;(i) # o,(k) legyen. Ezt meg tudjuk csinélni, mert a m;-k megvalasztasanal
hasznalt paros grafos indoklas itt is miikodik: Feleljenek meg a paros graf felsé pontjai
a matrix oszlopainak, az alsok a lehetséges H;; értékeknek, kozte az iiresnek is, ez igy
n + 1 pont. Menjen él két pont kozt, ha az adott oszlopban szerepel az adott érték.
Atalakithatjuk n-regularissa a grafot, ha az iireshez tartozé pontboél atrakjuk az éleket
azokhoz a csicsokhoz, amiknek n-nél kisebb a fokszama, igy n-ed fokiva egészitve ki
Sket. Es akkor ebben a grafban lesz n darab éldiszjunkt teljes parositas, legyen o;(i)
annyi, ahdnyadik péarositasban véalasztottuk ki a ct;;-nek megfelels élt.

Az els6 fazisban készitsiik el s, = 2, s, = 3, s, = 4 felosztason a kétosztati huzalo-
zast, aztan noveljiik meg az n és h iranyu felosztast eggyel. Legyenek a 4k —2 k = 1..n
koordinataju n sikok és a 3k — 1 koordinataja h sikok az Gjonnan beszirtak.

Masodik fazisként az x;; pontot szeretnénk 6sszekdtni a w;; terminalhoz tartozo nettel.
A ponton athaladé n egyenesen csak a netiinkhéz tartozo huzal mehet, ezen induljunk el a
pontboél a 4ct;;(3)—2 koordinataig. Itt vigyiik a huzalt egy egységet lefele, majd w iranyban
a 47 — 2 koordinataig, majd egy egységet n irdnyban visszafele. Ezzel megérkeztiink a
(4ct;;3 — 3,0,45 — 2) feletti oszlopba, amiben csak w;; netjéhez tartozé huzalrész van,
amivel 6sszekothetjiik a huzalt.

Szoval az 1j huzalrészeink tulajdonképpen csak a (4ct;;(3) — 2,3H;; — 1,41;;)-ken at-
halad6 w irdnyta huzalrészek. Ezek a kétosztati huzalozasnal hasznalt huzalokat nem
metszik, mert az Gjonnan beszirt h és n sikokban vannak. Egymast pedig a ct;;(3) érté-
kek megfelels valasztasa miatt nem fogjak metszeni, mert minden nethez kiilénb6z6 ilyen

w egyenes tartozik.

5.1.3. Altalanos eset

Ezek utan konnyen megoldhaté a kockan valé gamma huzalozéis altalanos esete tgy, ha
szétszedjiik két féloldali feladatra. Azaz tartozzanak az egyik feladathoz azok a netek,
amiknek tébb huzaljuk van a déli stkon, mint a nyugatin, a méasik feladathoz pedig a
tobbi net. Ezek utdn oldjuk meg az egyik feladatot s, = 3, s, = 4, s, = 4 felosztason,
és szurjunk be az eredeti n-sikok elé 4-4 tdjat, az eredeti h-sikok elé pedig 3-3 tjat. Az

igy kapott s, = 6, s, = 8, s, = 4 felosztason oldjuk meg a masik féloldali feladatot,
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azzal a kiilonbséggel, hogy a déli termindlokat eltoljuk el6szor n irdnyba 4 egységgel, a
nyugatiakat A irdAnyba harommal.

A fejezetben ismertetettek alapjan tehat kimondhatjuk a kovetkezét:
5.1.3. Allitas. Legyen n = h = w. Ekkor minden 3DT'RP megoldhatd s, = 6, s, = 8,

Sw = 4 felosztasokon.

5.2. Haromdimenzioés gamma huzalozas négyzet alapu

hasabon

A kockan torténé gamma huzalozés megoldasa utdn magatol értet6dének tiinik az alta-
lanos eset vizsgalata. Utban efelé azonban négyzet alapu hasabon térténd gamma huza-
lozassal foglalkozunk a dolgozat hatralevd részében. Ennek két valtozata lehet, aszerint,
hogy a hasab melyik oldalain vannak terminalok. Ezek a problémak nem oldhatok meg
fix felosztasokon, de az aldbbiakban adunk néhany algoritmust, amik a hasib oldalainak

aranyaval adott felosztason miikodnek.

5.2.1. n=h eset

Tekintsiink egy négyzet alapt hasabot, melyre n = h és w = Kn, valamilyen K egészre.
Ennek a déli és nyugati sikjan legyenek a termindlok. Megjegyezziik, hogy az algoritmus
barmilyen w esetén miikddik: képzeljiink a hasab utan annyi iires w-sikot, hogy a mérete

K-val oszthato legyen, és oldjuk meg a feladatot igy.

5.2.1. Allitas. Minden adott felosztdshoz van olyan 3DTRP, amire n = h és w = Kn,

és nem oldhato meq a felosztdson.
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Bizonyitas. Nézziik a w = % koordinatajt sikot. Ennek mindkét oldalan legyen Kn?
terminal tigy, hogy minden terminal a parja a sik mésik oldalan van. Ekkor Kn? huzalnak
kell 4thaladni ezen a sikon, ami sy, S,,, S, felosztasok esetén sp,s,n? teriiletti. Ebbél adodik,
hogy sps, > K kell, hogy legyen. Szoval ha K-t megfelel6en nagynak valasztjuk, a feladat

nem oldhaté meg az adott felosztason. [

Kétosztatil eset

Az aldbbiakban megadunk egy algoritmust, ami megoldja a kétosztata feladatot s, = 2,
s, = K 4+ 2, s, = 4 felosztasokon.
A huzalozashoz egy a kockdn valé gamma huzalozas koordinatatablajahoz hasonlot

fogunk létrehozni. A matrix elemeinek négy koordinataja legyen a kovetkezd:

cti = (25, m;(1), 05(4), 85),

aholi=1.n,7 =1..Kn.

Legyen z;; € {1,2,..., Kn} a felosztasok nélkil (0,4, ) koordinataju nyugati terminal
déli parjanak a harmadik koordinataja. m; és o; (j = 1..Kn) pedig az {1,2,...,n} szamok
permutéciéi. A kockadn val6 huzalozas esetéhez hasonloéan tgy kell megvalasztanunk a
7;-ket, hogy ct azon elemeiben, ahol z;; megegyezik, m;(7) legyen kiilonb6z6.

Hogy ezt meg tudjuk tenni, az is a kocka esetéhez nagyon hasonléan latszik: Vegyiink
egy paros grafot, aminek az egyik pontosztalya a ct matrix oszlopainak felel meg, a ma-
sik a lehetséges z értékeknek. Legyen él két pont kozt, ha a megfelel§ oszlopban szerepel
a megfelel§ z érték. Ekkor egy n-regularis paros grafot kaptunk, ami felbomlik n darab
éldiszjunkt teljes parositasra. Valasszuk m;(i)-nek azt, hogy hanyadik parositasban va-
lasztottuk ki a z;; koordinatanak megfelel§ élt. A o;-k pedig itt is lehetnek tetszéleges
permutaciok.

A ct matrix elemeinek negyedik koordinataja legyen s;; = 2z;; mod K.

Innentdl haszaljuk az s, = 2, s, = K + 2, s,, = 4 felosztasok szerinti koordinatakat.
A huzalozas a kockahoz hasonléan itt is azon alapul, hogy a net mindkét terminaljabol
eljuttatjuk a huzalt egy adott fligg6leges oszlopba. A w;;-hez tartozé net diagonaloszlopa
legyen a ((K + 2) szK_lJ +si; — K — 1,0, 4z;) folotti fiiggleges oszlop. (5.2. abra)

A net (0, 24,47) koordinataja nyugati terminaljabol induljunk el a huzallal egy egységet

w irdnyban vissza, n irdnyban a (K + 2)ct;;(3) — K — 1 koordinataig, w irdnyban egyet

vissza, majd fel a 2ct;;(2) koordinataig, w iranyban egyet vissza, majd n irdnyban az
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h esetben. A példiban K = 3, n = 2. Az ab-

rdn a huzalozési feladat déli sikja lathato, a folyamatos vonalak az eredeti racs részei, a

1J +s—4,0,4z), s = 0...2, z = 1...6. Az ezek feletti oszlopok lesznek a

z—
3

szaggatottak az s, = 5, s, = 4 felosztas miatt beszirt sikok részei. Az eredeti huzalok

metszéspontjaiban levd sziirke korok jelzik a termindlokat, a négyzettel jelolt racspontok

5.2. abra. Diagonaloszlopok n
koordinatai (5|

diagonaloszlopok.

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=f====3=-=f==g==7=-=3=-=f-="=F-="=A="-=Fyg-=fF-=~=Fg=-=-qy=-=-y=-=F--"-F-=-"-QA-=-F=-=-F--F=-=-3=-=1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

L e Bl =t=-=1=-=-1-=-f--"1--aA-=-¥y-=-f--Fy-~--1-=-y-~-=~-F--"~F--~-A-=~"~F¥--~f--~-Fr--1--1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
==f1====y==f-=y1=-=-71-=-1-" =1==a==71==f-=71==q=-=1-=f-;"-1=-=qA-~"=y-=-f{--¥r=--=-31-°-=-1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
mEgEmEqg === =g ===y == mEgEmEqg === =g ===y == mEgEmEqg === == gm=qg==q
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
=== =q==g==f==y==g==g==f=-=-Fy==-q=-=7-= === ==g==f=-=7==q==g==f==y==q==1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
==F==aA==TI== ==F¥==a==1-=- ==F==aA==TI== ==F¥=="aa==3- =T==aa==T="= ==F¥==7==1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
==t=-=a-=31-=-f--r--1--1--f--r1--i--~¥y--f--r--A--y--~-FyF--Ir--~A--y- =T--a--1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 h 1 1 1
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diagonaloszlop sikjaig. Innen egy egységet vissziik fel a huzalt, majd w irdnyban elvissziik
a kijelolt oszlopig.

A déli terminal koordinatai legyenek ((K + 2)w;;,0,4%;) innen a kévetkezdképpen
vissziik a huzalt a diagonaloszlopba: megyiink két egységet w irdnyban vissza, innen h
irdanyban 2ct;;(2) + 1 magassagig, majd két egységet w irdnyban elére, innen n irdnyban

a kijelolt oszlopig.

Féloldali eset

A féloldali feladatot a kockdhoz hasonld oOtlettel tudjuk megoldani. Az els§ fazisban te-
hat vezessiik vissza a feladatot egy kétosztatu feladatra alterminalok bevezetésével. A

koordinatatabla itt a kovetkezd lesz:

ctij = (25, 75(4), 8ij, 05(1), lij, Hij, Lij)

Itt minden korabban el6fordult jelolés ugyanaz, mint ahogy eddig (a kétosztatu esetnél,
vagy a kockan térténd féloldali huzalozasnal) definidltuk, a z;;, m;(7), s;j, Hij, 1i; értékeket
tehat meg tudjuk hatarozni ugyanigy. A H,;; értékeket a kocka esetéhez hasonléo modon
valaszthatjuk tgy, hogy minden érték legfeljebb Kn-szer szerepeljen a matrixban. (Es
még lehetnek olyan helyek, amikre H;; iires.)

Aoj-kaz {1,...,n} elemek permutacioi kell legyenek. Ezen kiviil [;; € {1,...,n}, ezekre
teljesiilni kell, hogy ha a matrix két elemére H;; = Hyy, és 0;(i) = op(k), akkor l;; # lgp,
és ha @ > k, akkor [;; < [y,

Ezeket az értékeket meg tudjuk valasztani a kovetkezé modon: vegyiink egy paros
grafot, melynek f6ls6 Kn pontja a matrix oszlopainak, als6 pontjai pedig a lehetséges H;;
értékeknek felelnek meg. Ez az érték n féle lehet, feleltessiink meg minden értéknek K
darab pontot, igy az als6 pontosztaly a kévetkezs halmaz: {11, ..., 1,,...,n1, ..., n, }.

A graf élei feleljenek meg a ct métrix elemeinek. A ct;; elemhez tartozé él kisse dssze
az elem oszlopat (j-t) a H;; értékének tetszéleges példanyaval. Igy olyan paros grafot
kapunk, amiben minden pont foka legfeliebb n lesz. Ezt kiegészithetjiik n-regularissa. Es
akkor ez a graf felbonthat6 n darab éldiszjunkt teljes parositasra. Legyen o;(i) értéke az,
hogy hanyadik parositasban valasztottuk ki a neki megfelels élt.

Igy olyan o; permutaciokat sikeriilt valasztanunk, amikre az is teljesiil, hogy minden
lehetséges (H;;, 0;(i)) érték pontosan K-szor fordul el6. A H;; érték minden K példanyabol

kijovs élek koziil egyet valasztunk ugyanis a o;(i) értékének megfelel parositasba. Ezért

28



meg tudjuk valasztani az [;; értékeket a kivanalmaknak megfelelGen: a (H;;, 0;(7)) értékpar
K el6fordulasat tekintsiik oszlopok szerinti sorrendben, és ezek kapjak meg sorban a
K, ..., 1 értékeket.

Ha kész a koordinatatabla, készitsiik el a kétosztati feladat huzalozasat s, = 3, s, =
K+2, s, = 4 felosztéson, az el6z6 részben ismertetett modon, majd szirjunk be az eredeti
n-sikok utan kettével K tjat. Azaz az 4j n-sikok legyenek a k(2K +2)+2,..., k(2K +2) +
K + 1 els6 koordinatajuak k£ = 1...n.

Ezek utan koévetkezik a méasodik fazis, s, = 3, s, = 2K + 2, s,, = 4 felosztason.
Ekkor az eddig elkésziilt netet Gsszekotjiik a (0,3H;;,41;;) koordinataja ponton athalado
n-egyenessel. Induljunk ki tehat az eddigi netiink ((2K +2)o,(i) —2K —1,0,4j —2) feletti
h-huzalrészébdl. Ebb6l 3H;; magassadgban induljunk el n irdnyba [;; egységet.

Az Gjonnan beszirt n-sikokban fogjuk tehat a huzalt elvinni a megfelels w-sikig. Az [;;
értékek megvalasztidsa miatt egy adott h-sik minden w-egyenesében egy huzalt visziink,
és a novekvs sorrendjiik miatt nem fogjdk metszeni ezeket a w huzalrészeket a hozzajuk
vezetS [;; hosszti n-huzalrészek.

Ezek utdn pedig innen vigyiik a huzalt w irdnyban 41;; koordinataig, és itt egy egységet

fel. Ezzel meg is érkeztiink a megfelel6 n egyenesbe.

Altalanos eset

Az altalanos esetet most is szét tudjuk szedni két féloldali feladatra, és igy a kockanal

leirt médon s, =6, s, = 4K + 4, s, = 4 méreti megoldast kapunk, tehat:

5.2.2. Allitas. Legyen n = h. Minden ilyen 3DTRP megoldhatd s, = 6, s, = 4K + 4,
5w = 4 felosztdsokon, ahol K = [*].
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5.2.2. h=w eset

/

Tekintsiink egy olyan gamma huzalozasi feladatot, amire . Legyenek a terminalok a déli
és a nyugati sikon. (A fentiekhez hasonldan ez az algoritmus is hasznalhato lesz tetszéleges

n-re.)

5.2.3. Allitas. Minden adott felosztdshoz van olyan 3DTRP, amire h = w és n = Kh,

és nem oldhato meq a felosztdson.

(K-1)

Bizonyitas. Nézziik a n = = h koordinataju sikot. Legyen ennek mindkét oldalan

@ terminal, a netek alljanak két termindlbdl, és legyen minden terminal a parja a
stk masik oldalan. Ekkor S hyzalnak kell athaladni ezen a stkon, ami sy, $n, i
K+1
2

felosztasok esetén sps,h? teriiletti. Ebb6l adodik, hogy sp,s, > kell, hogy legyen.

Tehat megfelelGen nagy K esetén nem oldhaté meg a feladat az adott felosztasokon. [J

Féloldali eset

A kockanal altalanos esetben szétszedtiik a feladatot két féloldali feladatra. Ezt itt is
megtehetjiik, azonban a két feladat nem lesz azonos. Amikor a nyugati sikon van minden
netbdl tobb termindl, akkor jut hely a délin altermindloknak, és igy a kocka esetéhez
hasonléan visszavezethetjiik kétosztatu feladatra.

Abban az esetben, amikor a neteknek a déli sikon van tébb terminaljuk, szintén csi-
nalhatunk valami hasonlét. Valasszunk a nyugati sikon levs termindloknak egy-egy part
a déli sikon levs, veliik egy nethez tartozd terminalok koziil. Igy még maradtak termi-
nalok a déli sikon, amiknek nincsen parjuk. Ezeket a par nélkiil maradt terminalokat is
be fogjuk kotni a diagonaloszlopokba, majd az algoritmus mésodik fazisaban kotjiik &ket

onnan 0ssze a megfelel diagonaloszlopbeli elemekkel.
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Most tehat a fentebb ismertetett kétféle féloldali esetet egy kalap al& vehetjiik, csak
az egyik esetben nem lesznek par nélkiili terminalok.

Az els6 fazishoz tegyiik fel tehat, hogy vannak két terminalbol allo netjeink, és esetleg
par nélkiili terminalok a déli sikon. Itt is kelleni fog egy koordinéta tabla:

ctij = (2ij, kij, mj(i),0;(3)), i = 1..h, j = 1..h, ahol (0,4, j) felosztas nélkiili koordina-
taji nyugati terminal parjanak a koordinatai (x5, yi;, zi;), és ki; = [52]. m;(i) és 0;(i) az
{1,2, ..., h} szamok permutacioi. Teljesiilnie kell, hogy ha a matrix két elemére z;; = 2y
akkor 7;(7) # m/(k). A o;-k tetsz6legesen valasztott permutaciok lehetnek.

Ahhoz, hogy megmutassuk, ilyen permutéciok léteznek, és egyben meg is adjuk Gket,
képzeljiink el egy paros grafot. A fels6 pontosztaly pontjait alkossa Kh darab pont, amik
koziil az els6 h feleljen meg a koordinédta tabla oszlopainak. Az alsé pontosztaly Kh darab
pontjanak feleljenek meg az (z, k) parok, z = 1..h, k = 1..K.

Huzzunk be el6szor olyan éleket, amik feleljenek meg a koordinatatébla egy-egy elemé-
nek. Egy adott elemnek megfelel él kosse 6ssze az elem oszlopanak megfelels fels6 pontot
az els6 két koordinatajanak megfelels alsé ponttal. Ez igy h? él, és a fels6 pontosztalyban
az oszlopoknak megfelel6 pontok fokszama h, a tobbié 0. Az als6 pontosztalyban legfeljebb
h a pontok fokszama, mivel minden ilyen elem legfeljebb ennyi oszlopban szerepelhet.

Most htizzunk még be (K —1)h? 14 élt tetszéleges modon tigy, hogy a graf h-regularissa
valjon. A déli stk par nélkiili terminaljainak feleltessiink meg éleket ezek koziil agy, hogy
ha egy terminal koordinatdi (x,y, ), akkor legyen k = [£], és a termindlhoz tartozzon
egy olyan él, aminek az als6 pontja a (z, k) par. Ezt igy meg tudjuk tenni, hiszen legfeljebb
(K — 1)h? par nélkiili termindl lehet, és minden (2, k) érték legfeljebb h-szor fordul el6 a
matrixban.

gy h-regularis paros grafot kaptunk, ami felbomlik & darab éldiszjunkt teljes paro-
sitasra. Legyen m;(i) az, hogy a ct;j-nek megfelels elem hanyadik péarositashoz tartozik.
Jegyezziik meg a par nélkiili terminalokra is, hogy a nekik megfelels ¢l hanyadik parosi-
tashoz tartozik, és mi a hozzajuk tartozo k érték.

Most készitsiik el a huzalozast s, = 2, s, = 3, s, = K + 3 felosztéson.

Nézziik (0,24, (K+3)7) koordinataja terminal parjat, ennek a koordinatai (3z;;, 0, (K+
3)z;j). Ehhez a nethez tartozzon a (3((z; — 1)K + ki — 1) — 1,0, (K + 3)z;; + kij — 1)
koordinataju pont feletti oszlop. (5.3. abra) Ezekre az oszlopokra gondoljunk ezentil
diagonéloszlopokként, ide fogjuk eljuttatni a huzalt minkét terminalbol, és majd masodik
fazisban fogjuk Gsszekotni az egy nethez tartozé huzalrészeiket.

Elsé fazis: A nyugati, (0,24, (K + 3)j) koordinataju terminalbdl a kockan torténd
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5.3. abra. Diagonaloszlopok h = w esetben. A példaban K = 3, h = 2. Az abréan a hu-
zalozasi feladat déli sikja lathato, a folytonos vonalak az eredeti racs részei, a szaggatottak
az S, = 3, S, = 6 felosztds miatt beszurt sikok részei. Az eredeti huzalok metszéspont-
jaiban levd sziirke korok jelzik a terminalokat, a négyzettel jelolt racspontok koordinatéi
B(z—1)K+k—-1)—1,0,(K+3)z+k—1), k=1...3, z = 1,2. Az ezek feletti oszlopok

lesznek a diagonaloszlopok.

W AT B T AR A

32



huzalozéssal azonos médon juttassuk el a huzalt az oszlophoz. Azaz menjiink egy egységet
w irdnyban vissza, n irdnyban a 3ct;;(3) — 2 koordinataig, w irdnyban egyet vissza, majd
fel a 2ct;;(2) koordinataig, w irdnyban egyet vissza, majd n irdnyban az diagonaloszlop
sikjaig. Innen egy egységet vissziik fel a huzalt, majd w irAnyban elvissziik az oszlopunkig.

A déli terminélbol pedig induljunk el w irdnyba minusz két egységet, majd vigyiik fel
a huzalt 2ct;;(2) + 1 magassagra. Innen menjiink w irdnyba k;; + 1 egységet, majd egy
egységet le. Innen n irdnyban htuzzuk a huzalt a megfelel6 oszlopig.

A péar nélkiili déli termindalokat is be kell kotniink ezekbe az oszlopokba, teljesen azonos
modon. (Ahol el6bb a ct;;(2) értéket hasznaltuk, most azt az értéket kell venniink, hogy
hanyadik pérositasban valasztottuk ki a terminalnak megfelels élt.)

A masodik fazis itt is a diagonéloszlopok egy nethez tartoz6 huzalrészeinek 6sszeko-
tése. A 3((z—1)K+k—1)—1,2H+1,(K+3)z+k—1),z2=1..hk=1..K,H=1..h
koordinataju pontokat fogjuk Osszekdtni egy-egy veliik egy nethez tartoz6 ugyanilyen ko-
ordinataju ponttal. A kocka esetéhez hasonléan tudunk tugy part valasztani ezeknek a
pontoknak, hogy mindenkinek kiilonb6z& legyen a parja, és ha 6sszekotiink mindenkit a
parjaval, akkor az egy nethez tartozo huzalrészek Gssze lesznek kotve.

A huzalozast meg tudjuk valositani, ha a h és n iranyua felosztasokat eggyel noveljiik,
a w iranyut pedig 3K-val, minden diagonéloszlop utidn harom w-sikot kell beszirnunk
ugyanis. Igy s, = 3, s, = 4, s, = 3K + 3 méreti felosztast kapunk.

Minden ponthoz hozza lesz rendelve egy w iranyd 1 és h kozti eltolasi érték. Erre
teljesiilnie kell, hogy kiilénb6z6 azokra a pontokra, amik azonos magassaguak, és azokra,
amiknek a parjuk azonos oszlopban van. Ezt meg tudjuk tenni, hiszen erre az esetre is
elmondhat6 egy a fentiekhez hasonlé paros grafos indoklas.

A pontokbdl tehat az eltolasi érték altal meghatérozott (tjonnan beszirt) w sikig
menjiink w irdnyban. Jegyezziik meg, hogy az ehhez hasznalt egyenesben csak ehhez a
nethez tartozo huzalrész van. Ezek utan vigyiik a huzalt egy egységet fel, hogy az tijonnan
beszurt h-sikban vihessiik el n iranyban a parjat tartalmazé n-sik elGtti sikba. Itt menjiink
w irdnyban egyet elére, majd vigyiik fel a huzalt a par magassigaig, ott egy egységet n

irdnyba, majd w irAnyban a parig.

Altalanos eset

A feladat altalanos esete itt is szétszedhets két féloldali feladatra, és ez esetben s, = 6,

Sp =8, Sw = 3K + 3 méreti felosztast kapunk.

33



5.2.4. Allitas. Legyen h = w. Minden ilyen 3DTRP megoldhatd s, = 6, s, = 8, s, =
3K + 3 felosztdsokon, ahol K = [7].

5.2.5. Megjegyzés. Az algoritmus féloldali esetének masodik fazisat csak vazlatosan
kozoltiik. Egyrészt, mert gondolatmenete hasonlit az eddig emlitettekéhez. Masrészt a
feladat valoszintileg megoldhato kisebb felosztasokon is, az algoritmus javitasa tehat keé-

sGbbre maradt.
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6. fejezet

Osszegzés

A dolgozat soran tehat adtunk egy 1dj algoritmust a kockidn torténd gamma huzalozés
féloldali esetére, aminek segitségével az altalanos eset is megoldhato kisebb fix felosztason.
Ezek utan a négyzet alapt hasdbon torténé gamma huzalozis mindkét esetérsl belat-

tuk, hogy nem oldhatok meg fix felosztésokon, és algoritmusokat adtunk, amik a téglatest

aranyaitol fiiggd felosztason oldjak meg a feladatokat.

A kapott felosztasok attekintésére szolgal az alabbi tablazat.

kétosztatu | féloldali | altalanos
kocka | sy, 2 3 6
Sn 3 4 8
Suw 4 4 4
n=~"h| s, 2 3 6
Sn K +2 2K +2 | 4K +4
Suw 4 4 4
h=w/| s - 3 6
Sn - 4 8
Suw - 3K+3 | 6K+6
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