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1. Eldszo

A diplomamunka M.Isaacs: Character Theory of Finite Groups cimd kényvének
a 7.fejezetét dolgozza fel. Ez a fejezet a T.I. halmazok elméletével foglalkozik.
T.I. halmaz egy G csoportnak az a részhalmaza, melyre minden g € G-re, vagy
X9 =X, vagy X9N X C{1}. Az els§ példa a T.I. halmazra a Frobenius-csoport
(konkrétan egy pont stabilizatora T.I. halmaz, 1d. [2. 35.23.1.]). A T.I. halmaz
definicoja utan két példa szerepel rajuk (Brauer-Suzuki-tétel és a 4.10.tétel).

Ujabb alapdefiniciok kovetkeznek ezutan: linearis izometria, kivételes karakte-
rek, koherencia. A fejezet egyik f6 célja, hogy megmutassa, hogy mikor van kohe-
rencia T..F.N. esetben, ami speciélis T.I. halmaz (Megj. a T.L.LF.N. halmaz egy
Frobenius csoport magja). Feit egy tétele szol arrdl, hogy mikor van koherencia.

Brauer-Suzuki az emlitetten kiviil egy mésik tételiik szol arrol, hogy mikor van
koherencia Abel és T.I.F.N. esetben, mig Feit és Sibliey tétele azt adja meg, hogy
altalanos, nem Abel esetben ez mikor van. A két tétel kozott példakat lathatunk,
hogy mikre j6 a koherencia T.I.F.N. esetben.

A megértéshez egy bevezets elGkésziiletek részt tartalmaz a dolgozat. A szak-
dolgozat utana koveti a konyvet.

Ismertnek tételezem fel a véges csoportok karakterelméletének alapfogalmait,
de ezek koziil az el6késziiletek részben a legalapvetébbeket felelevenitem.

Az utolso fejezetben két példa keriil megoldasra a konyvhbél.



2. Eldkészuletek

2.1. Definicié. Legyen A egy F-algebra. Egy reprezentdcio-ja A-nak egy X :
A — M, (F) algebra homomorfizmus. Az n egész szam a foka X-nek. Két, X,V
reprezentacioé hasonld, ha létezik egy nem szingularis n X n-es P métrix, melyre
X(a) = P7'Y(a)P minden a € A-ra.

Legyen G egy véges csoport és F' egy test. Tegyiik fel, hogy X reprezentacioja
F[G]-nek n foki. Mivel X egy algebra homomorfizmus, X (1) = I, az egységmatrix.
Ebbél kovetkezik g € G-re, hogy X(g) nem szingularis és X (g)~! = X(¢7'). Ha
megszoritjuk az X fiiggvényt G € F[G]-re, akkor egy csoport homomorfizmust
kapunk G-r6l a dltaldnos linedris csoport-ba, GL(n, F')-be, vagyis az F feletti nem

szingularis n x n-es matrixok multiplikativ csoportjaba.

2.2. Definicié. Legyen F egy test és G egy csoport. Akkor egy F-reprezentdcio-ja

G-nek egy X : G — GL(n, F') homomorfizmus valamilyen n egész szamra.

2.3. Definici6é. Legyen X egy F-reprezentaciéja G-nek. Akkor az X karaktere,
(ill. F-karaktere) az a G-n értelemezett y fiiggvény, amit x(g) = trX(g) ad meg.

Ahogy az G F-reprezentaci6indl van, nézhetjiik az F-karaktereket, mint fiiggvé-
nyeket az egész F[G]-n. Vegyiik észre, hogy ha a karakterisztika char(F')# 0, akkor
a konstans 0 fiiggvény egy F' -karakter. Masrészrdl pedig, ha char(F)= 0, akkor a 0
nyilvan nem egy F-karakter, mert y(1) = deg X, ahol X G egy F-reprezentacioja.
Ebben az esetben azt mondjuk, hogy x(1) a foka x-nek. Az 1 foka karaktereket
linedris karakterek-nek hivjak. Specialisan az 14 fliggvény, amelyiknek konstans 1

az értéke G-n egy linearis F-karakter. Ezt nevezik fd F-karakternek.

2.4. Lemma. (a) G hasonld F-reprezentdcidinak egyenld karakterek felelnek meg.

(b) Egy csoport konjugdlt osztdlyain o karakterek konstansok.
Ezental F' C lesz, a komplex szamok teste.

2.5. Tétel. A hasonld irreducibilis reprezentdcios osztdlyok szama G-ben megegye-

zik G konjugdlt osztdlyainak a szamdval.

2.6. Tétel. A G csoport Abel akkor és csak akkor, ha minden irreducibilis karakter

linedris.



2.7. Tétel. Legyen G egy csoport. Akkor
> x(1)*=1Gl.
xEIrr(G)
Egy osztdly fiigguény egy G csoporton egy olyan fiiggvény, ¢ : G — C, amelyik

konstans a konjugalt osztalyokon. Minden karakter osztaly fiiggvény.

2.8. Tétel. Minden ¢ osztdly figguénye G-nek egyértelmiien fejezhetd ki ebben a

¢ = Z Ay X,

x€lIrr(G)

formdban

ahol a,, € C. Tovdbbd, ¢ egy karakter akkor és csak akkor, ha az dsszes a, nem-

negativ egész és ¢ # 0.

Ha x = sz-em»(c) n;x; egy karakter, akkor azon y;-ket, melyekre n; > 0 a y
irreducibilis dsszetevd-jeinek nevezik.

Egy G csoportnak az irreducibilis karaktereit rendszerint egy karakter tdbld-
ban abrazoljak: ez egy négyzetes tombje a komplex szamoknak, melynek a sorai
megfelelnek a y-knek, oszlopai pedig a K; osztalyoknak felelnek meg.

A p reguldris karakter-e G-nek annak a reprezentécionak van megfeleltetve,
amelyik a C[G]° regularis modulushoz kapcsolodik. Erre a p karakterre: ha g € G
és g # 1, akkor p(g) =0, ill. p(1) = |G].

2.9. Tétel. (Elsé ortogonalitdsi reldcid)
é > xil9)xi(g") = 6y
gea
2.10. Tétel. Legyen X egy reprezentdcidja G-nek, melynek a karaktere x és legyen
g € G. Legyen n = o(g), g rendje. Ekkor
(a) X (g) hasonlo egy diag (e, ..., €f) diagondlis mdtrizhoz;
(b) g =1
(c) x(9) =€ és [x(9)] < x(1);
(4) x(97") = x(9).

2.11. Definicié. Legyenek ¢ és ¢ osztaly fiiggvények egy G csoporton. Akkor

1 -
0.9 = &7 > é(g9)0(g)

geG
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a belsd szorzata ¢ és ¥-nak.

A definialt belsd szorzat teljesiti az elvart tulajdonsagokat. Irr(g) ortonormélt

bazisa az osztalyfiiggvények terének.

2.12. Tétel. Legyenek x és i (nem feltétlendl irreducibilis) karakterei G-nek.
Akkor [x,v] = [¢, x| egy nemnegativ egész. x irreducibilis akkor és csak akkor, ha

o x] =1

2.13. Tétel. (mdsodik ortogonalitdsi reldcid) Legyenek g, h € G. Akkor

> x(@x(h) =0

x€Irr(G)

, ha g nem konjugdlt h-hoz G-ben. Mdskilonben az dsszeg egyenld |C(g)l|-vel.



3. T.I. halmazok

3.1. A Frobenius csoport

Az Isaacs konyvben [1.] a 6.34. Tételben olyan, egy N normalis részcsoportot
tartalmazo G csoportokrol van szo, melyekre Cg(x) € N minden 1 # x € N-
re. A Sylow-tételbdl és abbol, hogy nem-trividlis p-csoportoknak van nem-trivialis
centrumuk azonnal kovetkezik, hogy (|N|,|G : N|) = 1. A Schur-Zassenhaus
tétel segitségével levonhatjuk azt az allitast, hogy létezik H C G, és NH = G és
NNH=1.

Ebben a helyzetben legyen g € G — H. Irjuk G = 2n « € H-val és 1 #n € N.
Hay e HN HY, akkor y € H" és y = h™ valamely h € H-ra. Mivel y € H, kapjuk
[h,n] = h7'h™ = h™'y € H. Mint hogy N <G, kapjuk [h,n] € HNN = 1 és
h € C(n) C N. Ezért h =1 és y = 1. Befejezésiil lathato, hogy H N H? = 1.

3.1. Definicié. Legyen H C G, ahol 1 < H < G. Tegyiik fel, hogy H N HY =1,
amikor g € G — H. Akkor H egy Frobenius komplementum G-ben. Egy csoportot,

mely tartalmaz egy Frobenius komplementumot Frobenius csoport-nak nevezziik.

Az el6z6ekben bebizonyitottuk, hogy azon csoportok, melyek kielégitik a 6.34.
Tétel feltételeit 1 < N < G-vel Frobenius csoportok. Frobenius tétele a megfordi-

tasa ennek.

3.2. Tétel. (Frobenius) Legyen G eqy Frobenius csoport H komplementummal.
Ekkor létezik N <G, ahol HN =G és HN N = 1.

A tényt, hogy az N csoport a 4.2. Tételben kielégiti azt a feltételt, hogy
Cg(x) € N minden 1 # z € N-re, nem nehéz bebizonyitani.

Miel6tt elkezdenénk a 4.2 Tétel bizonyitasat, megemlitjiik azt az érdekes tényt,
hogy az trivialis, hogy N-et megtaladljuk. Ami nehéz az az, hogy bebizonyitsuk,
hogy N egy részcsoport.

3.3. Lemma. Legyen H egy Frobenius komplementum G-ben. Legyen

N = <(G - H“’”)) U {1}.

zeG

Akkor |[N| = |G : H|. Ha M <G M N H = 1-gyel, akkor M C N.
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Bizonyitds. Mivel H = Ng(H), |G : H| kiilonb6z8 részcesoport van H® alakban.
Ezek pontosan |G : H|(|H| — 1) nem-egység elemet tartalmaznak. G fennmaradt
elemei alkotjak az N halmazt. Kapjuk:

[Nl =G| = |G- H|(|H] = 1) = |G| = |G| + |G - H] = |G : H|.

Ha M <G és M N H =1, akkor M N H* = 1 minden z € G-re, ésigy M C N. A

bizonyitas vége. O

3.4. Lemma. Legyen H eqy Frobenius komplementum G-ben. Legyen ¥ eqy 0sz-
talyfigguénye H-nak, mely kielégiti 9(1) = 0-t. Akkor (V%) = 9.

Bizonyitds. Legyen 1 # h € H. Akkor

99(h) = (1/[H|) Y 0°(xha™").
zeG
Ha 0°(xha™') # 0, akkor 1 # zha~' € HN H* ' és ¢ € H. Ekkor ¢¥°(zhz ' =
J(h). Kapjuk
99(h) = (1/[H]) Y 9(h) = 9(h).

xeH
Mivel 99(1) = |G : H|9(1) = 0, a bizonyitas kész. O

A 4.2, Tétel bizonyitasa a kovetkezSképpen motivalhaté. Feltételezve, hogy a
tétel igaz, legyen x € Irr(G), ahol N C kery. Akkor xy € Irr(H). Most adott
Xu = ¢ € Irr(H)-ra probaljuk megtalalni x € Irr(G)-t. Ezt csindljuk minden

¢ € Irr(H)-ra és ellendrizzuk, hogy () ker x -e a kivant normalis részcsoport.

Bizonyitds. (4.2. Tétel bizonyitasa) Legyen 1y # ¢ € Irr(H) és irjuk ¥ = ¢ —
#(1)1g, tgy hogy ¥(1) = 0. Most [9¢,9%] = [, (V)] = [9,9] a 4.4. Lemma
miatt. Ezért [0¢,9¢] = 1 + ¢(1)%2. Most [9°,1¢] = [0,1g] = —¢(1). Ezért
irhatjuk 9¢ = ¢* — ¢(1)1¢, ahol ¢* egy osztélyfiiggvénye G-nek, [¢*, 15] = 0, és
1+ ¢(1)% = [¢%, ¢*] + ¢(1)?, gy hogy [¢*, ¢*] = 1. Mivel ¥ karakterek kiilonbsége,
igy 9¢ is, és ezért ¢* szintén karaktereknek a kiilonbsége. Mint hogy [¢*, ¢*] = 1,
kovetkezik, hogy +¢* € Irr(G). Tovabba, ha h € H, akkor

¢*(h) = 9 (h) + 6(1) = 9(h) + ¢(1) = 6(h).
Specidlisan ¢*(1) > 0 és igy ¢* € Irr(G).
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Minden nem-principalis ¢ € Irr(H)-ra valasztottunk egy kirterjesztést ¢* €
Irr(G)-t. Legyen M = ( ker ¢*. Ha x € M N H, akkor ¢(z) = ¢*(x) = ¢*(1) =
¢(1) minden ¢ € Irr(H)-ra és igy = 1. 4.3. Lemma alapjan M C N.

Forditva, ha g € G H-val nem konjugéltban fekszik, akkor

¢*(g9) — ¢(1) =9%(g) =0

és g € ker ¢*. Ebbdl kovetkezik, hogy M = N, és ezért az M normélis részcsoport
kielégiti |M| = |G : H|-t. Kapjuk |MH| = |[M||H| = |G : H||H| = |G| és az

eredmény kovetkezik. O

A normélis részcsoportot, melynek létezését a 4.2. Tétel biztositja Frobenius
mag-nak nevezik. A 4.3. Lemma szerint ez egyértelmtien meg van hatarozva H
altal.

Egy teljesen ekvivalens valtozata a Frobenius tételnek az alabbiak szerint szol.

3.5. Kovetkezmény. Legyen G egy tranzitiv permutdcid csoport Q-n x karak-
terrel. Tételezziik fel, hogy x(g9) < 1 minden g € G-re, ahol g # 1. Akkor a
{9 € G|x(g9) = 0} N {1} halmaz egy tranzitiv normdlis részcsoport.

Bizonyitds. Legyen o € € és tételezziik fel || > 2. Ha létezik egy g € G,g # 1
x(g) # 0O-val, akkor G, egy Frobenius komplementum. A 4.2. Tétel és a 4.3.
Lemma szerint a {g € G|x(g) = 0} N {1} = N a Frobenius mag. Ez tranzitiv,
mert NG, = G. O]

3.2. T.I. halmazok

Most olyan témarol lesz szo, hogy miképp terjesztették ki, és hasznaltak mas kon-
texusban a Frobenius bizonyitasaban talaltakat. Be kell vezetniink egy terminolo-
gilat.

3.6. Definici6. Legyen X C G egy részhalmaz. Akkor X egy T.I. halmaz (trivial
intersection set), ha minden g € G-re, vagy X9 = X, vagy X9N X C {1}.

3.7. Lemma. Legyen X eqy T.1. halmaz G-ben és leqgyenek ¢ és U osztdly fiigg-
vények N = Ng(X)-en. Tegyiik fel, hogy ¢ és v eltinik N — X-en és ¥(1) = 0.
Akkor 9¢(z) = 9(x) minden x € X-re és [9°, ¢%] = [V, ¢)].



Bizonyitds. Legyen z € X. Akkor 190( )= (1/IN)) 3 cq 0 (yry ™). Had®(yay™") #
0, akkor yxy~' € X N XY " és yay ' # 1. Kovetkezik y € N és 9°(yay) " = J(x).
Az els6 allitas most kovetkezik.

Igaz, hogy [99,¢%] = [(9%)n,d]. Mivel ¢ eltiinik N — X-en és (9¢)y — ¥
elttinik X-en, kapjuk, hogy [(99)x — ¥, ¢] = 0, és ezért [, ¢¢] = [0, ¢], ahogy
allitottuk. ]

A 9(1) = 0 kévetelmény miatt az el6z§ lemma nem alkalmazhato, ha ¥ egy
karakter. Mi leggyakrabban -t két karakter kiilonbségének vessziik. FEgy ilyen
kiilonbséget generalizdlt karakter-nek neveziink. Megjegyezziik, hogy 1 egy gene-
ralizalt karaktere G-nek akkor és csak akkor, ha [, x] € Z minden x € Irr(G)-re.
Szintigy G generalizalt karaktereinek a halmaza egy gytri.

Készen allunk arra, hogy olyan csoportokkal foglalkozzunk, amelyeknek a P
Sylow 2-részcsoportja generalizalt kvaternio. Ha |P| > 16, be fogjuk latni Brauer
és Suzuki tételét, mely azt allitja (t6bb dolog mellett), hogy egy ilyen csoport
nem lehet egyszerti. Ez a tétel akkor is igaz, ha |P| = 8, csak sokkal nehezebb
bebizonyitani azt az esetet.

A kovetkezd tényeket haszndljuk majd egy P generalizalt kvaterniorol:

(a) P-nek van egy 2 indext ciklikus részcsoportja;

b) |P: P'| = 4;
) |Z(P)| = 2;

d) P nem-ciklikus részcsoportjai maguk is generalizalt kvaterniok;

o

(
(
(
(e) P tartalmaz egy egyértelmi involaciot.

3.8. Tétel. (Brauer-Suzuki) Legyen P € Syla(G) generalizdlt kvaternio |P| > 16-
tal. Akkor létezik N < G, ahol |N| pdratlan és olyan, hogy G/N-nek eqy 2 rendd

normdlis részcsoportja van.

Megjegyezziik, hogy N = 1 is lehetséges a 4.8. Tételben. ElGszor a kovetkezs
gyengébb valtozatot bizonyitjuk. A teljes eredmény aztan konnyen fog ebbdl jonni.

3.9. Tétel. Legyen P € Sylo(G) generalizdlt kvaternié |P| > 16. Akkor létezik
M < G olyan, hogy |M| pdros és G/M nem Abel.

Bizonyitds. Legyen H C P ciklikus |P : H| = 2-vel. Kapjuk P' C H és |P"| =
|P|/4 > 4, ugy hogy P’ > Z(P), és igy Cp(P’) = H. Legyen C = Cq(P’) és N =
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Ng(P'). Most P € Syly(N) és C<N, agy hogy H = PNC € Syly(C). Mivel C-nek
egy Sylow 2-részcsoportja ciklikus, kévetkezik, hogy (példéul a Burnside transzfer
tételébsl) C-nek van egy K normalis 2-komplementuma és K < N. Most N/C
izomorf Aut(P’) egy részcsoportjaval. Mivel P’ egy ciklikus 2-csoport, kovetkezik,
hogy N/C' egy 2-csoport. Ezért levonhatjuk azt a kovetkeztetést, hogy N = KP.
Mivel C' = KH, kapjuk |N : C| = 2.

Legyen U C P' |P': U| = 2-vel. Legyen X = C — UK. Az allitjuk, hogy X egy
T.I halmaz és N = N(X). Most C/K = H ciklikus és UK/K az 6 egyértelmi
részesoportja, melynek a rendje egyenls |U|-val. Kovetkezik y € C-re, hogy y € X
akkor és csak akkor, ha o(yK) C'/K-ban tullépi |U|-t. Kovetkeztetésként levonjuk,
hogy y € X akkor és csak akkor, ha (2|U])|o(y).

Most |P'| = 2|U| és P’ < C. Mivel P’ tartalmazza C' minden elemét, melyek
rendje 2|U|, kiovetkezik, hogy P’ C (x) minden x € X-re. Ha z € X N X9 akkor
P’ C (x) és (P')9 C (x). Mivel |P'| = |(P")?|, kapjuk P" = (P")9, és g € N. Mivel
nyilvan N C N(X). Mivel |P’| > 4, szintén kapjuk, hogy 4|o(z) minden x € X-re.

Most C'/UK ciklikus, 4 renddel. Legyen A\ C-nek egy linearis karaktere ker \ =
UK-val. Legyen ¥ = AN — (1¢)". Mivel ker \N = UK C ker(1¢)Y, arra jutunk,
hogy ¥ eltiinik U K-n, és specidlisan J(1) = 0. Nyilvan ¢ elttinik N — C-n, igy ¢
eltiinik N — X-en. Ezért alkalmazhatjuk a 4.7. Lemmat ¢ = J-val, és arra jutunk,
hogy [9¢,9¢] = [, 7).

[0, 9] kiszdmolasédhoz vegyiik észre, hogy (1¢)Y = 1y + u, ahol ker = C. Azt
allitjuk, hogy AN € Irr(N). Ellenkezéleg AV linearis karaktereknek az dsszege, és
P' C N' C ker \N = UK, ami nem igaz. Igy 9 = AN — u — 1y és [0,9] = 3.

Most [99,9%] = 3 és [99,15] = [0, 1n] = —1. Kdvetkezik, hogy

¢ = +x1 £ x2 — lg,

ahol x1, X2 € Irr(G)-ek nem principalisak. Mivel 99 (1) = 9(1) = 0, ahhoz jutunk,

hogy fent az elGjelek mind ellentétesek, és irhatjuk
99 =x1—x2 — 1

Mivel 9¢(g) = 0, hacsak nem g konjugilt X egy eleméhez, kapjuk

x1(9) — x2(9) =1, ha 41 0(g). (1)
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Mivel P-nek van egy egyértelmi involtucidja, kovetkezik, hogy G-nek van egy
egyértelmid konjugélt osztalya involaciokbol. Legyen K ez az osztaly. Definidljuk

a ¢ osztaly fliggvényt G-n

o(9) = [{(z,y)|7r,y € K1, 2y = g}|.

altal.

Ha ¢(g) # 0, akkor g = xyz ésy involiciokra, és igy ¢° = yr = g~ '. Ha o(g)
paros, legyen ¢ az involicid, ami (g)-ben van. Akkor (z,0) egy abel, nem-ciklikus
csoport 4 renddel. Mivel P-nek nincs ilyen részcsoportja, igy G-nek sem a Sylow
tétel miatt. Igy arra jutunk, hogy ¢(g) = 0, ha o(g) paros. Ezért ¢(g)(x1(g) —
X2(g) — 1) = 0 minden g € G-re. Emiatt

[0, x1 — x2 — 1g] = 0. (2)
C|[G]-ben legyen K, az osztaly Gsszeg, amelyik a K, konjugélt osztalyhoz tartozik.
Akkor a [1.; 3.9. Probléma)] jeloléseivel,

KK, = Z an, Ky,
és ha g € K, akkor ¢(g) = a1,

A [1.; 3.9. Probléma] alapjan kapjuk g € K,-re és € K;-re, hogy
6(9) = an = (KL P/IG) D x(@)*x(9)/x(1).
XEIrr(G)

Mivel x(z) és ¢(g) valosak, tjrairhatjuk ezt az egyenletet, mint

(IGN/IK o= D (x(2)*/x(D)x

x€Irr(G)
és
(IGD/IEK ) e, x] = x(2)?/x(1)
minden x € Irr(G)-re.
Arra jutunk a (2.) egyenletbdl, hogy

x1(2)?/x1(1) — x2(2)?/x2(1) = 1.

Az (1.) egyenlethdl kapjuk xo(z) = x1(x) — 1, mivel 4 1 o(z) és tgyszintén xo(1) =
x1(1) — 1. Behelyettesités az sl6z6 egyenletbe adja

x1(2)?2/x1(1) = () = 1)?/(a(l) — 1) = 1.
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Egyszertisitve ezt kapjuk
(xi(z) — Xl(l))2 =0
, és T € ker x;.
Mivel o(z) = 2, kapjuk |ker xi| paros. Most x1(1) = 1+ xa(1) > 2 és igy
G /ker x1 nem abel. A bizonyitas kész M = ker x;-gyel. O

Bizonyitds. (4.8. Tétel) Legyen U a (normalis) részcsoport, melyet az Gsszes in-
voliciok generalnak G-ben. Ha U-nakvan egy ciklikus Sylow 2-részcsoportja, ak-
kor U-nak van egy normalis N 2-komplementuma és N < G. Ebben az esetben
U/N <«G/N ¢és U/N egy ciklikus 2-csoport. Az eredmény adodik.

Tegyiik fel, hogy U Sylow 2-részcsoportjai nem ciklikusak. Fz ellentmondésra
fog vezetni. Mivel 8 | |U|, valaszthatunk V-t, ahol U C V C UP olyan, hogy
|V : Ul <2 és 16||V]. Most a 4.9. Tétel alkalmazhaté V-hez, és valaszthatjuk
M <V gy, hogy V/M nem Abel és | M| péros.

Mivel egy Sylow 2-részcsoportja V-nek tartalmaz egy egyértelmi involiciot,
kovetkezik, hogy V' Gsszes involicioja konjugalt. Mivel M <V tartalmaz egy in-
voluciot, kovetkezik, hogy M tartalmazza V' Osszes involuciodjat, és igy U C M.
Ezért [V : M| < |V : U| < 2 és ez ellentmond annak, hogy V/M nem Abel és kész

a bizonyitas. O]

A Brauer-Fowler tétel szerint legfeljebb véges sok nem izomorf egyszerii csoport
van, mely tartalmaz egy involiciot, melynek a centralizatora izomorf egy adott C'
csoporthoz. Sokat faradoztak azon, hogy megtalaljak az 6sszes egyszert csoportot,
mely kiilonbo6z6 ilyen C-knek felel meg. A kules 1épés az az, hogy megtalaljuk az
Osszes lehetséges rendjeit ezeknek az egyszert csoportoknak éa ez gyakran karakter
elméleti technikdk bevonéaséaval jar, melyekkel itt foglalkozunk. Ennek illusztrala-

sara bebizonyitjuk a kovetkezst.

3.10. Tétel. Legyen G = G’ és tegyiik fel 7 € G egy involicid, amire Cg(T)
dihedral 8 renddel. Akkor |G| = 168, vagy 360.

Sziikségiink van egy lemmara.

3.11. Lemma. (Thompson) Legyen S € Syls(G) és tegyik fel M C S, amire
|S : M| = 2. Legyen T € S egy involicid, mely nem konjugdlt G-ben M egyetlen
eleméhez sem. Akkor T ¢ G'.
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Bizonyitds. G hasson jobbszorzassal Q = {Mglg € G}-n. Akkor | = 2|G : S|.
Most ha Mgr = Mg, akkor grg~* € M, ami nem az eset. Igy 7-nak nincs fixpontja
Q-n, és mivel |G : S| paratlan, kovetkezik, hogy 7 egy péaratlan permutaciot indukal
Q-n. Ezért létezik A< G, amire |G : A| =2 és 7 ¢ A. Az eremény kovetkezik. [

Bizonyitdas. (4.10. Tétel) Legyen D = Cg(7) és D C S € Syly(G). Ekkor Z(S) C
Z(D) = () és igy S C C(1) = D. Ezért D € Syls(G). Legyen M C D ciklikus 4
renddel, gy hogy 7 az egyértelmt involacio M-ben. Mivel G = G, 4.11. Lemma
garantalja, hogy G-ben minden involicié konjugalt 7-hoz.

Most M T.I. halmaz G-ben, mivel ha MNM?* # 1, akkor 7 € M*, ésigy 7 = 77,
és x € D. Mivel M <« D kapjuk M = M?. Ez azt is mutatja, hogy D = Ng(M).

Legyen \ egy hifséges linearis karaktere M-nek, és legyen ¢ = (1, — \)P. Mivel
AP irreducibilis, kovetkezik, hogy [¢0,9] = 3. Ugyszintén 9(1) = 0 és o eltiinik
D — M-en. Igy 4.7. Lemma alapjan kapjuk [0¢,0%] = 3, és (9%)y = 0. Mivel
99(1) = 9(1) = 0, kivetkezik, hogy irhatjuk 9 = 15+ x — ¥, ahol x, ¢ € Irr(G).
Szamolas D-ben adja 4 = (1) = 99(7), és mi kapjuk

0=1+x(1)=¢(1), 4=1+x(r) (7). (1)

Jelolje K az (egyértelmt) konjugélt osztalyat az involucioknak G-ben, és definidlja

a ¢ osztalyfiiggvényt

o(9) = {(x,y)|r,y € K, vy = g}|.

Ha xy = g x és y involiciokra, akkor ¢° = g~! és forditva, ha x € K, x # g és
g* = g
g,9° =g '}. Hal#€ M és g* = g~', akkor 7° = 7 és x € D. Arra jutunk, hogy
#(g) =41+# g€ M-re.

Hasonlé gondolatmenettel, mint a 4.9. Tétel bizonyitésanal és hasznalva a [1.;
3.9. Problémat]|, kapjuk

, akkor y = zg egy involucio. Kovetkezik, hogy &(g) = |[{z € K|z #

KP &)
6= 3
@ g@;@) &)

Mivel |K| = |G|/8, ez adja

[0, ¢]

_ %{1 L X(@)? 1/)(72)]'
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Ugyszintén [9¢, @] = [(1y —7), o). Mivel konstans 4 az értéke ¢-nek M — {1}-en,
ez adja [U°, ¢] = (1 +1i) + (2) + (1 — i) = 4. Arra jutottunk, hogy

28 — ’G| 1 + X(T)2 . 77Z)(7—2) ) (2)

x(1) 91
Irjuk a = x(1) és b = x(7), tgy hogy ¥(1) = a+ 1 és ¥(7) = b—3 (1.) egyenlet

miatt.

A masodik ortogonalis relacié miatt kapjuk
8=[C(1)] = 1+ x(1)* +4(1)* =1+ b+ (b—3)%

Mivel b € Z, kapjuk, hogy b = 1 vagy 2.
Tegyiik fel b = 1. A (2) egyenlet adja 28 = |G|[1 + (1/a) — (4/(a + 1))] és

|G| = 2%(a+1)/(a—1)%

Most 2|a(a + 1), de 2* 1 |G| és oda jutunk, hogy 23|(a — 1). Ezért 22 f a(a + 1), és
mivel 23| |G|, kapjuk, 2*{ (a — 1). a — 1-nek semilyen prim osztdja sem oszthatja
28a(a + 1)-t, és arra kovetkeztethetiink, hogy a — 1 egy hatvinya 2-nek, és igy
a=29. Ez adja |G| = 2229210 = 360.

Most tegyiik fel b= 2. A (2) egyenlet adja 28 = |G|[1 + (4/a) — (1/(a +1))], és

|G| = 2%a(a +1)/(a + 2)°.
Pontosan az el6zGek szerint csinalva kapjuk, hogy a+2 = 8 és |G| = 222627 = 168.
A bizonyitasnak vége. m
Megemlitjiik, hogy GL(3,2) = PSL(2,7) az egyértelmi G csoport 168 renddel
G = G'-vel, és Ag = PSL(2,9) az egyetlen egyértelm 360 renddel.
3.3. Koherencia, és kivételes karakterek

Most azzal a probléméaval fogunk foglalkozni, hogy hogyan szerezheté informacio
egy csoport irreducibilis karaktereir6l egy részcsoportrol vald informéciok segit-
ségével. Legyen S C Irr(N). Most bevezetjiik a Z[S] jelolést az S Z—linearis
kombinacidjainak a halmazara. (Igy Z[lrr(N)] az N generalizalt karaktereinek a

halmaza.)
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Tegyiik fel N C @G, és hogy talaltunk egy x : Z[S] — Z[Irr(G)] leképezést,
amelyre * Z—linearis és [¢*, 0] = [¢, 0] minden ¢, 0 € Z[S]-re. (Az ilyen leképezést
linedris izometridnak hivjak.) Ebben az esetben [x*, x*] = 1 x € S-re ésigy £x* €
Irr(G). Irjunk e(x) = %1-et, és ekkor €(x)x* € Irr(G). Az e(x)x* karaktereket
kivételes karaktereknek hivjak, melyek S-hez és *-hoz vannak asszocidlva. Egy-egy
megfeleltetésben vannak ezek S-sel.

Hogyan készithets egy ilyen * leképezés? A x : Z[S| — Z[Irr(G)] linearis
leképezésre egy konnyii példa a ¥ — 9 indukcié leképezés. Azonban ez a le-
képezés ritkin izometria Z[S]-en. A 4.7. Lemma segitségével lathatjuk, hogy
vannak helyzetek, amikor az indukcié egy izometria Z[S]° = {¥ € Z[S]|Y(1) = 0}-
an. Ez torténik, példaul, ha N = N(X), ahol X T.I. halmaz, és S = {x €
Irr(N)|x elténik N-X-en}. A probléma ezek utan az, hogy miképp terjesztiink ki

egy linedris izometriat Z[S]°-r6l a teljes Z[S]-re.

3.12. Definici6. Legyen N C G és S C Irr(N) , |S| > 2. Tegyik fel 7 :
Z[S]° — Z[Irr(G)]° egy linearis izometria. Azt mondjuk, hogy (S, ) koherens, ha

7 kiterjeszthets egy * linearis izometriara, mely Z[S]-en van definialva.

Ha 7 az indukalas leképezés és (S, 7) koherens, akkor egyszertien azt mondjuk,
hogy S koherens. Hangstlyoznunk kell azt, hogy még ebben az esetben is a *
leképezés rendszerint nem indukalds. A f6 példa a koherenciara amikor N egy
Frobenius komplemens G-ben. Ebben az esetben Irr(NN) koherens, és ennek a
bizonyitasa lényegében a Frobenius-tétel bizonyitéisa.

Ha (S,7) koherens, a * leképezés sincs egyértelmiien meghatarozva mindig.
Azonban az €(x)x* kivételes karakterek halmaza (S, 7) altal egyértelmien meg

van hatarozva.

3.13. Lemma. Legyen (S,T) koherens és legyen * egy olyan izometria, mely ki-
terjeszti T-t. Akkor létezik € = £1 olyan, hogy ex* € Irr(G) minden x € S-re.
Az f S — Irr(G)figguény, amit f(x) = ex* definidl egy-egyértelmd.f képe
{U € Irr(G)|[V7, V] # 0 valamely ¥ € Z[S]° — ra}.

Bizonyitds. x € S-re [x*,x*] = 1, és valaszthatjuk e(x) = =+l-et ugy, hogy
e(x)x* € Irr(G). Allitjuk, hogy e(x) = €(¢) minden ¢ € S-re. Most ¥ =

16



X(1D€ = &(1)x € Z[S]°, és fgy
X(DE =&)X =7 € Z[Irr(G)]°.

g-ben kiértékelve 0 = x(1)&£*(1) — £(1)x*(1) és igy £*(1) és x*(1)-nek azonos az
elGjele. Vagyis €(x) = €(£), ahogy allitottuk.

Az el6z6ek azt is mutatjak, hog [07, f(x)] # 0 egy ¥ € Z[S]° — ra. Forditva,
tegyiik fel W € Irr(G) és [J7, V] # 0, ahol ¥ € Z[S]°. Akkor ¥ = > _ga,x és
VT = ayx*. Ezért 0 # [x*, V] = €[f(x), V] valamely x € S, igy f(x) = V.

f egy-egy értelmiiségéhez elég megmutatni, hogy *-nak a kernelje trividlis. Ez
igy van, mert ha ¥* = 0, akkor 0 = [¢9*,9*] = [0, ezért ¥ = 0. ]

Tegyiik fel N C G,S C Irr(N),|S| > 1 és 7 : Z[S]° — Z[Irr(G)]° egy linearis
izometria. Olyan feltételeket keresiink, mely biztositja, hogy S-en koherens (S, 7).

3.14. Tétel. (Feit) Legyen N C G,S C Irr(N) és legyen 7 : Z[S]° — Z[Irr(G)]°
egy linedris izometria. Tegyiik fel, hogy S = So U {x}, ahol (So,T) koherens.
Tételezziik fel, hogy létezik eqy olyan ¥ € Sy, melyre W(1)|x(1) és
1
1) < —— 1)%
X0 < g S, €
Ekkor (S, 7) koherens.

Bizonyitds. Legyen x : Z[So] — Z[Irr(G)] egy linearis izometria, amely kiterjeszti
7-t Z[S]°-an. Definidlnunk kell y*-ot gy, hogy a * leképezés linearisan kiterjeszt-
het lehessen az egész Z[S]-re.

Legyen x(1) = dW¥(1) agy, hogy x — d¥ € Z[S]°. Definialjuk A-t

(x — d¥)” = A — dU* + deso bet*, (1)
ahol [A,¢*] = 0 minden £ € Sy. Természetesen A egy (lehet 0) generalizalt
karaktere G-nek és minden be € Z Megmutatjuk, hogy [A,A] = 1 és minden
be =0 .

Most
L+d =[(x — d = [(x — dP), (x — d¥)] = [(x — d¥)", (x — d¥)7],
és igy

L+ d> = [A A+ b2+ (by — d)*.

AV
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Ezért
[AA] 4+ b =14 2dby. (2)

3

Tovabba, mivel 7 Z[Irr(G)]°-re képez azt kapjuk, hogy (x — d¥)7(1) = 0, és igy

0= b (1) — d¥*(1) + A(1). (3)

3
€ € Sp-ra legyen = = U(1)§ — £(1)V € Z[S]°. Ekkor
[E7, (x = d¥)7] =[5, (x — d¥)] = d&(1).
Ezért
dé(1) = [Elau, > " byn*] — d[E7, U] + [E7, A] = U(1)be — £(1)by + d&(1) +0
;mivel Z7 = U(1)£* — £(1)¥*. Ahhoz jutottunk, hogy
U (1)be = £(1)by.
Most definialjuk g = by /W(1). Ekkor kapjuk, hogy
be = pg(1). (4)

minden £ € 5.
Szintén, mivel =Z7(¢) = 0 kapjuk

és irhatjuk

§(1) = (1) ()
Minden £ € Sy és fix o # O-ra. Feltevés szerint
24V (1)* < £(1) (6)
3

Tegyiik fel u # 0 . Ekkor (4.) miatt

2dby, = i (24 (1)%) < p® (1> =) b}

és ezért

2 2
1+ 2dby, <y b
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Most (2.) adja
[A, A] + 2db3, < 2dby.

Mivel by egy # 0 egész (mivel p # 0) és [A, A] > 0, kapjuk A =0 és by = 1.
Igy A(1) =0¢s (3.), (5.) és (4.) adjak
dU(1) = bel(1) =y _&(1)

Mivel by = 1,0 = 1/¥(1) , és igy

aw(1)? =3 (1)

Ez ellentmond (6.)-nak és bizonyitja u = 0-at. Mindebbdl kovetkezik, hogy minden
be =0 és (1.) adja
(x —d¥)" = A — dv*.
(2.)-bsl [A, A] =1 és kiterjesztjiik *-ot Z[S]-re linearisan x* = A definialasaval.
Most megmutatjuk, hogy * egy linearis izometria Z[S]-en és hogy ez kiterjeszti
7-t. Ha 0 € Z[S]°, és [V, x| = a, irhatjuk

U =a(x —d¥) + ¢,
ahol ¢ € Z[Sy]|°. Ekkor
V' =a(x —d¥)" 4+ ¢" =a(x —d¥)" +¢" =07

, igy * kiterjeszi 7-t. Annak megmutatasahoz, hogy * egy izometria elég megmu-
tatni, hogy [u*,v*| = [, v] minden p,v € S-re. Ha p,v € Sp, akkor mar tudjuk.
Mivel [A,&*] = 0 minden £ € Sp-ra és [A, A] = 1, kijon a végeredmény. O

Kovetkezményként adodik, hogy ahhoz, hogy (5, 7) koherens legyen S-en ele-
gendd feltétel az, hogy minden y € S -nek egyenls legyen a foka.

3.15. Kovetkezmény. Legyen N C G és S C Irr(N), ahol |S| > 2. Tegyiik fel
% 1 Z[S]° — Z[Irr(G)] egy linedris izometria. Tegyik fel, hogy minden x € S-nek
egyenld a foka. Akkor (S, T) koherens.

Bizonyitds. Indukciot hasznalunk n = |S|-en. Legyen xi, x2 € S kiilonb6z6. Ak-

kor

[(x1 = x2)", (xa —x2)"T = [(x1 — x2), (x1 — x2) =2
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és mivel (x; — x2)7(1) = 0, frhatjuk (x; — x2)'au = o — 8, ahol «, 5 € Irr(G)
kiilonbozok. Ha n = 2, definidljuk x7 = «a és x5 = [ és kiterjesztjiik linearisan
Z[S]-re. Ebben az esetben Z[S]° = {a(x1 — x2)|a € Z} és igy * megyezik 7-val
Z[S]°-on.

Ha n = 3, legyen x3 € S — {x1, x2}. Mint fennt, (x; — x3)” = p — v ahol
p,v € Irr(G) és p # v. Ugyszintén

[(x1—x2)", (xa —x3)7] =1

és bebizonyosodik, hogy vagy pu = «a vagy v = 3, de egyszerre mindkettd nem
igaz. Ha p = a, definidljuk x7 = a, x5 = 5, és x5 = v.Ha v = 3, definidljuk
XT = —0,x5 — a, és x5 = —u. Barmelyik esetben, kiterjesztjiik *-ot linearisan
Z]S]-re és ellendrizziik, hogy * megegyezik 7-val x; — x2-0n és x; — xs-on és hogy

* egy izometria. Mivel
Z[S]° = {alx1 — x2) + b(x1 — x3)la, b € Z},

és a végeredmény kovetkezik ebben az esetben.

Tegyiik fel n > 3. Irjuk, hogy S = SyU{x} ahol 3 < |Sy| = n—1. Az indukcio6s
feltevés miatt (Sy, 7) koherens. Valasszuk i) € Sy és vegyiik észre, hogy (1)|x(1)
mivel ¢(1) = x(1). Most

ﬁ(l) D s, S = T > ()

és igy (9, 7) koherens 4.14. Tétel miatt. O
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4. T.I.F.N. halmazok

4.1. T.I.F.N. halmazok

A legtobb alkalmazésa a koherencidnak a ,tamely beagyazott” részcsoportok eset,
ahogy Feit és Thompson definialtak azt a paratlan rendi csoportok feloldhatosaga-
rol sz6l6 munkajukban. A szakdolgozatban egy korlatozottabb definicio szerepel,

ami szintén fontos az alkalmazasokban.

4.1. Definicié. Legyen K C G. Tegyiik fel
(a) K T.I. halmaz G-ben;
(b) K < Ng(K);
(c¢) Cg(k) € K minden 1 # k € K-ra.
Ekkor K egy T.I.F.N. részcsoportja G-nek.

Az F.N.” az el6z6 definiciéban , Frobenius normalizatort” jelent. Vegyiik észre,
hogy ha N = Ng(K), ahol K egy T.I.LF.N. G-ben, akkor N egy Frobenius csoport
és K a Frobenius mag. Az [1.; 6.34. Tétel| szerint, az irreducibilis karakterei
N-nek két tipustuak, azok, melyeknél a mag tartalmazza K-t és azok, melyek egy
nemprincipalis ¢ € Irr(K)-bol vannak indukilva. Ha S = {x € Irr(N)|K ¢
kerx}, akkor amit be akarunk bizonyitani az az, hogy S koherens. Feit és Sibley
eredményeibdl a legtobb esetben ez kdvetkezik. Vegyiik észre, hogyha K C G
kielégiti a 5.1. Definicio (a) feltételét, akkor (¢) ekvivalens Cx(k) C K-val minden
1 # k € K-ra, ahol N = Ng(K).

Thompson egyik jelentGs tétele az allitja, hogy a Frobenius mag sziikségsze-
riien nilpotens. A T.L.F.N. részcsoportok nilpotencidlja a kévetkezékben fel lesz
tételezve.

Egy sokkal elemibb tény G-nek a K T.I.F.N. részcsoportjaval kapcsolatban,
hogy (|G : K|,|K]|) = 1, vagyis a K egy Hall részcsoport. Ez igy van, mert
legyen p | |K|, legyen P € Syl,(K) és tegyik fel P C S € Syl,(G). Ekkor
Z(S) € C(P) € K a 5.1. Definicié (c) része alapjan. Most Z(S) # 1 és igy
S C C(Z(S)) € K ismét a 5.1. Definici6 (c) része miatt. Igy p1 |G : K|.

Néhany esetet emlitiink, ahol T.LLF.N. részcsoport fellép. Ha P € Syl,(G), |P| =
p és P = Cg(P) < Ng(P), akkor P T.LF.N. Példaul ez torténik a p foka permu-

taciocsoportokndl, és a PSL(2, p) csoportnal.
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Egy kétszeresen tranzitiv permutacidcsoport egy Zassenhaus csoport, ha né-
hany nem egységelem fixal két pontot, de egy sem fixal harmat. Legyen G egy
Zassenhaus csoport egy 2 halmazon és legyen «, 8 € €, mikozben o # 3. Akkor
G, egy Frobenius csoport G5 komplementummal. (A trivialitas elkeriilése miatt
feltételezziik, hogy |Q2| > 2). Legyen K a Frobenius magja G,-nak. A nem egy-
ségelemei K-nak pontosan azon elemei G-nek, melyek fixaljak a-t és mas pontot
nem. Konnyen kovetkezik, hogy K T.LLF.N. G-ben és G, = Ng(K).

4.2. Lemma. Leyen K T.LF.N. G-ben, és legyen N = Ng(K) és S = {x €
Irr(N)|K € kerx}. Akkor az indukdlds egy

Z[S|° — Z[Irr(G)]°
linedris izometridt definidl, és ha O € Z[S]°, akkor (9°)n = 1.

Bizonyitds. Ha x € S, akkor x = &V valamely ¢ € Irr(K) a [1.] 6.34. Tétel
szerint. Igy y elttinik N—K-n. Ha ¢,9 € Z[S]°, akkor kivetkezik, hogy ¢, ¥ eltiinik
N — K-n és 4.7. Lemma szerint [¢%, 9] = [¢, 1] és az elsé allitast bebizonyitottuk.

Szintén (V%) = ¥k a 4.7. Lemma alapjan. Mivel 9 elttinik N — K-n, elég
megmutatni, hogy ¥ eltiinik N — K-n, hogy bebizonyitsuk, hogy (9¢)x = 9.
Azonban egyetlen eleme N — K-nak sem lehet G-konjugalt K egy eleméhez, mivel
ha z € N — K ¢s o(x) | |K|, akkor K < (K,z) és (K,z) = K(z) gy, hogy
|(K,x) : K| nem relativ prim |K|-hoz. Ez ellentmondasban van azzal, hogy (|G :
K|, |K|) = 1. Most 9 definiciojabol és abbol, hogy ¥ elttinik N — K-n kévetkezik,
hogy ¥ szintén elttinik N — K-n, és a bizonyitas kész. O

4.3. Kovetkezmény. (Brauer-Suzuki) Legyen K egy abel T.I.F.N. részcsoportja
G-nek. Legyen N = Ng(K) ése = |N : K|. Legyen S = {x € Irr(N)|K € kerx}.
Ekkor vagy

(a) |S|=1,|K|=1+e és K egy elemi abel p-csoport, vagy

(b) S koherens, és létezik eqy eqy-egyértelmd f . S — Irr(QG) figgvény ése = +1
olyan, hogy (x — §)% = e(f(x) — f(£)) minden x,§ € S-re.

Bizonyitds. K-nak a nem-principélis irreduciblis karaktereinek minden orbitjanak
N hatésanal e mérete van. Igy x(1) = e minden x € S-re és |S| = (|K| —1)/e.
Ha |S| > 2, akkor 4.15. Koévetkezmény miatt S koherens. Ebben az esetben (b)
kovetkezik 4.13. Lemmébol.
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Ha |S| = 1, akkor |K| — 1 = e és a nem-egységelemei K-nak mind konjugaltak

N-ben. Koévetkezik, hogy mindnek ugyanaz a prim a rendje, és (a) kijon. O
Néhany kovetkezményét targyaljuk most a koherencianak a T.I.F.N. esetben.

4.4. Lemma. Legyen K C G T.IL.F.N. és legyen N = Ng(K). Tegyiik fel X C
{x € Irr(N)|K ¢ kerx} és hogy X koherens. Legyen * a jeldlése eqy Z[X]| —
ZIrr(G)] izometrianak, mely olyan, hogy * kiterjesztése az indukdldsnak Z[X]°-
on. Legyen o =73 v x(1)x. Akkor

(a) Ha ¢ € Irr(G) ésp ¢ {£x*|x € X}, akkor vy = aa+ 9, ahol a raciondlis
és [0, x] = 0 minden x € X-re.

() (X*)n = x)/x(1) figgetlen x € X-tol.
(c) (X )v —x = ax+ 109 x € X-re, ahol a raciondlis és [0,§] = 0 minden

e X-re.

Bizonyitds. (a) Legyen x,& € X. Akkor
[n, X(1)E = E()x] = [, (x(D)€ = £(1)x)°] = [, x()E" = £(1)x] =0

Ezért x(1)[¢n, €] = E(D) [, x] és gy [¥n, x]/x(1) = a fiiggetlen x € X-t6l. Ezért
~ = ac+ 9, ahol [, ] = 0 minden x € X-re. Igy (a) bizonyitva van.

(b) Legyen x,& € X. Akkor A = x(1)€ — £(1)x € Z[S]° és ezért (A%)y = A
5.2. Lemma altal. Azonban AY = A* = (1)&* — £(1)x*, és gy

X(DE = &M)x = x()(E)n — €M) (X )w

, €s

Igy (b) kovetkezik.
(c) Legyen &,m € X és irjuk A = &(1)n —n(1)€. Akkor

(), Al = [, A% = [}, A7 = [x, A

végiil [(§*)n, A] = 0. Most kovetkezik, mint (a)-nél, hogy (x*)nv — x = aa + 9,
ahol a = [(x*)v — X, &]/€(1) és [£,9] =0 € € X-re. O

4.5. Tétel. Legyen K C G T.IL.F.N., és legyen N = Ng(K). Tegyiik fel S =
{x € Irr(N)|K ¢ kerx} koherens és legyen E C Irr(G) a megfeleld kivételes
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karakterek halmaza. Legyen * egy Z[S| — Z[E| izometria, mely kiterjeszti az
indukdldst Z[S]°-on és legyen € = £1 , 1igy hogy ex* € E x € S-re. Akkor

(a) E = {¢ € Irr(G)|¢ nem dllandé K — {1}—en}.

(b) Ha tp = ex* € E, akkor Vi — exx konstans K — {1}—en. Ez a konstans
mx(1)/|N : K| alaki egy m € Z-re, amelyik figgetlen x € S wvdlasztdsdtol.

(¢) Ha g € G nem konjugdlt K — {1}—nek egy eleméhez sem, akkor 1(g)/1(1)
fiiggetlen ¢ € E vdlasztdsdtol.

(d) Ha x € S, akkor x*(1)/x(1) figgetlen x vilasztdsatol.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az 5.4. Lemmat X = S-sel. Akkor o = oy — on/k, ahol
oy és oy/i regularis karakterek. Vegyiik észre, hogy a konstans K — {1}—en.
Szintén, ha ¥ egy generalizalt karaktere N-nek és [, x| = 0, minden y € S-re,
akkor K benne van ¢ minden irreduciblis 6sszetevGjének a kerneljében, igy Vg
konstans.

Most ha ¢ ¢ E, akkor 5.4.(a) adja, hogy ¥y = aa+1 és ¢ konstans K —{1}—en.
Ha ¢ € E, akkor 5.4.(c) adja, hogy ety = x + aa + ¥, ahol etp = x*. Azonban
X € S nem lehet konstans K —{1}—en, kiilonben [1.; 3.8. Probléma| miatt minden
nem-principdlis irreducibilis karaktere K-nak egy Osszetevije lenne yx-nak. Ez
|S| = 1-et jelentene, amirsl most nincs sz6. Igy ¥ nem konstans K — {1}—en és
(a) bizonyitva van.

(b) els6 része azonnal kijon 5.4.(c)-b6l. Ahhoz, hogy a konstanst kiszamoljuk,
valasszunk € € S-et gy, hogy (1) = |N : K|, vagyis £ = AV valamely nem-
principélis linedris A € Irr(K)-ra. Most (§*)x — £k egy generalizalt karaktere
K-nak konstans m értékel K — {1}—en. Kovetkezik, hogy m € Z. Ha y € S
tetszéleges,5.4.(b) adja, hogy m’/x(1) = m/&(1) , ahol m’ a konstans érték, amit
(x*)xk—xx vesz fel K—{1}—en. Mivel £(1) = |N : K|, kapjuk m’ = mx(1)/|N : K|
és (b) kovetkezik.

Legyen x, & € S, gy hogy £(1)x* — x(1)€* = (£(1)x — x(1)§)“, amelyik eltiinik
azon g € G elemeken, melyek nem konjugaltak K — {1} elemeihez. Igy £(1)x*(g) —
X(1)€*(g) = 0 és (c) kovetkezik.

Végiil (d) adodik 5.4.(b)-b6l. Vége a bizonyitasnak. O
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4.2. Feit és Sibley tételei
Megkezdjiik munkalkodasunkat Feit és Sibley tételei felé.

4.6. Lemma. Legyen N eqy Frobenius csoport K Frobenius maggal. Teqyiik fel
|N : K| pdros. Akkor K Abel.

Bizonyitds. Legyen t € N egy involucid. Akkor ¢ ¢ K mivel (|K|,|N : K|) =1
és igy 2t # x x € K — {1}—re. Most képezziik le K — K-ra x — z 'z'-val.

Ez a fiiggvény egy-egyértelmt, mivel ha z7 12t = y~1y', akkor yz=! = (yz=1)! és
igy yr~—' = 1. Ezért a leképezés sziirjektiv és minden z € K u'u! alaka. Igy
vt = () = (uh)7lu = 27 Most mi kapjuk (zy)! = (zy)™' = y~lz7l =

y'lat = (yx)'. Ezért vy = yx x,y € K-ra, és a végeredmény kovetkezik ebbsl. [

4.7. Lemma. Legyen P € Syl,(G), ahol p # 2 és tegyik fel P T.I.F.N. G-ben
és nem abel. Legyen N = Ng(P) és legyen 1 < Z C Z(P) és Z < N. Legyen
X ={xeIrr(N)|Z  kerx}. Akkor X koherens.

Bizonyitds. Legyen e = |N : P|. 5.6. Lemma miatt e paratlan és ezért |N|
paratlan. Mivel Z > 1, X # (). Legyen £ € X-nek a lehetséges minimalis foka, és
legyen Xo = {x € X|x(1) = £(1)}. Mivel |[N| paratlan, £ # & , és igy | Xo| > 2.4.15.
Koévetkezmény miatt Xy koherens. Most definidljuk az X; halmazokat ¢ > 0O-ra
ezzel: X; = X, 1 U {x;}, ahol azx;-k X — Xy-b6l vannak valasztva tugy, hogy
Xi(1) < xit1(1). Ezért Xo C X; C ... € X = X. Indukciot hasznélunk i-n, hogy
megmutassuk, hogy X; koherens.

Ekkor a y € X-k fokai mind ep® alaktak, és igy £(1)|x(1) minden y € X-re.
4.14. Tetel altal kovetkezik, hogy azért, hogy megmutassuk, hogy X; koherens,
meg kell mutatni, hogy ¢ > 1-re

26(a(1) < Y x(1)*

Kapjuk

INl= >, x(?=IN:2Z]+) x(1)’

x€lrr(N) xXEX
és ezért |P - Z| osztja 3, o x(1)%-et. Igy €*|P: Z| osztja 3 x(1)%-et. Ha x €
X, akkor x = 9V egy ¥ € Irr(P)-re és 9(1)*> < |P: Z] az [1.; 2.30. Kivetkezmény|
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miatt. Igy x(1)* = €*9(1)? osztja €| P : Z|-t, és ezért x;(1)? osztja Y . x(1)%et.
Szinttgy xi(1)*x;(1)* j > i és arra jutunk, hogy x;(1)* osztja > . x(1)*t.
Féként, mivel 2£(1) < p€(1) < x;(1), kapjuk
26(xi(1) < xa(1)* < D x(1)
x€Xi—1

és az eredmény kovetkezik. O

4.8. Lemma. Legyen N C G és S C Irr(N). Legyen « : Z[S|° — Z[Irr(G)]°
egy linedris izometria és legyen XY C S, ahol X NY = 0 és (X,a) és (Y, a)
koherens. Legyenek o és T izometridk Z[X]-en és Z[Y]-on, ahol o és T - értelem
szerint - a koherencidnak megfelelden értenddk. Akkor

(a) [x°,n"] =0 minden x € X-re ésn € Y -ra.

(b) Tegyiik fel xo € X ésng €Y és

(xo(1)m0 — m0(1)x0)™ = Xxo(1)my — 10(1)X0-
Akkor X UY koherens.

Bizonyitds. p,v € S-re irjuk A(pu,v) = pu(l)v — v(1)p € Z[S]°. Legyen 6, = £1
ugy, hogy dx7 és en™ € Irr(G) x € X-re és ) € Y-ra. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk
(a)-t tegyiik fel, hogy [x7,n"] # 0. Akkor 0x? = ¥ = en” valamely 9 € Irr(G)-re.
Vegyiik x1 € X — {x}-t ésm €Y — {n}t és irjuk ¢ = dxJ és & = en]. Ekkor
W # 9 # & és kapjuk

0= [AQGx1), A, m)] = [AQG x)" Aln,m)] =
e0[(x(DY — xa(1)9), (n(1)€ —m(1)9)] =
ed(x1(D)m (1) +x()n(1) [, &]).

Mivel [¢,£] > 0 ez nem lehet, és (a) bizonyitva van.

Most rogzitsiik xo € X és ny € Y-t és feltételezziik azt, hogy A(xo,n0)* =
xo(1)ng — no(1)x§. Definidljuk *-ot X UY-on x* = x%-val x € X-re és n* = n"-
val € Y-ra és terjessziik ki linearisan *-ot Q[X U Y]-ra. Kovetkezik (a)-bol és a
ténybdl, hogy o és 7 izometridk, hogy * egy izometria és * : Z[XUY| — Z[Irr(G)].
Elegendd igy megmutatni, hogy * egyenld « linedaris kiterjesztésével QX U Y]°-n.
Azonban * megegyezik a-val Q[X]°-n, Q[Y]°-n, és A(xo,70)-n. Dimenzioszamolas
mutatja, hogy ezek kiterjednek Q[XUY]°-ra Q f616tt, és a végeredmény adodik. [
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4.9. Tétel. (Sibley) Legyen P € Syl,(G) T.LF.N. G-ben p # 2-vel. Legyen
N = Ng(P) és S = {x € Irr(N)|P € ker x}. Legyen e = |N : P|. Akkor az
aldbbiak kézil az eqyik teljesiil.

(a) |S| =1, P elemi dbel, és |P| =e+ 1.

(b) S koherens.

Bizonyitds. Ha P Abel, akkor ez benne van az 5.3. Kévetkezményben. Tételezziik
fel, hogy P nem Abel, igy e paratlan 5.6. Lemma alapjan, és ezért |N| paratlan.
Legyen Z = P'NZ(P) > 1 és legyen Y = {n € S|Z € ker n}. Legyen X =
{x € S|P" C ker x}. Akkor Y koherens 5.7. Lemma miatt és minden y € X
kielégiti x(1) = e-t. Mivel x # y-vel x € X-re, kapjuk, hogy X koherens 4.15.
Kovetkezmény miatt. Mivel Z C P’, kapjuk, hogy X NY = (). A bizonyitas
legtobb része a tovabbiakban arrél szol, hogy megmutassa, hogy X UY koherens.

Legyen * : Z[X] — Z[Irr(G)] egy linearis izometria, mely kiterjeszti az indu-
kalast Z[X]°-on. Hasonloan, legyen 7 egy izometria Z[Y]-on, mely kiterjeszti az
indukalast. Mivel X NY = (), 5.8. Lemma adja, hogy [x*,n"] = 0 x € X-re és
n € Y-ra.

Legyen o = (1/d) >°, oy n(1)n. Mivel e[n(1) n € Y-ra, o egy karaktere N-nek.
X € X-re, x* # £n"barmely n € Y-ra és 5.4.(a) Lemma adja, hogy

(X*)N = 19)( + Ay,

ahol ¥, egy generalizalt karaktere N-nek, melyre [J,,n] =07 € Y-ra és a, € Q.
Mivel minden x(1) egyenls x € X-re, 5.4.(b) Lemma adjat, hogy

(X )v —x =Uy = x + a

fiiggetlen x € X-t6l. Kovetkezik, hogy ¥, —x = A és a, = a fiiggetlenek x € X-t6l
és
(X)v = x+A+aa. (1)
A kovetkezd néhany paragrafus arrél szol, hogy bebizonyitsuk, hogy a € Z.
Mivel Z-t a magja xy € X-nek és A minden irreducibilis 6sszetev§jének tartal-
mazza, kapjuk z € Z-re, hogy x(z) = x(1) és A(z) = A(1) és igy az el6z6 egyenlet
azt adja, hogy



Szintén kapjuk, hogy py = pn/z + eq, ahol py és pn/z reguldris karakterek. z €
Z — {1}-re igy kapjuk

IN|=pn(1) = pn(2) = e(a(l) — afz))
és ezért
X*(1) =x"(2) = a|[N|/e = a| P|. (2)
Mi most 6sszehasonlitjuk y*(1)-et és x*(z)-t egy masik modon. Legyenek X, X7, ...
G konjugaltosztalyai, melyek tgy vannak megszamozva, hogy

(a) Xo = {1};

(b) X; N Z # () akkor és csak akkor, ha i < r;

(c) X; N P # () akkor és csak akkor, ha ¢ < s.

Vegyiik észre, hogy mivel P egy T.I. halmaz N = N(P)-vel, kapjuk, hogy X;NP
egy konjugaltosztalya N-nek i < s-re és X; NP C ZaN 1 < r-re.

Irjuk, hogy K; € C[G] az osztély dsszegre, amelyik megfelel K;-nek és K,K; =
> aiu kK, ahol a;j, € Z. Rogzitsiik most 4, j < r-et. Legyen ¢ € Irr(g) és legyen
w(K,) =¢(@)|K,l/v(1) z € K,. Ld. [1., 3. Fejezet]. Legyen R C C az algebrai
egészek gytridje, ugy hogy w(K,) € R. Legyen (1) = mp', p { m, és legyen
q = |P|/p". Kapjuk

WK w(K;) = ayjuw(K,).
p

p > s-re allitjuk, hogy w(K,) € ¢R. A T.LLF.N. tulajdonsagbol és a ténybdl, hogy
K, N P = ( kovetkezik, hogy |P| osztja |K,|-t és igy m(w(K,)/q) € R. Mivel
szintén q(w(K,)/q) € R és (m,q) = 1, kdvetkezik, hogy w(K,)/q € R, ahogy
allitottuk. Igy

S

w(K)w(Kj) = Zaijpw(KM) mod qR.

=0
Most legyen r < u < sésx € K,,uNP. Legyen C' = Cp(z) és legyen Q = {(u,v)|e €
K;,v € Kj,uv = z}. Akkor a;;, = || és C hat Q-n (u,v)® = (u°,v°)-val. Ha
ce C—{1} és (u,v)® = (u,v), akkor u,v € Cg(c) C Pésezért ue K;NP C Z
és hasonléan v € Z. Azonban wv =z € K, és K, N Z = (). Ez az ellentmondas
mutatja, hogy C' minden paly4janak Q-n a mérete |C|, és igy |C| osztja a;;,-t.
Kapjuk, hogy Cq(z) C P és igy Cg(x) = C és |P : C| osztja |K,|-t. Most
kovetkezik, hogy m(a;;,w(K,)/q € R és mivel q(a;;,w(K,)/q) € R, kapjuk, hogy
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a;;uw(K,) € gR és

w(K)w(K;) =Y ajjuw(K,) mod qR.
pn=0

Most tegyiik fel, hogy 1 € Irr(G) olyan, hogy ¢ konstans Z — {1}-en. Ekkor
minden w(K,) egyenls (egy w-val, mondjuk), 1 < pu <r és w(Ky) = 1. Szintagy

irjuk a;; = > a;j,, ugy hogy
pn=1
w® = ajjo + ai;w mod qR.

Mivel |N| paratlan, a nem-egység elemei Z-nek nem konjugaltak N-ben (és igy
G-ben sem) az inverzeikkel. Igy a0 = 0 Tételezziik fel, hogy K, az osztilya K,
inverzeinek, tgy hogy aix = |K1| = |G|/|P|. Igy kapjuk

anw = w® = |G|/|P| + a1ow mod qR. (3)

Abban a specidlis esetben, amikor ) = 1g, kapjuk, w = |G|/|P| és ¢ = |P| ugy

hogy
an|G|/|P| = |G|/|P| + a12|G|/| P| mod |P|

és a;y = 1+ a;2 mod |P|. Most (3) adja
(14 ajp)w = |G|/|P| + ajow mod qR

és
w = |G|/|P| mod qR. (4)

Alkalmazzuk mindezt a ¢ = ex* € Irr(g) karakterre, ahol ¢ = +1 és y € X.
Vegyiik észre, hogy 1 konstans Z — {1}-en (2) alapjan és igy most (4) megy.
Most z € Z — {1}-re

X" (2)|G : P|/x*(1) =w = |G : P| mod qR.
Mivel |P| osztja gx*(1)-t, ez adja
X"(2)|GI/IP| = x"(D|G|/|P| mod | P|R.

(2) alapjan
GI/IP||Pla = |GI/IP|(x"(1) = x"(2)) € [P|R
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és igy |G : Pla € R. Mivel szintén |Pla = x*(1) — x*(z) € Rés (|G : P|,|P|) =1,
kapjuk a € RN Q = Z, ahogy szerettiik volna.

Most legyen x, x1 € X és n € Y. Vegyiik észre, hogy x(1) = e osztja n(1)-et és
irhatjuk ¢ = n(1)/e. Legyen ¢ = cx —n € Z[S]°. Kapjuk

(%, x3] = [6, (XD)n] = [6, X1 + A + aal.

Mivel [x,a] =0 = [, x1 + A], ez adja

(09, x5] = c[x. xa + A] — a[n, a].

Azonban, [n,a] = ¢ a definiciéja miatt, és mivel a € Z, kapjuk, hogy c|[¢%, x}].

Ez a szamolas azt is mutatja, hogy
% x"] = ¢+ (¢, xi]
x1 # x-re. Ez adja
¢ = c(1+ b)x* + cb Z & —T,
§eX;E#x

ahol b € Z és [I',£*] = 0 minden & € X-re.

Szintén kapjuk

(6%, ¢°] = ¢, 6] =1 +¢*

és igy két lehet&ség van:

(i) b=0¢és [I,T] = 1; vagy

(i) b= —1,|X|=2és [[,T] = 1

A (ii) esetben *-ot helyettesithetjiik **-gal, ahol x7* = —x3 és x5 = —x;
X = {x1, x2}-re. Az eredménye ennek a cserének az az, hogy az (i) helyzetbe rak
minket. Igy feltehetjiik, hogy (cx —1)¢ = ex* — T

Most legyen n; € Y — {n}, ugy hogy

m(1) = [, n(D)m —m@)n] = [, n(0)n] —m@Q)n] = [L,m@)n" — n(1)n].

gy ismét két lehetdségiink van:
(i) I'=n"; vagy
(i) I' = —nf és n(1) = m(1).
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HaT # n7, akkor n] = —I' minden 1, € Y —{n}-ra, ésigy |Y| =2ésY = {n,m}
n(1) = n1(1)-gyel. Ebben az esetben tjradefinidlhatjuk 7-t és igy feltételezhetjiik,

hogy (i) van. Igy
(ex =) =ex" =
és igy X UY koherens 5.8.(b) Lemma miatt.
A bizonyitas befejezés¢hez megfigyeljiik, hogy 35 . 1(1)*> = [N — [N : Z] és
ezért oszthatd |P : Z|-vel és emiatt €|P : Z|-vel. Legyen ¢p € S — (X UY).
Akkor, mint a 5.7. Lemméban azt kapjuk, hogy ¢ = 9V, ahol ¥ € Irr(P) és

9(1)? < |P: Z|. Emiatt

B2 = 912 < 2P 2] < 3 (1)R
ey
Legyen x € X tugy hogy x(1) = e és ¥(1) > px(1) > 2x(1), mivel ¢ # X és igy
¥(1) > p. Ezért
2x()e(1) <o(1)* < Y€1)

geXuY
Mivel X UY koherens és x(1)[¢)(1) minden ¢ € S-re, ismételt alkalmazasa a 4.14.
Tételnek adja, hogy S koherens és a bizonyitas teljes. O

4.10. Tétel. (Feit-Sibley) Legyen K C G T.I.F.N. N = Ng(K)-val, e = |N : K|
és S ={x € Irr(N)|K & ker x}. Ekkor az aldbbiak kozil az egyik teljesil.

(a) |S| =1, |K|=e+1 és K egy elemi Abel p-csoport.

(b) K € Syls(G) és |K : K'| < 4e>.

(c) S koherens.

Bizonyitds. Ha K Abel, vagy (a) vagy (c) teljesiil 5.3. Kovetkezmény alapjan.
Tételezziik fel, hogy K nem Abel és e paratlan. Ha |K.K'| = F + 1, akkor K/K’
egy elemi Abel p-csoport és igy K egy p-csoport. Mivel e + 1 péaros kovetkezik,
hogy p = 2 és (b) is. Ezért tegyiik fel, hogy |{x € S|K’ C kerx}| > 2. Ez a halmaz
koherens 4.15. Kovetkezmény szerint. Legyen L< N, ahol L C K’ minimalis olyan,
hogy X = {x € S|L C kery} koherens és tegyiik fel, hogy S nem koherens ugy
hogy L > 1.
Legyen M < N olyan, hogy L/M egy f6faktora N-nek. Mivel

{x € S|M C kery}
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nem koherens, ismételt alkalmazéasa a 4.14. Tételnek adja, hogy ¢ € Irr(N) olyan,

hogy
2etp(1) > Y x(1)*=|N:L| = |N: K| =e(|K : L| - 1)

x€X
és M C kert. Legyen Z/M = Z(K/M). Akkor ZNL > M ésigy L C Z. Szintugy
Y = 9N valamely 9 € Irr(K) és 9(1)% < |K : Z| jagy hogy (1)? < €?|K : Z|. Igy

4e*|K - Z| > #29(1)* > (|K : L| — 1)

Most irjuk, hogy a = |K : L| és b = |Z : L|. Kapjuk, hogy b|K : Z| = |K : L| = a
és
4e*a = 4e*|K : Z| > b(|K : L| — 1)* = b(a — 1)%

Ha 4e* < b(a—2), ez azt adn4, hogy ba(a—2) > b(a—1)?, ami nem all fenn. Ezért
bla —2) < 4e?.

Ha Z = L, akkor Z(K/M) = L/M egy p-csoport valamilyen primre és ezért
K/M egy p-csoport. Mivel M C K’ kiovetkezik, hogy K egy p-csoport. 5.15.
Tétel miatt p = 2-t kapunk. a — 2 < 4€? is igaz, tigy hogy

IK:K'|<|K:Ll=a<4e*+1.

Mivel |K : K'| 2 hatvény és e > 1 péaratlan, kapjuk |K : K'| < 4e* és (b) teljesiil.
Ha Z > L, akkor €|(|Z : L| — 1)-nak kell lennie, és b > e + 1. K/M nem-abeli
is igaz, és igy Z < K és e|(|K : Z| — 1). Ezért

a>(e+1)b>(e+1)?>e*+2.

Ezért 4e* > b(a—2) > (e+1)e? > 4e?, mivel e > 3. Ez az ellentmondas bizonyitja
a tételt. O

Megjegyezziik, hogy a (b) eset S koherenciaja nélkiil is megtorténhet. A |K :
K'| < 4e* egyenlStlenség élesithets. A csoportok, melyekben (b) eléfordulhat

osztalyozva lettek.
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5. Feladatok

7.10. Feladat: Legyen K T.LLF.N G-ben, és tegyiik fel, hogy S = {¢ € Irr(N(K))|K ¢
ker ¢} koherens. Legyen T G kivételes karaktereinek a megfelels halmaza. Legyen
M =, cr ker x. Mutassuk meg, hogy M NK =1.

Megoldas:

Indirekten bizonyitunk. Ekkor 1 #x € M N K. Vi € T,¢(z) = (1), (x € M).
Jelolje N = Irr(N(K)). Legyen N karaktertabldzataban a fels§ rész, ahol K C
kery, az also rész, ahol ez nem igaz, vagyis S. A fels6 részben x(x) = x(1).

A 4.5.b Tétel szerint ¢(z) — ex(z) = mx(1)/|N : K|, m € Z fiiggetlen x-t6l.
A 4.5.d Tétel szerint viszont (1) = Ix(1), [ € Z. Vagyis ex(z) + T;\;‘% = Ix(1),
igy x(z) = x()e(l — 77z7), Yx € 5.

A II. ortogonalitasi tétel alapjan:

0 = 3 et XOX(D) = Coro XX s XX = Spore (1
el — wmy) Zoyes X(1)7, gy

0=|N: K[+ el = mg) (IN] = [N = K]),

0=|N:K|+¢€(l|N:K|—m)(|K|—1), ahol I|N : K| — m egész.

Tehat |K| — 1||NV : K| < |K| — 1. A masodik egyenl6tlenség azért van, mert
a Frobenius komplementum, jel6lje H fixpontmentesen hat a K — {1} halmazon,
és a hatéas orbitjai |H| elemiek, igy |H|||K| — 1, ahol |H| = |N : K|. Vagyis
|H| = |K|—1. Mivel egyetlen orbit van a K — {1} halmazon, ezért Kminden eleme

azonos rendd. Tudjuk, hogy létezik p rendd elem, vagyis K p- csoport. 1 # Z(K)
miatt Z(K) = K, mivel a konjugalas automorfizmus a centrumot énmagaba viszi.
Tehat K elemi Abel p-csoport.

Ellentmondéas van, mert |S| = 1 jon ki az alabbi részletezés miatt, ami ellent-
mond annak, hogy a koherenciandl a definicional S elemszdma legalabb kettd.

Azért van egyetlen eleme S-nek, mert K barmelyik karakterének ugyanaz lesz
az indukaltja (a Frobenius csoport miatt S elemei K nem trivialis karakterérdl
indukilodnak): ¥ € S, ¥(1) = |N: K|;1#a€ K, V(a)=—-1;b€ N—K,
U(b) = 0. Mindez azért van, mert ha K elemi Abel p-csoport, van rajta egy
linearis karakter, aminek a magja p indext részcsoport a K-ban, és minden p-edik
egységgyokot ugyanannyiszor vesz fol. Amikor ezt indukalom, mivel minden K-beli

(nem trivialis) két elem konjugalt egymaéssal, tehat olyan sok konjugélt Gsszegét
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kell venni, ami pont az Osszes érték Osszege, kivéve az egységelemen felvett érték,
ami 1. Az Osszes érték Osszege az 0 az elsG ortogonalitasi relacié miatt, tehat
kimarad az az egyetlen érték, azért —1. Mivel norméllosztorol indukéalunk, kiviil
0.

7.12. Feladat: Legyen K T.I.F.N. G-ben, és legyen e = |[N(K) : K|. Tegyiik fel,
hogy G-nek van egy hiiséges irreducibilis karaktere < 2e fokkal. Mutassuk meg,
hogy K Abel.

Megoldés: Jelélje x a szobanforgd karaktert. xn(x) megszoritds Frobenius
csoport, igy az irreducibilis karakterei kétfélék [Isaacs, 6.34]. Az egyik eset, ha
ezek magjai tartalmazzdk a K-t, a masik esetben ezek egy ¢ € Irr(K) K-
beli irreducibilis karakterrsl vannak indukalva. Ez utébbi esetben @V)(1) =
IN(K) : K| ¢(1) = ep(1). Vagyis a x foka < 2e miatt ilyen karaktert csak egyet
tartalmazhat a xn(xk), és ekkor ¢ foka 1. Ha xn(x) csak az els6 esetbeli irreducibi-
lis karaktert tartalmaz, akkor a megszoritds magja is tartalmazza K-t és ekkor az
eredeti y karakter magja is tartalmazza a K-t, ami nem lehet, mert x hd. Tehéat
Xn~(k)-ben van egy indukélt karakter és esetleg néhdny, az elsé esetbeli karakter.

Mivel a y irreducibilis, ezért irhatd a kovetkezd, ahol felhasznaljuk, hogy mivel

K T.I., ezért K konjugéltjainak a darabszama ‘i a normalizator indexe.

e|K|

1 G 1 , 11 , 1
L= G @R > e 3 o)) = TR 2 NG

geG 9€G,g#1

ﬁ > gek Ix(9)]*> = < xx, XK >, és ez utobbi egyenls a K irreducibilis karak-
tereire vett egyiitthatok négyzetdsszegével. De xx = (xn(x)) k- ¢ K|k e darab
konjugalt karakter 0sszege, mig az esetleg meglévs, a magok K-t tartalmazo irre-
ducibilis karatktereinek a megszoritasa K-ra K trivialis karakterei szorozva a di-

menzioval: (x(1)—e)lg-val egyenlGek. Tehat % > ger IX(9)P = el?+(x(1) —e)*.

Vagyis D) )2 1 1
e+ (x(1)—e
(7 ~ TG 2 (1) = 2ex(1) + ¢

T > (1= (1) = () = e

e|K]|

)x (D)



Kapjuk

G = (- )

Két eset van: a nevezd nulla, vagy nem nulla. Ha a nevezd nulla, azaz x(1) = e,

akkor xn(K) irreducibilis, mert tovabbi tagok nincsenek. Ha tovabb megszoritjuk
K-ra ezt, akkor keryyg > K’ lesz, és igy K’ = 1.

A masik esetben legyen x(1) = e + 1. Ekkor |K| < (e + 1)2. K-n hat a
Frobenius-komplementum, ami e elemi, az orbitok regularisak, tehat minden orbit
e hossztsagi. Thompson tétele szerint K nilpotens. ®(K) = 1 vagy ®(K) # 1.
Ez utobbi esetben a ®(K) elemszama legalabb e + 1, mert minden orbit e elemt,
a Frattini az karakterisztikus részcsoport, kiils6¢ elemmel konjugalva nem viszi ki
onnan az elemeket, tehat ez az egész teljes palydkat tartalmazza és a palya e elemti,
igy a Frattini elemszam-1 oszthato e-vel.

Allitas. K/®(K)-n is fixpont mentesen hat a Frobenius komplementum a sajat
hatasaval.

Biz. Indirekt: a € K, minden b € H (Frob. kompl.) -ra (b7'ab)®(K) =
a®(K), a®(K) mellékosztaly orbitok unioja. Ha a ¢ ®(K), akkor e||®(K)|, amit
ellentmond annak, hogy e||®(K)| — 1.

Ellentmondas: Az allitds miatt -2 > e+ 1, |K| > (e + 1)|®(K)| > (e + 1)2,

[ (K]
ami nem lehet, mert most | K| < (e + 1)
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