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Bevezetés

A haldzati folyamok az operdcidkutatds egyik legszélesebb korben alkalmazott eszkoz-
tara. Kozvetleniil felhasznédlhat6 telekommunikacids vagy egyéb kommunalis hédlézatok
tervezési feladatainak megoldédsara, tovabba alapvetd épitdeleme kiillonboz6 héldzati
utvonalvélaszté €s forgalommenedzseld eljarasoknak, logisztikai problémak megoldaséra
szolgdld algoritmusoknak is.

A kiilonboz6 alkalmazdasok mindegyikében valamilyen entitdst (terméket, adatot, villa-
mos energidt stb.) szeretnénk tovdbbitani az adott hdl6zat egy vagy tobb pontjabdl mas
pontokba minél hatékonyabban. Ezzel kapcsolatban harom alapveté problémakor fogal-
mazhat6 meg: legrovidebb iit, maximdlis folyam és minimdlis koltségii folyam.

Jelen dolgozat célkitlizése a minimalis koltségli folyam feladat elméleti hatterének és
kiilonb6z6 megoldasi médszereinek attekintése, valamint ezek koziil néhdny kivalasztott
algoritmus hatékony megvaldsitdsdnak bemutatdsa €s Osszehasonlitisa. Minden imple-
mentaciét C++ nyelven, a LEMON halézattervezd és optimalizadldsi programkonyvtar
keretein beliil, a mar meglévo eszkozeinek felhasznéldsdval végeztiink.

A targyalds soran feltessziik, hogy az Olvasé rendelkezik a téma vizsgalatdhoz sziiksé-
ges matematikai ismeretekkel, tisztdban van a grafelmélet alapfogalmaival és szokdsos
jeloléseivel, tovabbd ismeri az alapvet6 grafelméleti algoritmusokat is.



1. Minimalis koltségti folyam

A minimdlis koltségii folyam a hélézati folyamok legalapvetébb modellje, amely — mint
ahogy késobb latni fogjuk — specidlis esetként magdban foglal sok mas folyamfeladatot
is, tobbek kozott a két legismertebbet: a legrovidebb it és a maximadlis folyam problémat.
A hdlézati folyamok elméleti hatterét, a sokféle ismert algoritmust és ezek szertedgazd
alkalmaz3si teriileteit nagyon jol bemutatja Ahuja, Magnanti és Orlin [2] miive.

1.1. A vizsgalt feladat

A minimdlis koltségli folyam feladat lényege egy olyan minimaélis koltségi ,,szallitasi
terv”’, folyam meghatarozasa, amellyel az adott hal6zat termeld csicsaibdl a fogyaszto
csucsokba eljuttathatjuk a megfeleld mennyiségii terméket oly mddon, hogy az élekre
vonatkoz6 kapacitdskorldtokat betartjuk.

Legyen G = (V, E') egy iranyitott, gyengén dsszefiiggs graf n = |V| csdccsal és m = | F|
éllel. Minden (7, j) € E élhez hozzdrendeliink egy [;; € R, [;; > 0 also és egy u;; € RU
U{+o0}, u;; > l;; felsé korldtot, valamint egy c;; € R koltséget, amely az adott élen folyd
egységnyi folyam koltségét jeloli. Feltessziik tehat, hogy a hdl6zatban a folyam koltsége
linedrisan fiigg a mennyiségétdl. Ezen kiviil minden ¢ € V' cstcshoz hozzarendeliink egy
b(i) € R értéket, amely a termelését, illetve fogyasztasat jeloli. Ha b(i) > 0, akkor ¢ ter-
meld csiics b(1) termeléssel, ha b(i) < 0, akkor ¢ fogyaszto csiics —b(i) fogyasztassal, ha
pedig b(i) = 0, akkor i kozvetitd csiics. Ezen feltételek mellett szeretnénk meghatarozni
az egyes €leken az x;; € R folyamértékeket oly modon, hogy az 6sszkoltség minimalis
legyen. A legtobb esetben azonban minden mennyiség- és koltségérték egész, és a meg-
oldast is egészértéki folyamként keressiik.

Ezek alapjan a vizsgélt optimalizdldsi modell az alabbi médon formalizalhat6 : hatarozzuk
meg a

min Z CijTij (1)
(i,j)eE
értéket a
> oomy— Y wp=b(i) Vi€V, )
j:(4.j)EE Jj:(Ji)EE
lij < zij < wj v(i,j) € E )

feltételek mellett, ahol feltessziik, hogy > ., b(i) = 0.

A probléma tehét egy linedris programozasi feladat. Legyen A a graf n x m-es un. csiics-
él szomszédsdgi mdtrixa, ahol minden oszlop egy (i, j) € E élhez tartozik: az i. sordban
+1-et, a j. sordban —1-et tartalmaz, a tobbi érték pedig nulla. Ekkor a feladat matrix
alakban az alabbi médon irhat6 fel: hatdrozzuk meg a

min cx 4)



értéket az
Axr =0, 5

[ <z<u (6)
feltételek mellett.

A @), illetve Q) feltételt mennyiségkiegyenlitettségi feltételnek (mass balance constra-
int) vagy termelés/fogyasztds feltételnek (supply/demand constarint) nevezzik, amely azt
mondja ki, hogy minden 7 € V csticshoz az 6sszes kifoly6 és az dsszes befolyd folyam-
mennyiség kiillonbsége egyezzen meg a b(i) termeléssel. A (3), illetve (6) feltételt pedig
korldtfeltételnek (flow bound constraint) nevezzik, amely tipikusan a hal6zat fizikai tulaj-
donségait, illetve a folyammal kapcsolatos elvdrdsainkat jellemzi.

1.2. Specialis esetek

Ebben az alfejezetben bemutatjuk a minimadlis koltségli folyam feladat néhany specidlis
esetét, amelyek tobbnyire 0ndll6 feladatként is ismertek, és gyakran el6fordulnak kiilon-
boz6 alkalmazdsokban. Ezekkel szeretnénk szemléltetni, hogy a vizsgélt probléma egy
igen éltalanos keretet hatiroz meg, amelyen beliil sok specidlisabb feladat is megfogal-
mazhaté. fgy a kés6bb bemutatdsra keriild megoldasi médszerek széles korben, sok kiilon-
boz6 teriileten alkalmazhatdk.

1.2.1. Legrovidebb tut

A legrovidebb it (shortest path) talan a legismertebb €s legegyszeriibb folyamfeladat:
keressiink egy legrovidebb (legkisebb koltségii) utat a megadott hdlézat egy s kezddcsu-
csdbol egy ¢ célesucsdba a c;; €lkoltségek szerint. Az €l6z0 alfejezet jeloléseivel legyen
lij = 0 és u;; = 1 minden (3, j) élre, valamint b(s) = 1, b(t) = —1 és b(i) = 0 minden
mds ¢ csucsra. Ekkor a kapott optimdlis megoldas egy egységnyi folyamot visz at s-bol
t-be egy legrovidebb Ut mentén. Amennyiben pedig egy s csicsbdl kiindulva az dsszes
tobbi csticsba keressiik a legrovidebb utat, akkor legyen b(s) = n — 1 és b(i) = —1 min-
den mds 7 cstcsra, tovabbd minden u;; kapacitds legyen legalabb n — 1. Ekkor a megoldds
az s csucsbol egy egységnyi folyamot visz at minden més csucsba egy-egy legréovidebb

at mentén.

1.2.2. Maximalis folyam

A maximadlis folyam (maximum flow) feladat bizonyos értelemben a legrévidebb ut komp-
lementer modelljének is tekinthetd. Az utébbindl ugyanis csak az élek koltsége jatszik
szerepet, ezzel szemben a maximadlis folyam feladatban nincsenek koltségek, csak kapa-
citaskorlatokkal foglalkozunk. A feladat az, hogy egy adott s forrds cstucsbdl egy ¢ nyeld



csucsba taldljunk egy maximalis értékli megengedett folyamot (vagyis olyan folyamot,
amely nem sérti meg az u,; kapacitaskorlatokat). Ezt formalizdlhatjuk minimalis koltségt
folyamként oly médon, hogy b(:) = 0 minden i csticsra, és ¢;; = 0 minden (¢, j) € E élre,
tovabba kiegészitjiik a grafot egy (¢, s) éllel, amelyre ¢;s = —1, l;s = 0, uys = oo. Ekkor
egy optimélis megoldds nyilvdn maximalizdlja a folyamot a (¢, s) élen, ehhez viszont
ennek a folyammennyiségnek az eredeti éleken el kell jutnia s-bdl ¢-be (hiszen minden
b(i) = 0). Igy a megoldés az eredeti grafon egy maximalis s—t folyamot ad.

1.2.3. Szallitasi feladat

A szdllitdsi feladat (transportation problem) a minimalis koltségti folyam olyan specidlis
esete, ahol a csucsok V' halmaza felbonthaté két (nem feltétleniil azonos méretd) V7, V5
halmazra oly médon, hogy minden ¢ € V; termeld csucs, minden j € V5 fogyaszto csucs,
tovdbbd minden (i,j) € E élre i € V; és j € V, (vagyis G péros graf). Egyes alkal-
mazdsokban kapacitdskorlatokat sem feltételeznek, ilyenkor /;; = 0, u;; = oo minden
élre.

1.2.4. Hozzarendelési feladat

A hozzdrendelési feladatban (assignment problem) adott két azonos méreti halmazunk :
Vj és V5, valamint a lehetséges hozzdrendelések egy 2 C V) x V5 halmaza és mindegyik-
hez egy c;; koltség. A feladat az, hogy minden V;-beli elemhez rendeljiink pontosan egy
Vy-belit egy (i, j) € E él mentén oly médon, hogy az 6sszkoltség minimélis legyen. Ezt
a feladatot is formalizdlhatjuk minimalis koltségii folyamként: legyen G = (V3 U V;, E),
ahol b(i) = 1 minden i € V; csicsira, b(j) = —1 minden j € V5 csticsra, és minden élre
lij; =0, u;; = 1.

1.2.5. Aramfeladat

Az dramfeladat (circulation problem) a minimélis koltségii folyam olyan speciélis esete,
amelyben csak kozvetit6 csicsok vannak, vagyis minden b(i) = 0, a teljes folyammennyi-
ség korbedramlik a halézatban.

Ehhez példaként tekinthetiink egy olyan alkalmazast, amelyben egy optimdlis menet-
rendet szeretnénk megadni egy repiilogép tarsasag gépei szamdra. Ebben a modellben
minden gép a kiilonb6z6 vérosok repiilSterei kozott jar korbe. Minden [;; alsé korlétot
egyre vdlasztunk azokban az esetekben, ha biztositanunk kell egy jdratot az ¢ csomdpont-
bdl a j csomdpontba. Itt a graf csucsai a térbeli elhelyezkedés és az induldsi/érkezési
id6pont kombindcidjat reprezentéljdk, példaul Budapest 10:00, London 11:00. Az egyes
repiilétereken vald varakozasnak pedig tovabbi élek feleltethet6k meg, amelyeknek
szintén lehetnek kapacitiskorlatai (a repiil6tér befogadé képessége) és nullatdl kiilon-
bz koltségei is.



1.3. Altalanositasok

Az aldbbiakban attekintjiik a minimdlis koltségii folyam feladat szokdsos altaldnositdsait
¢és azok néhany alkalmazasi lehet6ségét. Ezekkel jelen dolgozat keretében részletesebben
nem foglalkozunk, azonban az itt felsorolt példak szintén j6l mutatjak a vizsgalt modell
jelent6ségét, tovabba az dltalanosabb folyamproblémak részfeladataiként gyakran kapunk
minimalis koltségii folyam feladatot.

1.3.1. Konvex koltségii folyam

Az eddig targyalt modellben feltettiik, hogy a folyam koltsége a mennyiség linearis fiigg-
vénye, ezzel szemben a konvex koltségii folyam (convex cost flow) feladatban csak annyit
kotiink meg, hogy ez valamilyen konvex fiiggvény legyen. Szamos olyan probléma van,
amelynél sziikséges lehet ez az dltaldnositas, példdul : elektromos hal6zatokban az ellen-
allasok hatdsara bekovetkezd villamosenergia-veszteségek leirdsa; az egyes vonalak ter-

heltsége, illetve az esetleges torlddasok miatt fellépd késleltetés, varakozasi id0 kezelése
kiilonbozd kozlekedési és kommunikdcids halozatokban.

1.3.2. Altalanositott folyam

Az dltaldnositott folyam (generalized flow) modellben az egyes élek ,,fogyaszthatjak™ és
,»novelhetik” is a rajtuk atfoly6 folyamot. Ha az i csicsb6l az (i, j) élen x;; egységnyi
folyam l€p ki, akkor a j csticsba yi;57;; egységnyi érkezik meg. Ha pi;; < 1, akkor az €l
veszteséges, ha pedig p;; > 1, akkor nyereséges. Ez a megkozelités természetes modon
felmeriil sok alkalmazasban, példaul: villamos energia tovabbitdsa elektromos hédl6zatok-
ban, ahol a vezetékeken veszteség léphet fel; vizvezeték-hdlézatokban, csatorndkban a
szivargés, illetve parolgas jelenségének kezelése ; valamilyen romlandé termék szallitdsa;
valamint pénziigyi, gazdasagi rendszerek modellezése, ahol az egyes élek reprezentdljak
a kiilonbozd befektetési lehetdségeket, eseményeket, a hozzajuk rendelt szorz6 tényezdk
pedig a varhat6 hozamot, illetve veszteséget.

1.3.3. Tobb termékes folyam

A tobb termékes folyam (multicommodity flow) feladatban egyszerre tobb drucikk van
jelen ugyanabban a hdlézatban. Mindegyiknek kiilon vannak termel és fogyasztd csu-
csai, kiilon kiegyenlitettségi feltételek vonatkoznak rijuk, viszont az élek kapacitdsain
osztoznak. Az alapvet6 probléma tehat nyilvan az, hogyan osszuk fel a rendelkezésre
allé kapacitdsokat az egyes termékek kozott. Ez a feladat is szdmos valds probléma
modellezésére alkalmas, példaul : utasok kozlekedése egy varos bizonyos pontjai k6zott;
kiilonboz6 termékek, mezdgazdasagi termények szallitdsa egy-egy orszagon belill, illetve



orszagok kozott; valamint iizenetek kiildése egy kommunikacidés hildzatban kiillonbozo
kiild6-cimzett parok kozott.

1.4. Torténeti elozmények

Els6ként L. V. Kantorovich orosz matematikus vizsgdlt olyan szallit4si problémadkat, ame-
lyek a minimdlis koltségli folyam modell kialakuldsdhoz vezettek. 1939-ben irt értekezése
[43] csak joval késdbb, az 1960-as években vilt ismertté, miutdn nyugaton is elkezdédtek
hasonl6 kutatdsok. 1975-ben T. C. Koopmans holland matematikussal megosztva Koz-

gazdasagi Alfred Nobel-emlékdijjal jutalmaztik.

Kantorovich kilenc kiilonb6z problémaosztalyt hatdrozott meg, amelyek kozott szere-
pel példaul: munka elosztisa az egyes munkagépek kozott; rendelések elosztasa gyarak,
termeldiizemek kozott; kiilonbozd nyersanyagok, illetve tizemanyag elosztdsa; valamint
optimalis teherszallitasi tervek készitése. Késobb, az 1940-es években megjelent munka-
iban mar foglalkozott kapacitaskorléttal rendelkez6 hal6zatokkal is, valamint felismerte a

primdl és dudl feladat kapcsolatat.

Nyugaton F. L. Hitchcock foglalkozott el6szér hasonlé problémékkal, 1941-ben megfo-
galmazta az [[.2.3] szakaszban bemutatott klasszikus széllitdsi feladatot [40]. Egy m x n
dimenziés geometriai reprezenticiot adott m gyar és n vdros kozti aruszéllitds problé-
madjéra, bevezette a megengedett tartomdny és az extremadlis pontok fogalmét. 1947-ben
Koopmans pedig megfogalmazott egy optimalitdsi kritériumot, és megmutatta, hogy az
extremalis pontoknak a graf terminol6gidban feszit6fak felelnek meg.

H. W. Kuhn 1955-ben [51] a hozzdrendelési feladat megoldasara kidolgozott egy algo-
ritmust, amely két magyar matematikus, Egervary Jend és Konig Dénes eredményeire
épiilt, ezért az § tiszteletiikre magyar modszernek nevezte el. Késdbb ez az operacidku-
tatds egyik legjelentGsebb mddszere lett, amely hadl6zati folyamokkal, parositasokkal és
matroidokkal kapcsolatos szdmos algoritmus kidolgozasat alapozta meg.

A hélézati folyamok — és ezen beliil a minimaélis koltségli folyam modell — ma hasznalt
fogalomrendszerének kialakuldsa, az alapvet6 elméleti eredmények jelentds része L. R.
Ford és D. R. Fulkerson munkdssagdnak koszonhetd. 1962-ben megjelent értekezésiik-
ben [22]] szamos eredményiiket 0sszefoglaltdk, megfogalmaztik és részletesen elemez-
ték tobbek kozott a minimalis koltségli folyam problémaét, és bemutattak tobb kiilonb6z6
megoldasi modszert is.

Az 1960-as évektdl eldtérbe keriilt ez a problémaosztily, és az 1990-es évekig folyamato-
san sziilettek djabb és Gjabb eredmények. Ezek részletes idorendi attekintésétdl azonban
eltekintiink, helyette a [2l fejezetben az egyes megolddsi mddszerek targyaldsakor uta-
lunk azok torténeti el6zményeire. Ahuja, Magnanti és Orlin [2]] konyvében megtaldlhat6
minden ismertebb algoritmus torténeti hétterének Osszefoglaldsa szdmos hivatkozdssal,
Schrijver [59] cikke pedig a hédldzati folyamok elméletének fejlodését mutatja be.



1.5. Feltételezések és atalakitasok

A dolgozat tovébbi részeiben az alfejezetben leirt minimalis koltségli folyam felada-
tot vizsgéljuk, és arra keresiink megold¢ algoritmusokat. Ehhez azonban eldszor megfo-
galmazunk néhdny tovabbi feltételezést, és megmutatjuk, hogy megfeleld 4talakitdsokkal
ezek biztosithatok.

1.1. Feltételezés. Minden adat (kapacitds, élkoltség és termelés/fogyasztds érték) egész.

Ez a feltételezés az alkalmazasok tobbségénél nem jelent Iényegi megszoritdst, ugyanis a
raciondlis szdmokat egy kell6en nagy szammal megszorozva egésszé alakithatjuk, az irra-
ciondlis szdmokat pedig eleve valamilyen raciondlis kozelitéssel helyettesitjiik a szamito-
gépes dbrazolds sordan. A 3.2 alfejezetben megmutatjuk, hogy ha ezen feltétel mellett a
feladatnak van optimadlis megolddsa, akkor 1étezik olyan optimélis megoldds is, amelyben
minden x;; ért€k egész, ezért a tovabbiakban minden esetben ilyen folyamot keresiink.

1.2. Feltételezés. Minden kapacitdsérték véges.

Altaldban ez a feltétel sem jelent megszoritdst, ugyanis a végtelen kapacitdsokat a tobbi
adat fiiggvényében lecserélhetjiik kelléen nagy véges értékekre. Olyankor viszont ez
nem alkalmazhat6, amikor az eredeti feladatban a végtelen kapacitdsok miatt a megen-
gedett megoldasokhoz tartozé célfiiggvényértékek halmaza alulrél nem korlatos, ugyanis
a transzformdlt feladatnak nyilvén ilyenkor is 1étezne optimdlis megolddsa. Az ilyen
eseteket azonban konnyen kizarhatjuk az aldbbi kritérium alapjan [35]].

1.3. Tétel. A minimadlis koltségii folyam feladatnak akkor és csak akkor létezik optimdlis
megolddsa, ha létezik megengedett megolddsa, és a G grdf nem tartalmaz olyan negativ
osszkoltségil irdnyitott kort, amelyben minden él kapacitdsa végtelen.

Tehét ha az eredeti feladatban szerepelnek végtelen kapacitdsok, akkor megvizsgaljuk,
hogy 1étezik-e végtelen kapacitasi negativ kor. Ha igen, akkor a feladatnak nincs opti-
madlis megolddsa, egyébként pedig a végtelen kapacitdsokat lecserélhetjiik kelléen nagy
véges kapacitdsokra.

Vegyiik észre, hogy az [LL1l és feltételezések mellett a feladatnak csak véges sok
kiilonboz6 (egészértékili) megengedett megoldasa lehet, ezért ha 1étezik megengedett meg-
oldas, akkor 1étezik optimélis megoldas is.

1.4. Feltételezés. A b(i) termelés/fogyasztds értékek dsszege nulla.

Ez a kikotés mindenképpen sziikséges ahhoz, hogy a feladatnak legyen megengedett meg-
oldésa, ugyanis:
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1.5. Feltételezés. Minden l;; also korldt nulla.

Ez a kikotés az dltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd, ugyanis minden minimélis
koltségii folyam feladat ekvivalens médon dtalakithato gy, hogy ez teljesiiljon. Legyen
(i, 7) egy tetszGlegesen rogzitett él ;; # 0 alsé korlattal. Ekkor az[l dbrdn lathaté médon
ezen az €len az x;; folyamérték helyett tekintsiik az x}; = x;; — l;; értéket, és legyen [j; =
= 0, uj; = u;; — l;;. Bzdltal a mennyiségkiegyenlitettségi feltételben b(i) I;;-vel csokken,
b(j) pedig l;;-vel novekszik, igy ezt az 4talakitdst minden élre elvégezve adédik, hogy:

VE) =bi)— > L+ Y

J:(ij)eE J:(ga)eE

A fenti transzformaciot egy két fazisbol 4116 megoldasi mddszerként is értelmezhetjiik.
El6szor minden (4, j) élen [;; folyamot folyatunk, aztdn a masodik 1épésben az ehhez
hozzdadand¢ tovabbi folyammennyiségeket (az x;j értékeket) keressiik oly médon, hogy
azok 0sszkoltsége minimdlis legyen.

b(i) b(5) b(i) — Lij b(5) + Lij

xij xX,;

1. abra. Nem nulla als6 korlatok eltavolitasa

Konnyen ldthatd, hogy az igy definidlt [};, u;;, x}; és V(i) értékekre a sziikséges felté-
telek teljesiilnek, tovabba az eredeti és a transzformalt feladat megolddsai kolcsonosen
egyértelmiien megfeleltethet6k egymdasnak oly médon, hogy a két célfiiggvényérték kozti
kiilobnbség minden esetben megegyezik a Z(L JeE cijli; konstanssal. Tehat a két feladat

ekvivalens.

Ezek alapjdn a tovabbiakban eltekintiink az /;; als6 korlatoktdl, csak az u,; kapacitdsokkal
foglalkozunk.

1.6. Feltételezés. Minden c;; élkoltség nemnegativ.

7

Az el6z6hoz hasonldan ez a feltétel is biztosithatd a feladat ekvivalens 4dtalakitasaval.
A sziikséges transzformécio lényege, hogy minden negativ koltségt (7, j) €l esetén az x;;
véltozot u;;—x’;;-re cseréljiik a feladatban. Ennek megfelel6en a[2l abran lathaté médon az
élt megfordltjuk lecseréljiik egy (j,1) €lre ¢; = —c;; koltséggel és u; = u;; kapacitdssal.
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Ezt az atalakitast is egy két 1€pcsds megoldasi modszerként értelmezhetjiik. E16szor min-
den negativ koltségti (¢, j) élen kiildjiik at a lehet legtobb, vagyis u,; egységnyi folyamot
(ezéltal b(7) u;;-vel csokken, b(j) pedig w;;-vel novekszik), a mdsodik lépésben pedig
", €rtékek) azt adjdk meg, hogy
mennyit kell ebbdl levonni, mekkora az a folyammennyiség, amelyet mégsem folyatunk

a megforditott éleken visszafolydo mennyiségek (az x

at ezeken az éleken. Ezt a transzformaciot minden élre elvégezve adddik, hogy:
V(i) =b6)— > wgt+ Y
j:(i,j)EE" j:(ji)er’

ahol £’ jeloli az eredeti graf negativ koltségi éleinek halmazat.

b(i) b(4) b(i) — uij b(4) + uij

Uiy Cij - Uiz, —Cij -
O, D — OO

Lij ey

2. dbra. Negativ élkoltségek eltavolitdsa

Megjegyezziik, hogy a fenti atalakitds kovetkeztében a grafban megjelenhetnek parhuza-
mos élek, akkor is, ha eredetileg nem voltak. Az ilyen feladatok esetén azonban a gya-
korlatban tobbnyire olyan grafimplementédciét haszndlunk, amely megfelelden kezeli a
parhuzamos éleket. A tovabbiakban mindig ilyen megvaldsitdst feltételeziink, viszont az
elméleti targyalds sordn az egyszeriiség kedvéért tovabbra is megtartjuk az élek (i, j) jelo-
1ését.

1.7. Feltételezés. G irdnyitott grdyf.

Az eddigiekben is irdnyitott grafra fogalmaztuk meg a feladatot, viszont bizonyos alkal-
mazdsokban irdnyitatlan hélézatok szerepelnek. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy
az és feltételezések mellett minden irdnyitatlan grafra megfogalmazott mini-
malis koltségli folyam feladatot természetes modon dtirhatunk irdnyitott grafra. Fontos
megjegyezniink azonban, hogy irdnyitatlan hdlézatok esetén ez a két feltétel 1ényegi
megszoritast jelent. A fent bemutatott transzformdciok ilyenkor nem alkalmazhatok,
ugyanis nem tudjuk meghatdrozni, hogy a kérdéses éleken kezdetben dtkiildendd [;;,
illetve u;; folyammennyiséget hogyan osszuk el a két irdny kozott. Rdadasul nem nulla
alsé korlatok, illetve negativ élkoltségek esetén az irdnyitatlan feladatnak 4ltaldban Ggy
van értelme, ha kikotjiik, hogy minden élen csak egy irdnyba folyhat folyam, ez viszont
NP-nehéz problémdkat eredményez [27]].

Feltessziik tehat, hogy nincsenek alsé korlatok, és minden élkoltség nemnegativ. Jeldlje
{i,7} az i és j csucsok kozotti irdnyitatlan élt (vagyis {i,j} = {j,}), amelynek kapa-
citdsa uy; 1, koltsége pedig cg; j3 > 0. Ekkor az {7, j} élen a két irdnyba Osszesen uy; j,
folyam folyhat, az egységnyi koltség pedig mindkét esetben cy; ;1. A folyam fogalma tehat
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sziikségszertien irdnyitott marad, ezért a megoldast x;;, z;; ({¢, j} € E) alakban keressiik.
Ezek alapjdn irdnyitatlan grafra az aldbbi médon irhat6 fel a feladat: hatdrozzuk meg a

min Y (e + ) (7
{i,j}eE
értéket a
j:{i,j}€E j:{i,j}eE
Tij + Tji < U5y V{i,j} € E, 9)
0 S Lijy Ljs V{Z7]} ek (10)

feltételek mellett.

Mivel azonban feltettiik, hogy a koltségek nemnegativok, ha 1étezik optimdlis megoldas,
akkor nyilvan 1étezik olyan optimdlis megoldas is, ahol minden {3, j} élre z;; és x;; koziil
legaldbb az egyik nulla. A (8] feltétel ugyanis atirhaté a kovetkezd médon:

Z Tij — Z T = Z (wij — ;) = b(1) VielV.
j{igler j{ijler j{ijleE
Tehat z;; és x;; koziil a kisebb helyett nulldt, a nagyobb helyett a kettd kiilonbségét irva
a (8) — (IQ) feltételek tovabbra is teljesiilnek, a (7)) célfiiggvény értéke pedig nem novek-
szik. Ezzel azt értiik el, hogy a megoldas dtfedésmentes lesz, vagyis barmely €len legfel-
jebb az egyik irdnyba folyik folyam. Vegyiik észre, hogy pozitiv als6 korldtok esetén ez
az atalakitas nem lenne lehetséges.

Ezek utén irjuk 4t a (7) — (IQ) feladatot irdnyitott gréfra oly médon, hogy minden {7, j}
irdnyitatlan élnek egy (i, j) és egy (J, 7) élt feleltetiink meg uy; ;1 kapacitdssal és cy; ; kolt-
séggel. Ekkor a két modell nem atfedd folyamai nyilvan kdlcsondsen egyértelmiien meg-
feleltethet6k egymasnak (azonos célfiiggvényértékkel), az atfedd folyamok pedig mindkét
esetben olyan nem atfed6 folyamokka alakithaték, amelyek koltsége nem nagyobb. Tehat
az egyik feladat barmely optimalis megolddsabdl konnyen kaphatunk optimalis megoldést
a masikra, és viszont, vagyis a két probléma ekvivalens.

Az eddigiekben adott feltételezéseket 0sszegezve fogalmazzuk meg tjra a vizsgélt felada-
tot. Hatdrozzuk meg a

min Z Cijij (11)

értéket a

Yoy Y wp=b(i) VieV, (12)

j:(i,j)eEE j:(ji)er
feltételek mellett, ahol feltessziik, hogy minden b(:), ¢;;, u;; és x;; érték egész, minden c;;

koltség nemnegativ, valamint ) ., b(i) = 0. A tovdbbiakban minimdlis koltségti folyam
feladat alatt minden esetben ezt értjiik.

12



1.6. Elkoltségek kezelése

Ebben az alfejezetben még néhdny sziikséges fogalmat targyalunk, amelyek az élkoltsé-
gekkel rendelkezd folyammodellhez kapcsolddnak.

1.6.1. Maradék halozat

A hélézati folyamokkal kapcsolatban az egyik alapvetd fogalom a maradék (rezidudlis)
kapacitds, illetve hdlézat, amelyeket ismertnek feltételeziink. Ebben a modellben azon-
ban — a maximadlis folyam feladattal ellentétben — koltségeket is értelmeziink a maradék
halézat élein.

A maradék hélézat fogalom lényege az, hogy a folyamokat nem abszolut értelemben vizs-
gdljuk, hanem egy rogzitett folyamhoz viszonyitva, annak mdédositdsaként, ami az algorit-
musokban tipikusan egy koztes megolddson val6 javitdsnak felel meg. Legyen tehat = egy
rogzitett folyam a G hdlézatban. Ekkor egy (i, j) élen i-bdl j-be még u;; — x;; folyamot
kiildhetiink 4t c;; koltséggel, 7-bdl i-be pedig a mar meglévo folyam csokkentésével atvi-
hetiink x;; mennyiséget. Az utobbi esetben nyilvan csokkentjiik a célfiiggvény értékét,
igy ebben az irdnyban —c;;-re védlasztjuk az élkoltséget.

Tij = Uij — Tij, Cij

O @ — (O 0
ij

Tji = Lij, —Cij

3. dbra. Maradék haldzat

Ezek alapjan az eredeti graf minden (¢, j) élét a[3l dbrdn lathaté médon egy (i, j) és egy
(7,1) élre cseréljiik. Az (7, j) él maradék kapacitdsa r;; = u;; — x;;, koltsége ¢;;, a (j, 7) €l
maradék kapacitdsa pedig r;; = x;;, kOltsége —c;;. Az ilyen mddon definialt élek koziil
a pozitiv maradék kapacitdssal rendelkez8k alkotjdk az = folyamhoz tartozé GG, maradék
héalézatot.

Megjegyezzik, hogy ha a G grafban két cstics kozott mindkét iranyba vezet €l, akkor a G,
maradék halézatban megjelenhetnek parhuzamos élek, amelyeknek maradék kapacitasa,
illetve koltsége kiilonbozd lehet. Ezért — ahogy korabban is emlitettilk — mindig olyan
megvaldsitast feltételeziink, amelyben ez nem okoz gondot, viszont tobbnyire megtartjuk
az élek kissé pontatlan (i, j) jelolését.

1.6.2. Redukalt élkoltségek

A minimalis koltségli folyam feladatra adott algoritmusokban gyakran van sziikség arra,
hogy a graf éleinek koltségét a végpontjaikhoz hozzarendelt un. potencidlértékek alapjan
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modositsuk. Ezek az egyes algoritmusokban tipikusan valamilyen koztes szdmitési ered-
ményeket jelenitenek meg, amelyeket a kiilonb6z6 tudomanyteriileteken definidlt poten-
cidlokhoz hasonlé médon értelmezhetiink.

A G gréaf minden i csiicsdhoz hozzdrendelve egy tetszSleges elGjeld (i) potencidlértéket,
a m-hez tartozo redukdlt élkoltségeket az eredeti koltség és az €l végpontjai kozott 1€vo
potencidlkiilonbség 6sszegeként definidljuk:

o =c¢y —m(i) +7(j) Y(i,j) € E.

ij
Azonosan nulla potencidlfiiggvény esetén nyilvan az eredeti koltségeket kapjuk vissza.

Mivel sok algoritmusban alkalmazzuk ezeket, fontos megvizsgélni az eredeti €s a redukalt
élkoltségek kapcsolatat.

1.8. Allitas. Tetszdleges T potencidlfiiggvény esetén teljesiilnek az aldbbiak.

a) Az eredeti és a redukdlt élkoltségek szerint vett minimdlis koltségii folyam feladat
optimdlis megolddsai megegyeznek, és a két célfiiggvényérték kozti kiilonbség min-
den esetben a ., m(i)b(i) = 7b konstans.

b) Minden W irdnyitott korre 3 ; i cw €5 = D i jew Cije

‘s
g

¢) Minden P irdnyitott iitra, amely a k csiicsbol az | csiicsba visz Z(i fep €

= Z(i,j)eP cij — m(k) + m(l).

Bizonyitds. Az els6 Osszefiiggés belatdsahoz induljunk ki az azonosan nulla potencidl-
fiiggvénybdl. Ha egy i csiics potenciéljat 7(i)-re valtoztatjuk, akkor definicié szerint
minden -bol indul6 élen 7(7)-vel csokken, és minden i-be mutaté élen 7(i)-vel novek-
szik a redukalt koltség. Igy tetszGleges megengedett folyam esetén a célfiiggvényértékben
tortént valtozds a (1) érték, valamint az i cstcs Osszes kifoly6 és befoly6 folyama kiilonb-
ségének szorzata. Ez az utébbi kiilonbség viszont éppen a b(i) termelés/fogyasztas érték,
tehat a fenti Iépést minden csucsra elvégezve adddik az allitds a) pontja.

A b) és c) Osszefiiggések pedig egyszerlien kovetkeznek abbdl, hogy az egymashoz csat-
lakoz6 irdnyitott élek redukalt koltségeinek Osszegében az ellentétes eldjellel szerepld
csucspotencidlok kiejtik egymdst. W

1.7. Optimalitasi feltételek

Az aldbbiakban bemutatunk hdrom kiilonb6z6, de ekvivalens optimalitasi feltételt a mini-
malis koltségili folyam feladatra. Ezek tobb szempontbdl is nagyon fontos szerepet tol-
tenek be a megold6 algoritmusokban: egyrészt egy konkrét megoldds esetén konnyen
€s hatékonyan ellendrizhet6k, masrészt kozvetleniil is oOtletet adnak egy-egy modszer
kidolgozasahoz. El6szor azonban kimondunk egy fontos tételt, amelybdl ezek a feltételek
kovetkeznek.
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1.9. Tétel. A minimdlis koltségii folyam feladat egy tetszoleges x megengedett megolddsd-
bol egy tetszdleges y megengedett megoldds elddllithato a G, maradék hdlozat legfeljebb

m irdnyitott kore mentén torténd vdltoztatdssal, és az y folyam koltsége megegyezik az x
Jolyam koltségének és a korok mentén kiildott folyamok koltségének osszegével.

A tétel bizonyitdsa azon a tulajdonsdgon alapul, hogy minden megengedett folyam szét-
bonthat6 egyszer( utakra és korokre [2].

1.10. Tétel (Negativ kor optimalitasi feltétel). A minimdlis koltségii folyam feladat egy
x* megengedett megolddsa akkor és csak akkor optimdlis, ha a G~ maradék hdlozat nem
tartalmaz negativ 6sszkoltségii iranyitott kort.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egy x megengedett megoldashoz tartozé GG, maradék halé-
zat tartalmaz negativ kort. Ekkor z nyilvdn nem lehet optimalis, ugyanis a célfiiggvényér-
ték csokkenthet6 azaltal, hogy pozitiv folyammennyiséget kiildiink egy ilyen kor mentén.
Vagyis ha z* optimdlis, akkor G~ nem tartalmaz negativ kort. Mdsrészt tegyiik fel, hogy
egy * megengedett megoldds esetén (G- nem tartalmaz negativ kort, és legyen 2’ egy
optimélis megoldas. Az tétel szerint ekkor az ' — 2* folyam elGall G,+-beli iranyitott
korok osszegeként. Mivel azonban G,«-ban nincs negativ kor, ez a médositas biztosan

nem csokkenti a célfiiggvény értékét, igy cx™ < ca’/, tehat * is optimdlis megoldds. m

Az egyes algoritmusokban gyakran haszndlunk csicspotencidlokat és redukalt koltsége-
ket, ezért sokszor hasznos a fenti tétel aldbbi atfogalmazasa.

1.11. Tétel (Redukalt koltség optimalitasi feltétel). A minimdlis koltségii folyam fel-
adat egy x* megengedett megolddsa akkor és csak akkor optimdlis, ha létezik olyan ©
potencidlfiiggvény, amelyre a G~ maradék hdlézat minden (i, j) élének redukdlt koltsége
nemnegativ.

A feltétel szemléletes jelentése érthet6bbé valik, ha Osszevetjiik a legrovidebb 1t prob-
1éma egyszerl(ibb optimalitdsi kritériuméval. A szokdsos jeloléssel legyen d(i) az i csdcs
tavolsagcimkéje. Egy megoldds csak akkor lehet optimalis, ha minden (i, 7) élre

d(j) < d(i) + cij.
Vegyiik észre, hogy ezt dtirhatjuk az aldbbi ekvivalens formaba: minden (i, j) élre

Ez az alak pedig m = —d vélasztassal a fenti optimalitési feltételnek felel meg: a G-
maradék hdlézat minden (i, j) élére

el =cij —m(i) +m(5) > 0.

)
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Altaldban is igaz, hogy szoros kapcsolat 4ll fenn a minimalis koltségti folyam feladatban
szerepl$ cstcspotencidlok és megfeleld tavolsageimkék kozott. A (i) = —m (i) mennyi-
séget értelmezhetjiik tgy, mint egy egységnyi terméknek az ¢ csicsban val6 beszerzési
koltséget, €s igy ¢7; a teljes koltsége annak, hogy egy egységnyi termeket az ¢ csucsban
megvasdrolunk, majd a j csucsba elszdllitjuk és ott eladjuk. Ezek alapjan egy szallitasi
terv, egy folyam nyilvan akkor és csak akkor optimdlis, ha azon (7, j) élek mentén, ame-
lyek maradék kapacitdsa pozitiv (még szallithatunk), mar nem tudunk javitani, vagyis ha
cf; > 0, azaz u(j) < pu(i) + ci;. Bz pedig éppen a fenti optimalitdsi kritériumot adja.

Bizonyitds. A redukalt koltség optimalitdsi feltétel ekvivalens a negativ kor feltétellel.
Tegyiik fel, hogy egy =* megengedett megolddsra és m potencidlra teljesiil az el6bbi.
Ekkor nyilvan minden G ,+-beli W iranyitott korre Z(i, Hew c; > 0, igy az [L.8l allitas-
ban szerepld b) Osszefliggést felhasznalva Z(i, few Cij = 0, tehat G ,+-ban nincs negativ
kor. Masrészt tegyiik fel, hogy G« nem tartalmaz negativ kort, és egészitsiik ki ezt a gra-
fot egy olyan virtudlis s csiccsal, amelybdl minden valds ¢ csticsba egy nulla koltségti
€l vezet. Az igy kapott graf szintén nem tartalmaz negativ kort, s az s csucsbol min-
den csucs elérhetd. Ismert, hogy ilyenkor az egyes csticsoknak az s cstcstdl mért d(+)
tdvolsdga joldefinidlt (d(i) < 0 minden i csdcsra), és minden (7, j) élre d(j) < d(i) + ¢,
vagyis ¢;j+d(i) —d(j) > 0. Tehat m = —d valasztdssal éppen a kivant feltételt kapjuk. m

7

Az el6z0 két tételben a maradék haldzat segitségével adtuk meg az optimalitas feltéte-
1ét, az aldbbiakban pedig kimondjuk ezek ekvivalens dtfogalmazdsat az eredeti hildzatra
nézve.

1.12. Tétel (Complementary Slackness optimalitasi feltétel). A minimdlis koltségii
folyam feladat egy x* megengedett megolddsa akkor és csak akkor optimdlis, ha létezik
olyan T potencidlfiiggvény, amellyel a G grdf minden (i, j) élére teljesiilnek az aldbbiak.

a) Ha c?j > 0, akkor x;*j =0.
b) Ha 0 < xj; < uyj, akkor ¢j; = 0.
c) Ha c?j < 0, akkor a:;“j = Ujj.

Bizonyitds. Felhaszndlva, hogy a maradék hal6zat definicidja szerint egy (i,7) € FE él

esetén cJ; = —cf;, tovdbbd hogy az (4, j) €l pontosan akkor szerepel a G- hdl6zatban, ha
Ty < Ujj, a (7,1) él pedig pontosan akkor, ha zy; > 0, egyszerd meggondolassal adodik,

hogy a tétel ekvivalens a redukdlt koltség feltétellel. m
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1.8. A feladat dualitasa

A linedris programozdsban kiilonosen is fontos fogalom a dualitds, amelyet alapvetGen
ismertnek feltételeziink. Minden lineéris programozasi feladathoz megadhat6 egy tun.
dudl feladat, amelynek optimalis célfiiggvényértéke megegyezik az eredeti (primél) prob-
léma optimalis megoldasidnak célfiiggvényértékével (ha ez 1étezik). Maximalizalasi fel-
adat dualisa minimalizalasi feladat, és forditva.

Sok olyan probléma van, amelyet megfogalmazhatunk linearis programozési feladatként,
de a specialitdsait kihaszndlva hatékonyabb megoldasi médszereket adhatunk r4, mint az
altalanos esetre. Ilyen a minimélis koltségii folyam feladat is. A dualitds viszont ezekben
az esetekben is fontos, ugyanis a dudl probléma megtaldldsa szinte mindig egyiitt jar egy
polinomialis megoldasi modszer megtaldldsaval, tovabbd tobbnyire egyszerl és hatéko-
nyan ellendrizhetd optimalitasi feltételeket eredményez. Az aldbbiakban az alfejezet-
ben megfogalmazott (L)) — (13) feladat dualitasat vizsgaljuk.

Egy linedris programozési feladat dudlisdnak meghatdrozdsakor egy dudl véaltozot rende-
liink a primal feladat minden korlatozo feltételéhez (kivéve a nemnegativitasi feltételeket).
Az i csucsra vonatkoz6 termelés/fogyasztas feltételhez rendeljiik hozza a (i) valtozot,
az (i, j) élre vonatkoz6 kapacitasfeltételhez pedig az «;; véltozét. Ezekkel a jelolésekkel
a dudlis minimaélis koltségl folyam feladat a kovetkezdképpen irhat6 fel: hatdrozzuk meg
a

max Zb(@')w(@')— > w0 (14)

eV (i,7)EFE
értéket a
7T(’L) — W(]) — Oéij S Cij \V/(’L,j) S E, (15)

feltételek mellett.

A tovabbi vizsgélatok egyszeriibbé tehetSk azdltal, ha ebbdl az alakbdl az «;; valtozo-
kat kitranszformaéljuk. Vegyiik észre, hogy a m(7) értékeket csicspotencidloknak tekintve,
és az szakaszban bevezetett redukdlt koltségek cf; = c;; — m(i) + 7(j) jelolését
felhaszndlva, a (L3) feltételt 4tirhatjuk az alabbi médon:

a,j > —cCr V(i,j) € E. (17)

v

Mivel a célfiiggvény ért€ékét maximalizalni szeretnénk, és minden a;; > 0 valtozo egyiitt-
hatdja negativ vagy nulla, mindegyikhez a legkisebb lehetséges értéket szeretnénk hozza-
rendelni. Igy a (I6) és (I7) feltételek alapjan

a;; = max{0, —c], V(i,j) € E. (18)

ij

Tehat ha ismerjiik a 7(7) véltozok optimadlis értékét, akkor az «;; véltozok optimadlis értéke
meghatdrozhatd ilyen médon. Ezek alapjan a (I4]) — (L6) duél feladatbdl kitranszformélva
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az oy;; valtozokat az alabbi ekvivalens feladatot kapjuk:

max Zb(i)ﬂ'(i)— Z u;; max{0, —cj; }. (19)
' (

Ezzel a dudl probléma optimélis 7 () értékek megtaldldsira egyszerisodott.

Ezek utan kimondunk két fontos tételt, amelyek a linedris programozasban ismert altala-
nos dualitds tételek specidlis esetei [2]], a bizonyitadsukat viszont jelen dolgozat keretében
nem targyaljuk.

1.13. Tétel (Gyenge dualitas tétel). Legyen z(z) a primdl feladat egy x megengedett
megolddsdhoz tartozo célfiiggvényérték, w(m) pedig a dudl feladat egy m™ megengedett
megolddsdhoz tartozo célfiiggvényérték. Ekkor w(m) < z(x).

A tétel kozvetlen kovetkezménye, hogy ha egy x primél megengedett megoldas és egy m
dudl megengedett megoldds célfiiggvényértéke megegyezik, akkor mindkettd optimélis.
A kovetkezd tétel pedig ilyen primal-dudl megolddsparok 1étezését mondja ki.

1.14. Tétel (Eros dualitas tétel). Ha a primdl feladatnak létezik optimdlis megolddsa,
akkor a dudl feladatnak is, és a két optimdlis célfiiggvényérték megegyezik.

Megjegyezziik, hogy a kordbban adott [LT] és feltételezések mellett a tételben ele-
gendd lenne megengedett megoldas létezését feltenni, ugyanis abbdl kovetkezik az opti-
malis megoldas l1étezése.

Fontos kapcsolat van a minimalis koltségli folyam feladat dualitdsa és a kordbban bemu-
tatott optimalitdsi feltételek kozott, amelyet az aldbbi tételben fogalmazunk meg.

1.15. Tétel. Egy x megengedett folyam és m potencidlfiiggvény esetén z(x) = w(m) akkor
és csak akkor teljesiil, ha az (x, ) pdr kielégiti a redukdlt kéltség optimalitdsi feltételt.

Tehét az [L111 és[1.12] tétel értelmében optimdlis potencidlfiiggvények megegyeznek az
optimalis dudl megolddsokkal. Igy a késébbiekben targyalt minden olyan algoritmus,
amely redukalt élkoltségekkel dolgozik, és a folyamértékek mellett megfeleld csicspo-
tencidlokat is meghataroz, egyarant szolgéltat optimadlis primal és dudl megoldast is.

1.9. Optimalis folyamok és potencialok

Az el6z6 két alfejezetben bemutattuk az optimadlis folyamok és optimdlis csticspotencid-
lok kapcsolatét. Az aldbbiakban pedig azt a kérdést vizsgdljuk, hogyan lehet egy optimalis
folyambdl kiindulva optimédlis potencidlfiiggvényt, illetve optimalis potencidlfiiggvény-
bl kiindulva optimadlis folyamot meghatarozni.
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Els6ként tegyiik fel, hogy adott egy x* optimdlis folyam. Ekkor az[[LT1l tétel bizonyitasa-
ban leirt médon egy legrovidebb tut-kereséssel meghatarozhatunk optimélis csicspotenci-
alokat.

Ezek utan vizsgaljuk meg a forditott esetet, amikor optimalis potencidlértékek ismereté-
ben szeretnénk egy optimdlis folyamot meghatdrozni. Ehhez a G gréf éleit soroljuk be
harom csoportba a cf; redukalt koltségek szerint.

— Ha ¢f; > 0, akkor az optimalitasi feltétel a) pontja szerint x7;-nek nullanak

kell lennie. Legyen tehdt z}; = 0, és toroljiik az (i, j) €It a grafbol.

— Ha ¢j; < 0, akkor az optimalitasi feltétel ¢) pontja szerint legyen x7; = uj,
és toroljiik az (4, j) élt a gratbol. Mivel azonban u;; egységnyi folyamot atkiildtiink
ezen az élen, b(7)-t csokkentsiik, b(j)-t pedig noveljiik w;;-vel.

— Ha cj; = 0, akkor az optimalitasi feltétel alapjan x7; tetszGleges értéket felve-
het O és Uyj kozott.

Az ilyen mdédon kapott hal6zatban tehat egy megengedett folyamot keresve az eredeti
feladat egy optimalis megoldésat kapjuk. A 3.2.1l szakaszban pedig megmutatjuk, hogy
a megengedett folyam-keresés visszavezetheté maximaélis folyam feladatra.
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2. Megoldasi médszerek

Az elmult néhdny évtized sordn szamos algoritmust dolgoztak ki a minimadlis koltségi
folyam feladat megoldasara. Ezeket tobbféleképpen is csoportosithatjuk : egyrészt a meg-
kozelités mddja szerint megkiilonboztetiink primdl, dudl, primdl-dudl és relaxdciés mod-
szereket, masrészt a miiveletigényiik alapjan beszélhetiink kvdzipolinomidlis, polinomid-
lis és erdsen polinomidlis algoritmusokrodl. Ebben a fejezetben az utébbi, elméleti és torté-
neti szempontbdl is meghataroz6bb csoportositds szerint dttekintjiik az ismert modszerek
sz€les skalajat.

2.1. Miiveletigény-elemzés

Az egyes megoldasi modszerek targyaldsa soran kdzponti szerepet kap a miiveletigényiik
elemzése €s aszimptotikus Osszehasonlitdsa, amelyben mindig a maximdlis 1épésszam
(legrosszabb eset) vizsgélatdra szoritkozunk.

A minimdlis koltségli folyam feladatot megoldé algoritmusok miiveletigényét a kovet-
kez6 paraméterek fiiggvényében adjuk meg: n a graf csicsainak, m az éleinek szdma,
C' az élkoltségek, U pedig a kapacitdsok és termelés/fogyasztds értékek felsd korlatja.
Azt mondjuk, hogy egy algoritmus kvdzipolinomidlis, ha a miiveletigénye n, m, C, U egy
polinomidlis fiiggvényével feliilrdl becsiilhetd; polinomidlis, ha a futdsi ideje az élkolt-
ségek és kapacitdsok nagysaganak csak logaritmusatol fiigg, vagyis n, m, log C', log U
fliggvényében polinomidlis; illetve erdsen polinomidlis, amennyiben egy kizarolag n-tdl
és m-tdl fiiggd polinomidlis fiiggvénnyel feliilr6l becsiilhetd.

A vizsgalt modszerekben gyakran meriilnek fel részfeladatként legrovidebb t, illetve
maximadlis folyam problémdk, igy a futdsi idejiik erésen fiigg attdl, hogy ezek megol-
ddsdra milyen algoritmust haszndlunk. Ezért ilyenkor a miveletigényt ennek fiiggvé-
nyében adjuk meg, az aldbbiakban pedig attekintjiik az emlitett két feladatra jelenleg
ismert legjobb 1épésszamkorlatokat. Jelolje S P(n, m, C) a legrovidebb tt-keresés miive-
letigényét egy C'-nél nem nagyobb nemnegativ egész €élkoltségeket tartalmazé grafban,
M F(n,m,U) pedig a maximalis folyam-keresés miiveletigényét egy U-ndl nem nagyobb
egész kapacitdsokkal rendelkez6 hdlézatban.

Nemnegativ élkoltségek esetén a legrovidebb 1t probléma a Dijkstra-algoritmus Fibo-
nacci-kupacokat haszndlo valtozataval [23] megoldhat6

SP(n,m) = O(m+ nlogn) (20)

erdsen polinomidlis idSben. Viszonylag kicsi, egész élkoltségek esetén azonban ennél
jobb korlatok is adhatok. Ahuja, Mehlhorn, Orlin és Tarjan 1990-ben [3] adott algorit-
musa O(m +n+/log C') id6ben fut, a legjobb ismert polinomialis korldtok pedig a Thorup
altal 2003-ban [66]] bemutatott adatszerkezetekkel érhetdk el :

SP(n,m,C) = O(m + nmin{loglog n,loglog C'}). (21)
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A maximdlis folyam feladatra Dinic 1970-ben [20] egy O(n*m) idejli algoritmust, tSle
fiiggetleniil Edmonds és Karp pedig 1972-ben [21] egy O(nm?) idejii algoritmust adott,
amelyek Ford és Fulkerson mddszerén [22] alapultak. Dinic algoritmusa a Sleator és Tar-
jan dltal 1983-ban [61] erre a célra kifejlesztett dinamikus fiakkal O(nmlogn) id6ben
megvaldsithato.

Goldberg és Tarjan 1986-ban [31] kidolgozott egy masik nagyon hatékony megoldési
modszert, az eldfolyam (preflow) algoritmust, és dinamikus fdk felhasznaldsdval egy
O(nmlog(n?/m)) ideji implementdciét adtak rd. Késdbb Ahuja, Orlin és Tarjan [4]
hasonl6 hatékonysagu skdlazé algoritmusokat dolgozott ki.

A legjobb erésen polinomidlis korlat King, Rao és Tarjan [47] eredménye :
MF(TL, m) = O(nm 1Ogm/(nlogn) TL) (22)
A legjobb polinomidlis korldtot pedig 1998-ban Goldberg és Rao [30] adta:

MF(n,m,U) = O(mmin{n®?,y/m} log(n*/m)log U). (23)

2.2. Kvazipolinomialis algoritmusok

Ebben az alfejezetben a minimalis koltségli folyam problémadra adott kvazipolinomid-
lis algoritmusokat mutatjuk be. Ezek nem csupan torténeti jelentéséggel birnak, ugyanis
egyrészt a és szakaszban bemutatott negativ kor és ismételt legrovidebb iit
modszerek adjdk a két alapvetd megkozelitési modot (primal és dudl), igy alapjat képe-
zik tobb bonyolultabb algoritmusnak is; masrészt a és szakaszban téargyalt
relaxdcios és szimplex alapu algoritmusok a gyakorlatban a leghatékonyabb mddszerek
kozé tartoznak.

2.2.1. Negativ kor médszer

A negativ kor (negative cycle vagy cycle-canceling) moédszert Klein [48] dolgozta ki
1967-ben. Az algoritmus az [[L10l negativ kor optimalitési feltételen alapul : elGszor meg-
hatarozunk egy megengedett megoldast, majd minden iterdcidéban negativ koroket kere-
stink az aktudlis folyamhoz tartoz6 maradék hédl6zatban. Ha taldlunk ilyen kort, akkor
és ezzel az élt kiiktatjuk a maradék hal6zatbdl, ha pedig mér nem taldlunk, akkor az emli-
tett feltétel értelmében a folyam optimalis.

Klein egy O(nm) ideji tdvolsdgcimkézs legrovidebb dt-algoritmust haszndlt a negativ
korok keresésére. Mivel a kezdeti folyam 6sszkoltségének mCU nyilvéan felsd korlatja,
€s az algoritmus ezt minden lépésben legaldbb eggyel javitja (ugyanis minden kapacitds
és folyamérték egész), az iteraciok szdma is legfeljebb mCU, igy a teljes miiveletigény
O(nm?CU).
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Az altaldnos modszer nem hatdrozza meg a negativ korok kivédlasztdsdnak sorrendjét, spe-
cidlis valasztasi szabdlyok alkalmazdsaval késdbb kiilonbozd polinomidlis valtozatokat
dolgoztak ki. Weintraub [68]] azt javasolta, hogy minden iterdciéban olyan kor mentén tor-
ténjen javitds, amellyel a legnagyobb véltozds érhet el, késébb Barahona és Tardos Eva
[6] ennek egy médositott valtozatdrél megmutatta, hogy O(m? log(mCU) SP(n,m,C))
1dSben fut. Goldberg és Tarjan [33] pedig egy erdsen polinomidlis negativ kor algoritmust
adott, amelyben mindig minimdlis atlagkoltségli korok mentén javitanak. Megjegyezziik
tovdbb4, hogy a szakaszban bemutatott primdl hdl6zati szimplex algoritmus is a

negativ kor modszer egy sajatos valtozata.

A negativ kor algoritmusok primél megkozelitési modot valdsitanak meg, aminek fontos
elénye, hogy barmely megengedett folyambdl kiindulva alkalmazhatok. Ez kiilondsen
akkor lehet hasznos, ha adott egy kozel optimalis megoldds, és azt akarjuk javitani, amire
tipikus példa az, amikor egy hédlézatban valamilyen médszerrel mar meghatdroztunk egy
minimadlis koltségli folyamot, viszont utdna néhdny €l koltsége megvdltozott. llyenkor a
meglévs folyamot ezzel a médszerrel tobbnyire kevés iteracié dran optimélis folyamma
alakithatjuk, feltéve persze, hogy a hdldzatban tortént véltozas kevés élt érint és nem tul

jelentds.

A negativ kor modszer egy egyszer(ibb, valamint a fent emlitett er6sen polinomidlis val-
tozatdt is megvaldsitottuk, elsésorban elméleti jelentdségiik miatt. A alfejezetben ezt
a két algoritmust és implementacidjuk modjat mutatjuk be.

2.2.2. Ismételt legrovidebb Gt médszer

Jewell 1958-ban [42], Iri 1960-ban [41]], valamint Busacker és Gowen 1960-ban [13] egy-
mastdl fliggetleniil dolgozta ki az ismételt legrovidebb it (successive shortest path) dudl
moédszert. Megmutattdk, hogy a minimaélis koltségli folyam feladat megoldhat6 legrovi-
debb tt-keresések sorozatédval, és ezzel egy O(nm?>U) idejli algoritmust adtak. Késbb
Edmonds és Karp [21]], valamint Tomizawa felismerte, hogy csucspotencidlok alkalma-
zasdval biztositani lehet a nemnegativ élkoltségeket a legrovidebb ut-keresésekhez, ezt
felhaszndlva pedig egy nagysagrendileg gyorsabb, O(nU SP(n,m,nC")) idejt algorit-
must dolgoztak ki (a tovdabbiakban minden esetben ezt vizsgaljuk). Megjegyezziik, hogy
a futdsi id6ben azért SP(n, m,nC) szerepel, mert az algoritmusban hasznalt redukalt

élkoltségeknek nem C', hanem nC' a felsé korlatja.

Az el6z0 szakaszban bemutatott negativ kor médszerben egy primédl megengedett megol-
déasbdl indulunk ki, és a célfiiggvény 1épésenkénti javitdsdaval érjiik el, hogy teljesiiljon az
optimalitds feltétele. Ezzel szemben az ismételt legrovidebb it mddszer dudl megkoze-
litési modot alkalmaz: az azonosan nulla folyambdl kiindulva végig egy olyan folyamot
tartunk nyilvan, amelyre teljesiilnek a nemnegativitasi és kapacitasfeltételek, viszont meg-
sértheti a termelés/fogyasztés feltételeket. Minden iteraciéban kivdlasztunk egy s csucsot,
ahol még tobblet van (vagyis a termelése nagyobb, mint a kifoly6 és befoly6 folyam
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kiilonbsége), €és egy ¢ csucsot, ahol még hidny van, majd a maradék halézat egy legro-
videbb ttja mentén atkiildjiik a lehetd legnagyobb folyammennyiséget s-bdl ¢-be. A fent
emlitett csicspotencidlok alkalmazdsdval biztositani lehet, hogy az algoritmus minden
1épésében teljesiiljon az [L11l feltétel, tehét az eredeti élkoltségek helyett haszndlhatjuk
a nemnegativ redukalt koltségeket, €s igy Dijkstra algoritmusaval sokkal hatékonyabban
kereshetiink legrovidebb utakat. Mivel minden 1épésben csokkentjiik valamely csticsban
a tobbletet, egy masik csticsban pedig a hidnyt, az iterdciok szama legfeljebb nU/2 lehet,
tehét az algoritmus valéban O(nU SP(n, m,nC')) idében fut.

s

A késobbiekben bemutatunk olyan algoritmusokat, amelyek dltaldban joval hatéko-
nyabbak, azonban viszonylag kis termelés/fogyasztds értékek esetén ez a moddszer az
egyik leggyorsabb. A gyakorlatban pedig sokszor felmeriil példaul az a feladat, hogy egy
halézat két csucsa kozott k értékd minimalis koltségli folyamot keresiink valamely kis &
egészre, tovabba az [.2.4] szakaszban targyalt hozzdrendelési feladat is ilyen hal6zatot
eredményez (U = 1). Ezen kiviil — ahogy korabban is emlitettiik — ez a modszer alapjét
képezi tobb bonyolultabb, skdldzdsi technikat alkalmaz6 algoritmusnak is.

Egyszertisége és hatékonysdga miatt megvalositottuk az ismételt legrovidebb ut algorit-
must, valamint annak egy kapacitdsskdldz6 valtozatat is, amelyeket a [3.3] alfejezetben
részletesen targyalunk.

2.2.3. Primal-dual méodszer

Ford és Fulkerson [22]] kidolgozott egy primdl-dudl megoldasi médszert a minimalis kolt-
ségii folyam feladatra. Ez az ismételt legrovidebb tit algoritmushoz hasonldan egy olyan
folyamot tart nyilvdn, amely megsértheti a termelés/fogyasztas feltételeket, és ezen min-
den 1épésben legrévidebb utak mentén kiildott folyamokkal javit. A kiilonbség az, hogy a
primal-dudl médszer minden iterdciéban egy maximalis folyam feladatot megoldva egy-
szerre tobb legrovidebb tut mentén javit.

Az algoritmus azzal indul, hogy kiegészitjilk a G grafot egy s forrds cstccsal és egy ¢
nyeld cstcesal oly médon, hogy minden 7 termel$ csicshoz felvesziink egy (s, ) élt b(3)
kapacitassal, és minden i fogyaszt6 cstcshoz egy (i,t) élt —b(i) kapacitdssal. Az egyes
iteracidkban pedig el6szor egy s-bdl inditott legrovidebb ut-kereséssel meghatirozzuk a
csucspotencidlokat, hogy teljesiiljon a redukalt koltség feltétel, majd a maradék halozat-
ban egy maximalis folyamot keresiink s-bdl ¢-be kizardlag nulla redukalt koltségii éleket
felhaszndlva. Mivel minden redukalt koltség nemnegativ, a taldlt folyamban megjelend
s ~ t utak biztosan legrovidebb utak. Ezen folyam mentén javitva legaldbb eggyel csok-
ken az s csicsban a tobblet, tovabbd legaldbb eggyel csokken a ¢ cstcs potencidlja is
(hiszen a kovetkezd legrovidebb tt-keresés sordn mar legaldbb egy tavolsagra lesz s-tdl).
Mivel kezdetben az Gsszes tobblet legfeljebb nlU/2 lehet, és egyik csics potencidlja sem
csokkenhet —nC' ala, legfeljebb min{nU/2, nC'} iterdci6 lehet, igy az algoritmus mitive-
letigénye O ( min{nU,nC}(SP(n,m,nC)+ MF(n,m,U))).
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A moddszer onnan kapta a nevét, hogy a linedris programozdsban ismert dltalanos primél—
dudl megkozelitési moédot alkalmazza. Egy megengedett dudl megoldast (csicspotenci-
alok) és egy olyan primdl megoldést tartunk nyilvdn, amely megsértheti a mennyiség-
kiegyenlitettségi feltételt, viszont teljesiil rdjuk a complementary slackness kritérium.
Ezutdn minden 1épésben el6szor a lehetd legtobbet javitunk a primal megolddson, majd
modositjuk a dudl megoldést. Ez a primédl-dudl elv sok kombinatorikus optimalizal4si
problémara, s6t az dltalanos linedris programozasi feladatra is alkalmazhat6, és tobbnyire
igen hatékony algoritmusokat eredményez.

2.2.4. Out-of-Kilter modszer

Yakovleva 1959-ben, Minty 1960-ban és Fulkerson 1961-ben [25] egymastdl fiiggetle-
niil dolgozta ki az wn. out-of-kilter algoritmust, amelynek miveletigénye O(m>C) volt,
késobb Aashati és Magnanti pedig kifejlesztette ennek egy O(mU SP(n,m,nC')) idejl
véltozatat. A médszer az el6z6ekhez hasonldan bizonyos feltételeket folyamatosan fenn-
tart, a tobbit pedig az egyes iterdciok sordn legrovidebb tt-keresésekkel igyekszik elérni.
Itt azonban egy megengedett folyambdl kiindulva éppen a mennyiségkiegyenlitettségi fel-
tételt biztositjuk mindvégig, a kapacitdskorldtokat €s az optimalitdsi kritériumot viszont
nem.

Az algoritmus minden élhez egy kilter szamot rendel, amely azt a minimaélis értéket jeloli,
amellyel novelve vagy csokkentve az élen foly6 folyam nagysdgét teljesiil a kapacitas-
feltétel €s a complementary slackness optimalitdsi feltétel. Ezutdn minden iteraciéban
egy legrovidebb tt-kereséssel meghatdrozott kor mentén javitunk, és ezéltal csokkentjiik
valamely €l kilter szamat, egészen addig, amig mar nem létezik pozitiv kilter szdmmal
rendelkez6 (out-of-kilter) él.

2.2.5. Relaxacios modszer

1985-ben Bertsekas [9], majd 1988-ban Bertsekas €s Tseng [10] kifejlesztett relaxd-
cios algoritmusokat, amelyek az el6z6ekben bemutatott primal-dudl mddszer specidlis
valtozatai voltak. Mélyrehaté szamitdsi elemzéseket végeztek, és kozzétettek hatékony
FORTRAN implementaciokat RELAX, illetve RELAXT néven. Az 6 eredményeik,
tovabba Grigoriadis [38]], valamint Kennington és Wang vizsgélatai szerint a gyakor-
latban ezek az algoritmusok és a kdvetkez6 szakaszban targyalt hdl6zati szimplex mdéd-
szerek dltaldban jéval hatékonyabbnak bizonyultak a meglévé tobbi implementicional,
annak ellenére, hogy a legrosszabb esetben csak nagysdgrendileg gyengébb 1épésszam-
korlatok adhatdk rajuk. Azokban az esetekben viszont, amikor a hdl6zatban kis terme-
1és/fogyasztas értékek szerepeltek, az ismételt legrovidebb it mddszer volt a leggyorsabb.
Ezen szamitasi tesztek dontd tobbségét Klingman, Napier €s Stutz NETGEN [49] prog-

ramjdval generalt véletlen hdl6zatokon végezték.
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A relaxdciés modszer az egészértékl programozdsi feladatok megolddsdra hasznalt
Lagrange relaxdci6 elvét alkalmazza. Ennek értelmében az ¢ csicsra vonatkozd ter-
melés/fogyasztas feltételt beszorozzuk egy m(i) értékkel, és az eredményt kivonjuk a
célfiiggvénybdl. Az igy kapott relaxdlt feladat a kovetkez6: rogzitett m potencidlfiigg-
vény esetén hatdrozzuk meg a

w(mr) = mln Z waw'i”z ( Z T + Z xﬂ) 24)

(i,5)€EE 1% (i,J)eE j:(J)eE

értéket a

feltételek mellett. A redukdlt élkoltségekre bevezetett jeloléssel a fenti célfiiggvény egy-
szer(ibb formédban is felirhatd:

w(m) = mln Z CZ]:L"”—FZ (26)

(i,5)EE eV

Mindkét alakbdl kozvetleniil adédik, hogy azonosan nulla 7 fliggvény esetén az eredeti
célfiiggvényt kapjuk vissza.

Az algoritmusban egy 7 potencidlfiiggvényt és ehhez egy, a fenti értelemben optimélis x
folyamot tartunk nyilvdn, amely nem feltétleniil megengedett. Beldthatd, hogy ilyenkor
teljesiil a redukalt koltség optimalitasi feltétel. Ezutdn minden 1épésben a 7 potencialt
megtartva az = folyamot véltoztatjuk oly mdodon, hogy az optimalitdsi feltétel tovabbra
is teljesiiljon, és legaldbb egy csucsban csokkenjen a tobblet, vagy mddositjuk a 7 fiigg-
vényt, és ehhez keresiink optimalis = folyamot, amelyekre w(7) nagyobb, mint az el5z4
iteraciéban volt. Ha mér egyik csticsban sincs tobblet, akkor x egy optimélis megolddsa
az eredeti feladatnak.

2.2.6. Halézati szimplex médszer

G. B. Dantzig, aki az altaldnos linedris programozasi feladatra a szimplex moédszert kidol-
gozta, 1951-ben ennek specidlis valtozataként bemutatta az elsd hdlozati szimplex (net-

work simplex) algoritmust a kapacitaskorlatok nélkiili szdllitasi feladatra, késobb pedig
ezt altaldnositotta a minimdlis koltségii folyam feladatra.

s 27

Ez az algoritmus tehdt az eddigiekt6l merdben eltérd megkozelitési médot alkalmaz:

a szimplex modszer elvét valdsitja meg a graf terminoldgidban, kozvetleniil a haléza-
ton. Ennek alapjét az a felismerés adja, miszerint a minimélis koltségii folyam probléma
— mint linedris programozasi feladat — bazis megoldédsainak feszit6fak feleltethetok meg.
A (primal) hélézati szimplex algoritmus miikodése soran mindvégig egy alkalmas feszi-
t6faszerkezetet tartunk nyilvan, amely meghatdroz egy megengedett folyamot, és az egyes
1épésekben ennek célfiiggvényértékén probdlunk javitani. Ehhez kivilasztunk egy olyan
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élt, amelyet a fdhoz hozzavéve kialakul egy negativ koltségli kor, majd ezen kdr men-
tén javitva a fa egyik €lét kicseréljiik a belépd élre. Beldthatd, hogy megfelel6 feltételek
biztositdsa mellett ez az algoritmus véges sok 1épésben optimalis megoldast eredményez.

A hélézati szimplex médszer mai népszeriiségét az 1970-es években vivta ki, amikor
feszit6fdk kezeléséhez hatékony indexelési modszereket dolgoztak ki. Az elsd ilyen fa-
indexeket Johnson javasolta 1966-ban, majd Srinivasan és Thompson 1973-ban [62], vala-
mint Glover, Karney, Klingman és Napier 1974-ben [28] megvaldsitotta ezek kiilonbozé
véltozatait. Az dltaluk kidolgozott implementécidk, tovabba Bradley, Brown és Graves
[12] hédlézati szimplex algoritmusa a gyakorlatban hatékonyabbnak bizonyult a meglévd
tobbi algoritmusndl. 1977-ben Helgason és Kennington [39], majd 1980-ban Armstrong,
Klingman és Whitman [5] kidolgozott dudl hal6zati szimplex médszereket is, de ezekkel
nem tudtak olyan j6 eredményeket elérni, mint a primal véltozatokkal.

Zadeh 1973-ban [69] olyan szallitasi feladatokat mutatott be, melyekre az akkor ismert
negativ kor, ismételt legrovidebb ut, primal—dudl, out-of-kilter és hdlézati szimplex imp-
lementacidk mindegyike exponencidlisan sok iteraciot végez (kelléen nagy kapacitdsok
¢és koltségek esetén). Zadeh eredményeinek jelent6sége elsGsorban az volt, hogy bizo-
nyos tesztadatok ennyire kiillonboz6 algoritmusok szdmdra egyarant legrosszabb esetet
jelenthetnek.

Tobb nyilvanos halézati szimplex implementacio is sziiletett FORTRAN nyelven. Ezek
koziil a legismertebbek Kennington és Helgason NETFLOW kdédja [46], valamint Grigo-
riadis RNET kddja [38], amelyek késdbb szamos kiilonbozd algoritmus szdmara viszo-
nyitdsi alapot képeztek.

Sok kutatds iranyult polinomidlis halozati szimplex algoritmusok kidolgozasara. Goldfarb
¢és Hao [36]], valamint Tarjan [64] olyan polinomidlis primal valtozatokat adtak, amelyek-
ben az egyes iterdcidok soran megengedett a célfiiggvény értékének novekedése is, Orlin,
Plotkin és Tardos pedig kidolgoztak kiilonb6z6 polinomidlis dudl szimplex algoritmuso-
kat 53,157, 156]. Végiil Orlin [55] mutatta be az els6 olyan polinomidlis primdl valtozatot,
amelyben az iterdcidk sordn a célfiiggvény értéke végig monoton csdokkenden valtozik.

Ahogy korédbban is emlitettiik, a hdlézati szimplex a gyakorlatban leggyorsabb mddszerek
kozé tartozik, ezért az egyik legfontosabb célkitlizésiink volt ennek hatékony megvaldsi-
tasa, amelyet a[3.4l alfejezetben targyalunk.

2.3. Polinomialis algoritmusok

A minimalis koltségli folyam feladatra adott legtobb polinomidlis algoritmus valamilyen
skaldazason alapul. Ez a technika szdmos kombinatorikus optimalizalasi problémara alkal-
mazhato, és gyakran javithatunk vele a megoldasi mddszerek hatékonysdgan. Erre a fel-
adatra J. Edmonds és R. M. Karp [21] vezette be a skdldzds elvét 1972-ben, és ezzel
az els6 polinomidlis algoritmust adtdk. A kovetkezd években kevés kutatas folyt ezen
a teriileten, viszont az 1980-as évektdl egyre inkdbb felismerték a skdldzas elméleti és
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gyakorlati jelent6ségét, a ma ismert legjobb aszimptotikus korldtokat ad6 algoritmusok
pedig szinte kivétel nélkiil alkalmazzak.

A skéldz6 algoritmusok a feladatban adott feltételrendszer helyett annak egy mddosi-
tott, valamilyen A paraméterrel jellemezheté mértékben gyengitett valtozatabdl indulnak
ki, és ennek megfeleld kozelitd megolddsok sorozatdn keresztiil haladnak egy optimalis
megoldas felé. Az els 1épésben A értékét kelléen nagyra valasztva — példaul A = U
vagy A = (C esetén — konnyen adhatunk olyan kezdeti megoldast, amelyre teljesiilnek
a gyengitett optimalitasi feltételek. Az egyes iteraciok soran pedig A értékét fokozato-
san csokkentjiik, és az aktudlis megoldést egy jobb kozelité megoldassa alakitjuk. Ez az
elv merdben kiillonboz6 algoritmusokat eredményez attdl fliggéen, hogy mely feltételeket
gyengitjiik, illetve hogy az egyes lépésekben milyen médon javitjuk a kozelitd megolda-
sokat. A minimalis koltség(i folyam feladatra két alapvetd skdldzdsi médot alkalmaznak: a
kapacitasskdldzdst (capacity scaling vagy right-hand scaling) és a koltségskdldzdst (cost
scaling).

2.3.1. Kapacitasskalazoé algoritmusok

Edmonds és Karp fent emlitett algoritmusa az ismételt legrovidebb tt mddszer kapacitas-
skdlazé valtozata volt. Ebben az algoritmusban a feladat optimalitési feltételeit kétféle-
képpen is gyengitjiik : egyrészt az aktudlis folyam megsértheti az egyes csicsokra vonat-
koz6 termelés/fogyasztas feltételeket, masrészt a maradék hal6zat tartalmazhat negativ
kort. Az egyes iteraciokban pedig a A paraméter aktualis értéke mellett olyan legrévidebb
utak mentén javitunk, amelyeken legalabb A folyammennyiséget kiildhetiink at. Ha mar
nem létezik ilyen ut, akkor A értékét felezve a kovetkezo iteracidba 1épiink, illetve A < 1
esetén az algoritmus befejezddik. Ezzel a skdlazassal a legrovidebb ut-keresések szdma
O(nU)-r6l O(mlog U)-ra csokken, igy az algoritmus O(mlog U SP(n,m,nC")) id6ben
fut.

Ez a mddszer egyszerlisége ellenére elméleti és gyakorlati szempontbdl is a leghaté-
konyabb algoritmusok kozé tartozik, ezért fontosnak tartottuk, hogy implementaljuk.
A13.3.2] szakaszban részletesen ismertetjiik az dltalunk megvaldsitott valtozatat.

2.3.2. Koltségskalazo algoritmusok

A koltségskdldzas modszerét Rock 1980-ban [S8], majd ettdl fiiggetleniil Bland és Jensen
1985-ben [11] javasolta. Mindkét algoritmus maximalis folyam-keresések sorozatdval
O(nlog C M F(n,m,U)) id6ben oldotta meg a feladatot. Goldberg és Tarjan 1987-ben
[32] az e-optimalitds fogalmét felhasznalva — amelyet Bertsekas [8] és Tardos Eva [67]
egymastdl fiiggetleniil fogalmazott meg — nagysédgrendileg tudta javitani Rock algo-
ritmusét, és ezzel O(min{n? n**m?3 nmlogn}log(nC)) lépésszdmkorlatot adtak.
Késobb kidolgoztak még j6 néhany hatékony implementécidt €s heurisztikat [29], és egy
O(nmlog(n?/m)log(nC)) idejl valtozatot is bemutattak [34].
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Goldberg és Tarjan koltségskalazo algoritmusa is a feladat feltételrendszerének gyengi-
tésén alapul. Az egyes iteraciokban a A szerepét betoltd € > 0 paraméter aktudlis értéke
mellett olyan folyamot éllitunk eld, amelyre a maradék hédlézat minden élének redu-
kalt koltsége nagyobb vagy egyenld, mint —e. Ehhez minden 1épésben hasonlé pumpald
és atcimkéz6 (push/relabel) miveleteket hajtunk végre, mint amilyeneket a maximalis
folyam feladatra adott el6folyam algoritmus végez. Ezutan e-t felezve a kovetkezd iterd-
cidba Iépiink, illetve € < % esetén optimdlis megolddst kapunk, ugyanis ekkor az[I.8] alli-
tds b) pontja alapjan a maradék hdlézat minden W irdnyitott korére E(i, pHew Cij =
= Z(i,j)EW c;rj > —en > —1, és mivel minden élkoltség egész, a kor Osszkoltsége
nemnegativ, tehat teljesiil az optimalitdsi feltétel.

2.3.3. Egyéb polinomialis algoritmusok

P

Az el6z6 két szakaszban ismertetett algoritmusokon kiviil 1éteznek egyéb polinomidlis
modszerek is. Ahuja, Goldberg, Orlin és Tarjan 1988-ban [1] egy olyan algoritmust dol-
gozott ki, amely 6tvozte a kapacitds- és koltségskalazast, és dinamikus fak felhasznalasa-
val egy O(nmloglog U log(nC)) idejti hatékony implementaciét adtak ra. Ezen kiviil a
negativ kor és a hdldzati szimplex mddszernek is vannak polinomidlis véltozatai, amelye-
ket a2.2.1] és szakaszban tdrgyaltunk.

2.4. Erosen polinomialis algoritmusok

Miutdn 1972-ben Edmonds és Karp bemutatta az elsd polinomidlis algoritmust a mini-
malis koltségli folyam feladatra, még sokdig nyitott kérdés maradt, hogy létezik-e erdsen
polinomidlis megoldas. Ennek elméleti jelent6ségét tobbek kozott az adja, hogy irraci-
ondlis koltségek és kapacitdsok esetén is alkalmazhaté. ElsGként 1985-ben Tardos Eva
[67]] adott ilyen algoritmust, amely O(m?) id8ben futott, késébb viszont ezt sok mas erd-
sen polinomidlis médszer kovette. Orlin 1984-ben [53]], valamint Fujishige 1986-ban [24]
O(m?logn SP(n,m)) idejd, Galil és Tardos pedig 1986-ban [26] O(n?logn SP(n,m))
ideji algoritmust fejlesztett ki. Ezutdn Orlin 1988-ban [54] egy O(mlogn SP(n,m)) =
= O(mlogn(m + nlogn)) kapacitasskdlazé algoritmust adott, amely jelenleg a legjobb
erosen polinomidlis aszimptotikus korlatot biztositja. Ezek az algoritmusok tobbnyire
az el6zo alfejezetben targyalt mdédszerek modositott, tovabbfejlesztett valtozatai voltak,
amelyek a skdldzason kiviil felhasznéltak egyéb technikdkat is. Altaldban a kozbensd
1épésekben felismerik, hogy az optimalis megoldas bizonyos részeit mar megtalaltak, és
ezeket rogzitve csokkentik a probléma méretét.

Hasonl6 elv érvényesiil a minimadlis dtlagii negativ kor (minimum mean cycle-canceling)
algoritmusban is, amelyet 1988-ban Goldberg és Tarjan [33] mutatott be. Ez az algo-
ritmus a szakaszban tdrgyalt negativ kor médszer O(n?*m?>logn) idejd specidlis
véltozata, amely minden iterdcidban egy minimalis dtlagkoltségli kor mentén javit. Jelen-
t6ségét elsdsorban az adja, hogy a tobbi er6sen polinomidlis algoritmusndl 1ényegesen
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egyszeribb, viszont messze nem olyan hatékony. A 3.2l alfejezetben ennek az algorit-
musnak a megvaldsitasdt is bemutatjuk.

2.5. Legjobb lépésszamkorlatok

A fejezetben felsorolt eredményeket 6sszegezve az aldbbi tdbldzatban megadjuk a mini-
malis koltségli folyam feladatra a legjobb 1épésszamkorlatokat biztositd algoritmusokat,
elsésorban a [2, 60] konyvek alapjan.

Edmonds és Karp (1970) [21], Tomizawa (1971)

P
O(nU SP(n,m,nC)) ismételt legrévidebb iit

Edmonds és Karp (1972) [21]]
kapacitdsskdldzds

O(mlogU SP(n,m,nC))

Goldberg és Tarjan (1987) [32]]
koltségskdldzads
Orlin (1988) [54]

tovdbbfejlesztett kapacitdsskdldzds

Ahuja, Goldberg, Orlin és Tarjan (1988) [1]
kétszeres skdldzds

Goldberg €s Tarjan (1990) [134]
koltségskalazds

O(n®3m?log(nC))

O(mlogn SP(n,m))

O(nmloglog U log(nC))

O(nmlog(n?/m)log(nC))

1. tdblazat. A legjobb 1épésszamkorlatokat ad6 algoritmusok
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3. Megvalositas

Ebben a fejezetben az altalunk megvaldsitott minimalis koltségii folyam-algoritmusok
elvét és fobb 1épéseit ismertetjiik, valamint megadunk ezeket szemléltetd pszeudokddokat
is. A fejlesztés célja az volt, hogy tobbféle mdédszert minél hatékonyabban implemental-
junk, és ezzel széles korben felhaszndlhaté eszkozoket dolgozzunk ki. Hirom alapvetSen
kiilonb6z6 megkozelitési modot alkalmazva 6t algoritmust valdsitottunk meg: a negativ
kor (primal) moédszer egy egyszerlibb és egy er6sen polinomidlis véltozatat, az ismételt
legrévidebb 1t (dudl) algoritmust és annak kapacitasskdldzé valtozatat, valamint a hdlézati
szimplex algoritmust. A negativ kor médszerek megvaldsitasat elsésorban az egyszerd-
ségiik és az er6sen polinomidlis valtozat elméleti jelent6sége, a dudl algoritmusok és a
halézati szimplex algoritmus implementdlasat pedig a kiemelkedd hatékonysdguk moti-
vélta.

3.1. Az implementacio kerete

A fejezetben bemutatésra keriild algoritmusokat az E6tvos Lordnd Tudoményegyetemen
fejlesztett LEMON konyvtéar keretében implementéltuk. A LEMON (Library of Efficient
Models and Optimization in Networks) egy grafelméleti, halozattervezési és egyéb kom-
binatorikus optimalizdlasi problémak megoldasara készitett C++ konyvtér, amely forras-
koddal egyiitt szabadon hozzaférhetd. A programcsomag alapjait a grafszerkezetek és a
grafokhoz kapcsol6dé adatok kezelésére kifejlesztett adatstruktirdk, valamint a hatéko-
nyan megvalositott grafelméleti és optimalizaldsi algoritmusok adjék. Elsddleges terve-
z¢€si szempont volt, hogy kiilonboz6 problémédk megolddsa sordn ezeket az algoritmuso-
kat minél hatékonyabban, ugyanakkor egyszertien lehessen alkalmazni, ezért a konyvtér
a modern programfejlesztési elveket kovetve generikus programozdsi mddszertan sze-
rint késziilt, a C++ Standard Template Library eszkozeinek felhasznédldsdval. A LEMON
konyvtarrol részletesebben a http : //lemon.cs.elte.hu cimen tdjékozdédhatunk.

A minimdlis koltségli folyam-algoritmusok implementédldsa sordin a LEMON altal biz-
tositott eszkozok koziil els6sorban a grafok kezelésére kifejlesztett adatszerkezeteket,
valamint a legrovidebb 1t és a maximalis folyam problémdra adott ismert algoritmuso-
kat hasznaltunk fel: a Dijkstra-algoritmust, a Bellman—Ford-algoritmust és az el6folyam
algoritmust [[15} 2].

3.2. Negativ kor algoritmusok
Az [1.10l optimalitdsi feltételbSl kozvetleniil adédik a negativ kor mddszer, amelyet
a[2.2.1l szakaszban réviden mar bemutattunk. El§sz6r meghatdrozunk egy megengedett

folyamot, majd minden iterdcioban ennek célfiiggvényértékén probalunk javitani. Ha a
folyamhoz tartoz6 maradék halézatban taldlunk negativ kort, akkor azon a legkisebb
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a maradék hélézatbdl, ha pedig mar nem taldlunk, akkor az emlitett feltétel értelmében a
folyam optimdlis. A 4l dbran megadjuk a médszer éltaldnos valtozatat, r;;-vel jelolve a
maradék hdlézat (7, j) élének maradék kapacitdsat.

procedure NEGAT{V KOR MODSZER
egy x megengedett folyam meghatdrozdsa
while GG, tartalmaz negativ kort do
egy W negativ kor meghatirozasa
§ «— min{r;; : (4,5) € W}
0 egységnyi folyam kiildése a W kor mentén, x és G, frissitése
end while
end procedure

4. abra. Negativ kor mddszer

Mivel feltettiik, hogy minden adat egész, az algoritmus véges sok 1€pésben biztosan meg-
taldl egy optimadlis megoldést (amennyiben létezik megengedett megoldas). Ebbdl pedig
kovetkezik az alabbi tétel, amelyre mar kordbban utaltunk.

3.1. Tétel. Ha a minimdlis koltségii folyam feladatban minden termelés/fogyasztds érték
és kapacitds egész, és létezik megengedett megoldds, akkor létezik egészértékii optimdlis
megoldds is.

Bizonyitds. A tételt a negativ kor mddszer iterdcidinak szamadra vonatkozé indukcidval
bizonyithatjuk. Egész kapacitdsok esetén a maximadlis folyam feladatnak 1étezik egészér-
tékl megolddsa [15, 2], igy az algoritmus elso 1épésében a szakaszban bemutatott
modon meghatdrozhatunk egy egészértékli megengedett folyamot. Ha pedig egy iterdcid
kezdetén az aktudlis folyam egészértékd, akkor minden maradék kapacitds egész, tehat
a talalt kor mentén tortént javitdssal is ilyen folyamot kapunk. fgy az algoritmus min-
den 1épésében egészértékii folyamot tartunk nyilvan, tehét a talalt optimalis megoldas is
egészértékd lesz. m

3.2.1. Megengedett folyam keresése

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a minimalis koltségii folyam feladat egy megengedett
megoldasdnak keresése visszavezethet6 egy maximdlis folyam feladatra. Ehhez egészit-
siik ki a grafot egy s forrds csuccsal €s egy t nyel6 csiccsal oly médon, hogy minden ¢
termel§ cstcshoz felvesziink egy (s, ) élt b(i) kapacitdssal, és minden ¢ fogyaszt6 csuics-
hoz egy (i,t) élt —b(i) kapacitdssal. Konny( l4tni, hogy ha ebben a grafban keressiink

27 2

egy maximélis folyamot s-bdl ¢-be, akkor arra teljesiil a kovetkezo allitas.
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3.2. Tétel. Az eredeti feladatnak akkor és csak akkor létezik megengedett megolddsa, ha
a segédgrdfban taldlt maximdlis folyam teliti az dsszes s-bol indulo, illetve az osszes t-be

i

vezetd élt, tovdabbd egy ilyen folyam az eredeti grdf élein egy megengedett megolddst ad.

Vegyiik észre, hogy mivel ) ., b(i) = 0, az s-bSl indulé élek pontosan akkor lesznek
telitve, amikor a t-be vezetd élek, tehat ez a két feltétel ekvivalens.

Bizonyitds. Ha x az eredeti feladat egy megengedett megolddsa, akkor minden (s, 7) élre
rg; = b(i) és minden (i,t) élre x;; = —0b(i) vdlasztassal az eredeti graf Osszes csu-
csdban teljesiil a folyammegmaradas feltétele, és mivel s minden kimend, illetve ¢ min-
den bemend kapacitdsa le van kotve, a folyam maximalis. Mdsrészt, ha a segédgrafban
egy x maximdlis folyam teliti az 0sszes s-bdl induld, illetve az Osszes t-be vezetd élt,
akkor a folyamot az eredeti graf éleire megszoritva minden csucsban teljesiil a terme-
1és/fogyasztas feltétel, tehat egy megengedett megoldast kapunk. Mivel minden kapacitas

egész, feltehetjiik, hogy az igy talalt folyam is egészértékd. m

A LEMON:-ban viszont szerepel egy, az el6folyam moédszerhez hasonlé algoritmus, amely
kozvetleniil alkalmazhat6 a megengedett folyam-keresésnél altaldnosabb feladatra, mely-
ben a termelés/fogyasztas feltételekkel egyenldoség helyett kisebb vagy egyenl6 korld-
tozdsokat adunk meg. Ezt alkalmazva elkeriilhetd a fenti transzformécid, vagyis a graf
lemasolasa és kiterjesztése, amely nagysagrendileg annyi id6t igényel, mint egy maxima-
lis folyam-keresés az el6folyam algoritmus felhasznaldsdval. Igy 4ltaldban hatékonyabb
implementéciét kaptunk (1. szakasz), ezért ezt a modszert valasztottuk.

3.2.2. Egyszerii negativ kor algoritmus

Az altalanos negativ kor mddszerben nincs meghatdrozva, hogy a negativ koroket milyen
algoritmussal keressiik meg, illetve milyen sorrendben vélasszuk ki. Az egyes valtozatok
hatékonysiga azonban elméleti és gyakorlati szempontbdl is nagyon kiilonb6z6 lehet.

A [14]] cikk szdmos mddszert bemutat negativ korok keresésére, amelyek koziil az egyik
legegyszertibb a Bellman—Ford-algoritmuson alapul. Ez az algoritmus egy csucsbol
indul6 legkisebb koltségii (legrovidebb) utakat keres egy grafban, amelyben szerepel-
hetnek negativ élkoltségek is, de nincs negativ kor, azonban alkalmas az utébbi feltétel
ellendrzésére is 15, 2]]. Ismert, hogy az algoritmus n — 1 iteracidja utdn egy n-edik itera-
ciot is végrehajtva, abban akkor és csak akkor javitjuk valamely cstics tdvolsagcimkéjét,
ha a graf tartalmaz a kezdGcstcsbdl elérhetd negativ kort. Ha ugyanis tortént ilyen javitas,
akkor azt egy legalabb n hosszi séta eredményezte — hiszen az elsd n — 1 iterdciéban még
nem taldltuk meg —, amelynek koltsége minden legfeljebb n — 1 hosszi séta koltségé-
nél kisebb, tehédt ebben szerepelnie kell egy negativ 0sszkoltségli kornek. Az algoritmus
miikodésébdl adodik, hogy ha ilyenkor az utolsé iterdcidban javitott csicsbol elindulva
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a sziildémutatok mentén visszafelé 1épkediink, akkor el6bb-utébb olyan cstcsba jutunk,
ahol mar jartunk, és az igy kapott kor sziikségszerien egy negativ kor lesz.

Ezt a mddszert alkalmazva egy egyszer(i negativ kor algoritmus ad6dik : minden 1épésben
végrehajtjuk a Bellman—Ford-algoritmust, ami O(nm) id6t igényel, majd a sziilémutatok
segitségével meghatarozunk egy negativ kort (ha ilyen volt), és ezen javitunk, ami O(n)
1épésben megtehetd. Mivel a kezdeti megoldds Osszkoltségének mCU felsé korlatja, és
ezt minden iterdciéban legalabb eggyel javitjuk, az algoritmus O(nm?CU) id&ben fut.

A gyakorlatban azonban dltaldban gyorsabban is taldlhatunk negativ koroket. A Bellman—
Ford-algoritmus szokdsos megvaldsitdsa szerint az egyes iteraciokban felhasznéljuk azo-
kat az eredményeket is, amelyeket az adott iterdciéban mar megkaptunk, igy az algorit-
mus ,.eléreszaladhat”, vagyis a k-adik iterdcioban megtaldlhat k-ndl hosszabb sétdkat is.
Ez pedig azt sugallja, hogy egy negativ kor megtaldldsdhoz altalaban n-nél jéval kevesebb
iteracid is elég lehet, amit szamos mérési eredménnyel ald is tudtunk tdmasztani. A nehéz-
séget az okozza, hogy a Bellman—Ford-algoritmus futdsa soran nem tudjuk hatékonyan
ellendrizni, hogy taldltunk-e mar negativ kort, ezért érdemes idonként megszakitani, és
elvégezni ezt az ellendrzést.

Ezek alapjan a fentinél hatékonyabb algoritmust kaphatunk, amelyet az[3l dbran mutatunk
be. Jeloljon S > 1 és a > 1 egy-egy rogzitett paramétert, és kezdetben legyen K = S.
Minden 1épésben el6szor csak K Bellman—Ford-iterdciét végziink, ha ezzel nem talé-
lunk negativ kort, akkor legyen K = a K, majd végrehajtunk djabb K iterdciot. (Vegyiik
észre, hogy ilyenkor nem sziikséges elolrdl kezdeniink a Bellman—Ford-algoritmust, foly-
tathatjuk onnan, ameddig eljutottunk.) Igy az algoritmus miikodése sordn eleinte kevés
iteracioval is taldlhatunk negativ koroket, és csak akkor noveljiikk a K korlatot, amikor
erre mdr sziikség van. Ezen kiviil tovdbbi javitast érhetiink el azéltal, ha egy 1épésben
nem csak egy negativ kort sziintetiink meg. Vegyiik észre ugyanis, hogy a Bellman—Ford-
algoritmus futdsa sorédn a sziilémutatok dltal meghatarozott grafban egyszerre tobb csucs-
diszjunkt negativ kor is megjelenhet, amelyek O(n) id6ben megtaldlhatdk.

Megjegyezziik tovabbd, hogy a Bellman—Ford-algoritmusban érdemes minden ¢ csucsot
kezdGcestcsnak tekinteni d(i) = 0 tdvolsdggal, ugyanis igy egy kereséssel elérhets lesz
az 0sszes csucs. Ez annak felel meg, mintha az aktudlis folyamhoz tartozé maradék halo-
zatot kiegészitenénk egy olyan forrds cstccsal, amelybdl minden més csticsba egy nulla
koltségii él vezet, és ebbdl a csticsbdl inditanank a keresést.

Az algoritmus az dltaldnos médszerhez hasonléan O(nm*CU) idGben fut, ennél jobb kor-
latot 4ltalaban nem tudunk adni, viszont a gyakorlatban sokkal hatékonyabbnak bizonyult.
Természetesen az S és az o paraméter értéke alapvetGen befolydsolja a futdsidot, ezért
ezeknek szdamos kombindciéjdt kiprébaltuk. A mérési tesztjeink alapjan S =2, o = 2

2
bizonyult a legjobb vélasztasnak (I.4.2.2l szakasz).
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procedure EGYSZERU NEGATIV KOR ALGORITMUS
egy xr megengedett folyam meghatdrozdsa
K« S
opt «— hamzis > optimdlis-e a megoldds
while — opt do
BF-algoritmus inicializdldsa: Vi € V : d(i) < 0
k<0 > végrehajtott BF-iterdciok szama
¢ < hamis > taldltunk-e negativ kort
while —c do
legfeljebb min{ K, n — k} BF-iteraci6 végrehajtasa, k frissitése
if egy iterdciéban nem tortént javitds then
opt «+— igaz
kilépés a ciklusbol
end if
negativ kor keresése a p(-) sziilémutaték alapjan
while taldltunk egy W negativ kort do
c — igaz
§ < min{r;; : (4,5) € W}
0 egységnyi folyam kiildése a VW kor mentén, x és G, frissitése
negativ kor keresése a p(-) sziilémutat6k alapjan
end while
if = c then
K « |aK]| > korldt novelése
end if
end while
end while
end procedure

5. ébra. Egyszer( negativ kor algoritmus

3.2.3. Minimalis atlagi negativ kor algoritmus

Az el6z6 szakaszban targyalt algoritmuson kiviil a negativ kor mddszer egy er8sen poli-

nomidlis véltozatit, a minimdlis dtlagu negativ kor algoritmust [33] is megvaldsitottuk,
amelyet a [6l dbrdn mutatunk be. Ez az algoritmus minden iterdciéban egy minima-
lis atlagkoltségli negativ kor mentén javit, tehdt egy olyan W kor mentén, amelyre a
(X i.jyew Cij)/|W | érték minimdlis. Beldthatd, hogy ezzel a vélasztdsi szaballyal a nega-
tiv kor modszer erdsen polinomidlis iddben fut.

3.3. Tétel. A minimdlis dtlagii negativ kor algoritmus tetszdleges valos élkoltségek esetén
O(nm?logn) iterdciét végez, tehdt O(n*m3logn) idében fut, egész élkoltségek esetén
pedig O(nmlog(nC)) iterdcidt végez, tehdt O(n*m?* min{log(nC), mlogn}) idében fut.
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procedure MINIMALIS ATLAGU NEGATIV KOR ALGORITMUS
egy xr megengedett folyam meghatdrozdsa
egy minimdlis dtlagkoltségli W kor meghatarozasa
while W atlagkoltsége negativ do
§ «— min{r;; : (4,5) € W}
0 egységnyi folyam kiildése a W kor mentén, x és G, frissitése
egy minimdlis dtlagkoltségli I/ kor meghatarozasa
end while
end procedure

6. dbra. Minimalis 4tlagu negativ kor algoritmus

Annak ellenére, hogy az algoritmusban semmilyen skdldzdst nem alkalmazunk, a fenti
tétel a koltségskaldzdshoz kapcsolodd e-optimalitds fogalmét felhasznélva igazolhato.
A részletes bizonyitas megtalalhaté Ahuja, Magnanti és Orlin [2] konyvében, valamint
Goldberg és Tarjan [33] cikkében, mivel azonban meglehet6sen hosszi, jelen dolgozat
keretében nem ismertetjiik.

3.2.4. Minimalis atlaga kor keresése

A minimélis atlagd negativ kor algoritmus megvaldsitdsdhoz természetesen sziikségiink
van arra, hogy megkeressiink egy minimaélis dtlagkoltségli kort. Erre a feladatra Karp
1978-ban [44] egy O(nm) ideji algoritmust adott, amely a[3.4l tételen alapul. Mivel egy
irdnyitott kor csak egy erdsen 0sszefiiggé komponensben fordulhat eld, a grafot elszor
bontsuk fel ilyen komponensekre, ami két mélységi keresés felhasznéldsaval O(n + m)
id6ben elvégezhets. Feltehetjiik tehat, hogy a vizsgélt graf erésen Osszefiiggd, igy egy
tetsz6legesen rogzitett s csicsdbdl minden mas cstcs elérhets. Jelolje 0, (i) a pontosan k
é1bdl allo legrovidebb s ~ i séta koltségét, illetve legyen 0, (i) = oo, ha ilyen séta nem
létezik. Ekkor teljesiil az alabbi tétel [15, 44].

3.4. Tétel (Karp tétele). A grdfban szerepld irdnyitott korok dtlagkoltségének mini-

A =min max M
i€V 0<k<n—1 n—=k

muma.

Ebbdl a tételbdl kiindulva konnyen adhaté egy dinamikus programozdsi algoritmus a
minimalis koratlag kiszamitasara. A [7l abran Karp eredeti algoritmuséanak dltalunk meg-
valdsitott valtozatit mutatjuk be, amely egy minimélis 4tlagd kort is meghatdroz. A O ()
értékek mellett nyilvantartunk py (i) sziilémutatokat is, amelyek segitségével az algorit-
mus altal adott ¢* csticsbdl kiindulva megkaphatunk egy minimadlis dtlagui kort.

Erre a feladatra szdmos mds megolddsi médszer is ismert [18, [19]], amelyek tobbnyire
Karp algoritmusdnak tovabbfejlesztett, kiilonbozd heurisztikdkkal javitott véltozatai,
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illetve kozelitd algoritmusok. Ezeket azonban nem valdsitottuk meg, ugyanis a minimalis
atlagi negativ kor algoritmus — elméleti jelentdsége ellenére — a gyakorlatban 6sszehason-
lithatatlanul lassabbnak bizonyult az 6sszes tobbi mddszernél, amelyet implementaltunk,
beleértve a szakaszban bemutatott negativ kor algoritmust is.

procedure KARP-ALGORITMUS

for k — 0 ton do > inicializdlds
forall: € V do
Ox (1) «— o0 > a k élbdl dllo legrovidebb s ~ i séta hossza
pr(i) «— NIL > az i-t megeldz0 csiics ebben a sétdban
end for
end for
do(s) < 0
for k — 1tondo > Ox(1) és pi(i) értékek meghatdrozdsa

for all (7,j) € FE do
if 5k_1(’i) + Cij < (Sk(j) then
0k(J) < Ok-1(d) + ¢y
pr(j) <1
end if
end for
end for
A* «— 00 > a minimdlis kordtlag
forall: € V do
A — —00 > a minimdlis kordtlag az s ~ 1 sétdkban
for £ — 1ton do
A max{A, (3.(1) — 54(0))/(n — k)}

end for
if A < \* then
AF— A > az dtlagkoltsége egy minimdlis dtlagi kornek
1 — 1 > egy ilyen kor az n élbdl dllo s ~ 1* sétdaban szerepel
end if
end for

end procedure

7. abra. Karp-algoritmus

3.3. Dual algoritmusok

Ebben az alfejezetben bemutatjuk az dltalunk megvalositott két dudl modszert: az ismé-
telt legrovidebb tt algoritmust, valamint ennek kapacitdsskaldzé valtozatat. Mindkett6 a
legjobb 1épésszamkorldtokat ad6 algoritmusok kozé tartozik, és a gyakorlatban is igen
hatékonyak.
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3.3.1. Ismételt legrovidebb ut algoritmus

Az ismételt legrovidebb ut mddszert a szakaszban roviden mar bemutattuk. Ebben
mindvégig olyan folyamot tartunk nyilvan, amelyre teljesiilnek a nemnegativitdsi és
kapacitasfeltételek, viszont megsértheti a termelés/fogyasztas feltételeket, valamint olyan
csucspotencidlokat, amelyekkel erre a folyamra teljesiil a redukalt koltség optimalitdsi
feltétel. Ez kezdetben azonosan nulla folyammal és azonosan nulla potencidlfiiggvénnyel
konnyen biztosithatd. Ezutdn minden 1épésben kivédlasztunk egy csucsot, ahol még tobb-
let van, és ebbdl folyamot kiildiink egy hidnnyal rendelkezd csicsba a maradék hédlézat
egy, a redukalt koltségek szerint vett legrovidebb dtja mentén. Tehat arra toreksziink,
hogy végiil teljesiiljenek a termelés/fogyasztas feltételek is, vagyis megengedett folyamot
kapjunk, amely a redukalt koltség feltétel megtartdsa miatt nyilvan optimalis lesz.

Az algoritmus tirgyaldsahoz el6szor bevezetiink még egy jelolést, majd kimondunk egy
fontos segédallitast. Legyen a tovdbbiakban x egy olyan (nem feltétleniil megengedett)
folyam, amely teljesiti a nemnegativitdsi és kapacitasfeltételeket, valamint egy adott 7
potencialfiiggvénnyel az [ 11l redukélt koltség optimalitési feltételt. Jelolje e(i) azt az
eldjeles mennyiséget, amennyivel az ¢ csicsban a kifoly6 és befoly6 folyam kiilonbsége
eltér a b(7) termelés/fogyasztas értéktdl:

e(i)=b(i)— > wit+ Y. i

j:(g)ek J:(GR)eE

Ha e(i) > 0, akkor tébbletnek, ha e(i) < 0, akkor hidnynak nevezziik.

3.5. Allitas. A d fiiggvény jelolje a G, maradék hdlézat csiicsainak egy rogzitett s kez-
dbcsiicstol mért tdvolsdgdt a cf; redukdlt koltségek szerint. Legyen tovdbbd x' egy olyan
folyam, amelyet az x-bdl gy kapunk, hogy egy adott folyammennyiséget dtkiildiink az
s csucsbol valamely mdsik csiicsba egy legrovidebb iit mentén. Ekkor teljesiilnek az
alabbiak.

a) Az x folyam a 7' = m — d potencidllal is teljesiti a redukdlt koltség optimalitdsi
feltételt.

b) c?j/ = 0 minden (i, j) élre, amely az s-bél valamely mdsik csiicsba vezetd legrovi-
debb iiton szerepel.

c) Az 2’ folyam a 7' potencidllal teljesiti a redukdlt kéltség optimalitdsi feltételt.

Bizonyitds. Feltettiik, hogy x-re és m-re teljesiil a redukalt koltség optimalitasi feltétel,
tehdt a G, maradék hal6zat minden (i, j) élére ci; > 0, tovabba a d tavolsagfiiggvényre
teljesiil, hogy d(j) < d(i) + cf; a G, minden (3, j) €élére. Az utébbi feltételbe behelyet-
tesitve a redukalt koltség definicidjat, azt kapjuk, hogy d(j) < d(i) + ¢;; — 7 (i) + 7(j),
vagyis:

’

¢y = cij — (w(i) = d(@)) + (7(j) — d(j)) = 0.
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Ezzel az allitas a) pontjat belattuk.

Egy legrévidebb tton szerepld (i, j) €lre d(j) = d(i) + cf;, ebbdl pedig cf; definicidjat
behelyettesitve az el6z6ekhez hasonldan kapjuk, hogy cg' = 0, igy belattuk a b) Ossze-

fliggést is.

Mivel az a) pont szerint az x folyamhoz a 7’ is megfeleld potencidl, az utolsé pont bizo-
nyitasdhoz csak azokat az éleket kell megvizsgalnunk, amelyeken a (G,» maradék halo-
zat kiilonbozhet a G,-t8l. Legyen (i, j) egy tetsz6leges éle az adott legrovidebb ttnak,
amelyen folyamot kiildiink. A véltoztatds dltal egyrészt az (i, j) él eltlinhet a maradék
hdlézatbdl, masrészt belép a (j, 1) él (ha eddig nem szerepelt). Az el6bbi természetesen
nem okoz gondot, és mivel a b) pont alapjan cfj' = 0, ezért c}TZ' is nulla lesz, tehat minden
belépd élre is teljesiilni fog a redukdlt koltség optimalitasi feltétel. m

Ezek utdn a8l dbran lathat6 médon megfogalmazhatjuk az ismételt legrovidebb tit algorit-
must. A fenti 4llitas alapjan minden 1€pésben egy tobblettel rendelkezd csticsbdl kiindulva
legrovidebb ut-keresést végziink, majd a kapott tdvolsdgoknak megfeleléen médositjuk a
csucspotencidlokat, és folyamot kiildiink egy legrovidebb tut mentén egy hidnnyal ren-
delkez6 csicsba. A potencidlok két szempontbdl is kulcsfontossagu szerepet toltenek be:
egyrészt igazoljak az algoritmus helyességét, vagyis a taldlt folyam optimalitdsit, mas-
részt biztositjdk a nemnegativ élkoltségeket a legrovidebb ut-keresésekhez, igy ezeket
Dijkstra algoritmusdval hatékonyan megvaldsithatjuk.

procedure ISMETELT LEGROVIDEBB UT ALGORITMUS
rz+— 0,710
e(i) < b(i) minden ¢ € V cstcsra

S—{ieV:e(i)>0} > tébblettel rendelkezd csiicsok
T —{ieV:e(i) <0} > hidnnyal rendelkezd csiicsok

while S # () do

Dijkstra-algoritmus futtatdsa egy v € .S csicsbdl indulva a G, hdlézatban
a cj; redukalt €lkoltségek szerint
if nem értiink el 7-beli csicsot then
kilépés, nem létezik megengedett folyam

end if
legyen P egy legrévidebb tt v-bdl egy w € T' csticsba
T—m—d
d « min{e(v), —e(w), min{r;; : (i,j) € P}}
0 egységnyi folyam kiildése a P it mentén
x, e, G, S, T és aredukalt koltségek frissitése

end while

end procedure

8. abra. Ismételt legrovidebb ut algoritmus
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Az els6 1épésben azonosan nulla z és m mellett nyilvén teljesiil a redukalt koltség optima-
litasi feltétel, és a allitas alapjan ezt minden iterdciéban fenntartjuk. Ha mar nincsen
tobblettel rendelkezd csucs, akkor az algoritmus véget ér, az eredmény pedig biztosan egy
megengedett optimalis folyam lesz. (Vegyiik észre, hogy .\, b(i) = 0 miatt az S # ()
és a T # () feltétel ekvivalens.) Ezen kiviil azt kell még beldtnunk, hogy ha létezik meg-
engedett megoldas, akkor az algoritmus nem akad el, vagyis minden 1épésben taldlunk
megfeleld utat, amely mentén javithatunk. Ezt mondja ki az alabbi tétel.

3.6. Tétel. A minimdlis koltségii folyam feladatnak akkor és csak akkor létezik megen-
gedett megolddsa, ha az ismételt legrovidebb it algoritmus minden lépésében bdrmely
v € S csticsbol elérhetd valamely w € T csiics.

Bizonyitds. A tétel egyik fele nyilvanval6: vegyiik észre, hogy az algoritmus futdsa soran
az S és a T halmaz nem bdviilhet, igy ha minden 1épésben taldlunk megfeleld utat, akkor
az algoritmus véges sok 1épésben egy megengedett folyamot eredményez. A masik irdny
igazoldsdhoz vegyiik alapul a[3.2.1] szakaszban adott struktdrat. Tegyiik fel, hogy 1éte-
zik megengedett megoldds, és legyen x az algoritmus egy koztes 1épésében nyilvantar-
tott folyam. Egészitsiik ki a G, maradék hél6zatot egy s forrds csticcsal és egy t nyeld
csdcesal oly médon, hogy minden 7 termeld csticshoz felvesziink egy (s, ) élt, és minden
i fogyaszt6 csicshoz egy (i, t) élt. Egyszeri meggondoldssal adodik, hogy az (s, i) éleken
ug; = b(i), zgy; = b(i) —e(1), az (i, t) éleken pedig uy = —b(i), v = e(i) —b(i) valasztds-
sal minden valddi csicsban egyenld lesz a kifoly6 és befoly6 folyam nagysaga, vagyis egy
s—t folyamot kapunk. Legyen v € S tetszSleges cstics. Ekkor v biztosan termeld cstcs
volt, tehat létezik (s, v) él, amely még nincs telitve. Mivel feltettiik, hogy a feladatnak
létezik megengedett megoldasa, a tétel alapjan biztosan létezik olyan s ~» ¢ javitout,
amely dthalad a v csdcson, ugyanis a maximdlis folyam az (s, v) élt is teliti. Ez a javi-
tout pedig biztosan dthalad valamely w € 7' csucson is, hiszen a 7" halmazban mar nem
szerepld fogyasztd csticsokbdl a ¢ csucsba vezetd €élek mar telitve vannak. Tehat ennek
az utnak az eredeti maradék halézatba es6 része éppen egy megfeleld v ~» w utat ad, és
ezzel a tétel mdsik irdnyat is belattuk. m

A fenti tétellel tehdt igazoltuk az algoritmus helyességét. Mivel ) ., b(i) = 0,és U a
|b(7)| értékek felsd korlatja, kezdetben legfeljebb nU/2 lehet az Gsszes tobblet, amelyet
minden iterdciéban csokkentiink, igy az algoritmus O(nU SP(n, m,nC')) idében fut.

A megval6sitds sordn azonban alkalmaztunk még egy fontos javitdst, amellyel az algorit-
mus lényegesen gyorsabbd tehetd. Az egyes iteraciok sordn nem sziikséges minden csucs
tdvolsagat meghatdroznunk, a Dijkstra-algoritmust megszakithatjuk akkor, amikor vég-
legesen cimkéz egy hidnnyal rendelkezd w csucsot, vagyis amikor meghatdroz egy oda
vezetd legrovidebb utat. Ezutdn a 7 potencidlt a kovetkezképpen mddosithatjuk:

. m(i) — d(i), haazicsdicsot mar véglegesen cimkéztiik;
(i) = : -
7(i) —d(w) kiilonben.
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A allitas bizonyitdsahoz hasonldan erre a 7'-re is igazolhatjuk mindhdrom sziikséges
feltételt. Vegyiik észre tovdabbd, hogy egy potencidlfiiggvényhez egy konstans értéket hoz-
zdadva minden redukalt koltség valtozatlan marad, tehat a fenti médositassal egyenértéki
a kovetkezd:

(i) = 7(i) — d(i) + d(w), haazi cstcsot mar véglegesen cimkéztiik;
| 7w(4) kiilonben.

Igy viszont csak azoknak a csticsoknak kell médositanunk a potencidljt, amelyeket a
Dijkstra-algoritmus véglegesen cimkéz, tehdt az adott iterdcidban a tobbi csiccsal sem-
milyen miiveletet nem kell végezniink.

A [l fejezetben ismertetett mérési eredmények azt mutatjik, hogy ezzel a mddosités-
sal az algoritmus meglehetdsen hatékony, kiilondsen olyankor, amikor minden terme-
1és/fogyasztas érték viszonylag kicsi.

3.3.2. Kapacitasskalazoé algoritmus

Megvalésitottunk egy kapacitdsskdldzé algoritmust is, amely Edmonds és Karp eredeti
mobdszerének [21] egy mddositott valtozatan alapul. Az utébbi algoritmus Orlintdl szar-
mazik [54], aki ebbdl kiindulva fejlesztette ki a legjobb ismert er6sen polinomialis futasi
1d6t ad6 algoritmust.

El6szor Orlin algoritmusét targyaljuk, amelyrdl bizonyitjuk, hogy polinomidlis idében
fut, majd bemutatjuk az dltalunk médositott valtozatot is. Az el6bbihez azonban sziiksé-
giink lesz egy tovabbi kikotésre : tegyiik fel, hogy a G grafban barmely két cstics kozott
oly médon, hogy valamely rogzitett s cstucsra a graf minden més ¢ csicsdhoz felvesziink
egy (s,1) és egy (i, s) élt kellen nagy kapacitdssal és élkoltséggel. Egy optimalis meg-
oldas ezeket az éleket nyilvdn nem fogja haszndlni, tehat az igy kapott feladat ekvivalens
az eredetivel.

Az ismételt legrovidebb tt mddszer alapvetd hatranya az, hogy az egyes 1épésekben olyan
utakat taldlhatunk meg, amelyeken csak kis folyammennyiséget tudunk 4tkiildeni. A vizs-
gdlt algoritmus ezt a jelenséget igyekszik kikiiszobolni kapacitdsskdlazo technika alkal-
mazdasaval. Minden iterdcioban a A paraméter aktudlis értéke mellett olyan legrovidebb
utakat keresiink, amelyeken legaldbb A egységnyi folyamot kiildhetiink at. Amennyiben
ilyen utat mar nem taldlunk, felezziik A értékét, és végrehajtunk egy djabb fazist. Kez-
detben A = 208U ésa A = 1 fazis befejezésekor egy megengedett folyamot kapunk,
amely egyben optimadlis is lesz, hiszen a redukalt koltség optimalitasi feltételt itt is meg-
tartjuk.

Az algoritmus tdrgyaldsdhoz vezessiink be még néhany djabb jelolést. Legyen Sa a leg-
alabb A tobblettel, Th pedig a legaldbb A hiannyal rendelkezs csticsok halmaza. Minden
1épésben egy v € Sa cstcs és egy w € Ta csucs kozott keresiink legrovidebb utat, és
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azt szeretnénk, hogy ezen az tton az dsszes €l maradék kapacitdsa is legalabb A legyen.
Ennek megfelelden vezessiik be az adott x folyamhoz tartozé G2 A-maradék hdldzatot,
amely a G, grafnak a legalabb A maradék kapacitasu €leibdl all6 részgrafja. Az egyes
iterdcick sordn a G2 halézatban keresiink legrovidebb utakat, és ebben a grafban min-
den élre biztositjuk a redukalt koltség optimalitasi feltételt, a G, hdl6zat A-ndl kisebb
maradék kapacitasu éleire viszont nem. Ezen fogalmak felhaszndldsaval az algoritmust
a[0l abran mutatjuk be.

procedure KAPACITASSKALAZO ALGORITMUS
<0, 7m0
e(i) < b(7) minden i € V cstcsra
A — 2Llog U|
while A > 1 do
for a G2 minden (i, j) élére do
if ¢; < 0 then
r;; egységnyi folyam kiildése az (i, j) élen
r, e, G2 frissitése
end if
end for
Sa—{ieV:e(i) > A}
Th —{ieV:e(i) < -A}
while Sx # () and Tx # 0 do
egy v € Sa ésegy w € Tx csucs kivalasztiasa
Dijkstra-algoritmus futtatdsa a v csticsbdl indulva a G2 halézatban
a c;; redukalt €lkoltségek szerint
legyen P a taldlt legrovidebb v ~» w 1t a G2 hdlézatban
T—T—d
A egységnyi folyam kiildése a P it mentén
z, e, Gf, Sa, Ta és aredukalt koltségek frissitése
end while
A—A/2
end while
end procedure

9. abra. Kapacitasskalazo algoritmus

Egy fazis akkor ér véget, ha S vagy Th lires lesz, vagyis amikor a kovetkez6 fazisba
1épiink, az dj A érték mellett e(i) < 2A minden ¢ csicsra vagy e(i) > —2A minden
¢ csucsra. Tehat a csicsokban megjelend Osszes tobblet — amely megegyezik az 0sszes
hidnnyal — legfeljebb 2nA lehet (ez nyilvan igaz a legelsé fazisban is). Minden fazisban
a G2 halézatba belépnek azok az élek, amelyek maradék kapacitdsa A és 2A kozott van.
Ezekre nem feltétleniil teljesiil a redukalt koltség optimalitasi feltétel, ezért a fazis elején
ezt ellendrizziik. Ha valamely (i, j) élre a cy; redukalt koltség negativ, akkor ezt az €lt
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telitjiik, és ezzel kiiktatjuk a maradék hal6zatbdl, az ezaltal belép6 megforditott élre pedig
cj; = —c;; miatt teljesiil az optimalitési feltétel. Ezen €lek maradék kapacitédsa kisebb,
mint 2\, tehét a telitések hatdsdra az Osszes tobblet novekedése kevesebb, mint 2mA.

Osszegezve tehdt minden fazis elején 2(n + m)A az 6sszes tobblet egy felsd korltja.

Minden 1épésben egy v € Sa cstcsbdl egy w € Ta csticsba kiildiink folyamot. Mivel
feltettiik, hogy az eredeti grafban barmely két cstics kozott vezet kelléen nagy kapacitdsu
irdnyitott Gt, a G2 hdlézatban is biztosan taldlunk utat v és w kozoétt. Ezen az dton A
egységnyi folyamot atkiildve a v csicsban A-val csokkentjiik a tobbletet. A fazis elején
viszont legfeljebb 2(n + m)A az Gsszes tobblet, ezért legfeljebb 2(n + m) ilyen javitdst
végezhetiink. A fazisok szdma pedig nyilvan O(log U), tehdt az algoritmus teljes miive-
letigénye O(mlog U SP(n,m,nC)).

A helyesség beldtdsdhoz vegyiik észre, hogy mivel minden adat egész, A = 1 esetén
G2 = G,, igy az algoritmus végén a maradék hdlézat minden élére biztositjuk a redukalt
koltség optimalitési feltételt. Tehat az eredményiil kapott folyam pontosan akkor hasznal
Ujonnan hozzavett nagy koltségii €lt, ha az eredeti feladatnak nem létezik megengedett
megoldasa.

A megvaldsitds sordn azonban szerettiik volna elkeriilni a fent targyalt grafatalakitast.
Ehhez viszont médositanunk kell az algoritmust is, hiszen ebben az esetben egy adott
1épésben kivdlasztott v € S csdcsbdl kiindulva nem feltétleniil fogunk alkalmas utat
taldlni. Ilyenkor megtehetjiik azt, hogy ezt a csticsot kivessziik Sa-bdl, és csak a kovet-
kez6 fazisban probaljuk meg a tobbletét elkiildeni. Ha azonban A = 1 esetén is van ilyen
csucs, akkor a feladatnak nem létezik megengedett megoldasa.

Az 6sszehasonlitds érdekében a transzformdcié alkalmazédsaval megvaldsitottuk az ere-
deti algoritmust is. A két valtozat minden tesztadatra kozel azonos mennyiségii legro-
videbb ut-keresést végzett, viszont az eredeti algoritmus atlagosan 20 %-kal lassabbnak
bizonyult, a grafatalakitds koltségét nem szdmitva (1. szakasz).

Ezen a javitason kiviil egyéb moddositdsokat is végeztiink. Itt is alkalmaztuk az el6z6
szakaszban mdr targyalt technikat, miszerint az egyes 1épésekben nem hatdrozzuk meg
az Osszes csucsba vezet6 legrovidebb utat. Amikor az elsd w € T csucsot véglegesen
cimkézziik, akkor a Dijkstra-algoritmus futdsat megszakitjuk, és a potencidlokat az el6z6
szakaszban megadott médon véltoztatjuk meg. A gyakorlatban az is jelentds javitdsnak
bizonyult, ha a megtalalt legrovidebb utakon A egységnyi folyam helyett minden esetben
a lehetd legnagyobb folyammennyiséget kiildjiik at (amely nyilvan A és 2A kozott van).
Vegyiik észre tovabba, hogy az algoritmus helyességét nem befolyasolja, hogy a A értékét
az egyes fazisokban milyen moédon csokkentjiik. Megtehetjiik tehat, hogy nem felezziik,

hanem egy tetsz6legesen rogzitett K > 1 egésszel osztjuk el.

Ezekkel a médositasokkal a[I0l dbrdn megadott algoritmust kapjuk, amelynek helyességét
a tétel bizonyitdsdhoz hasonléan igazolhatjuk.
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procedure MODOSITOTT KAPACITASSKALAZO ALGORITMUS
z+— 0,70
e(i) < b(i) minden i € V cstcsra
A — K [logx U]
while A > 1 do
for a G2 minden (i, j) élére do
if ¢f; < 0 then
r;; egységnyi folyam kiildése az (i, j) élen
r, e, G2 frissitése
end if
end for
Sa—{ieV:ie(i) > A}
Th —{ieV:e(i) < -A}
while Sx # () and Tx # () do
egy v € Sa csucs kivalasztasa
Dijkstra-algoritmus futtatdsa a v csticsb6l indulva a G2 halézatban
a cj; redukalt €lkoltségek szerint
(az elsd T'a-beli cstucs végleges cimkézésekor befejezziik a keresést)
if nem értiink el T'A-beli csidcsot then
if A > 1 then
Sa — Sa\ {v}
ugrés a kovetkezd iterdcidba
else
kilépés, nem létezik megengedett folyam
end if
end if
legyen P egy legrovidebb tt v-bdl egy w € T)a cstcsba
for all © € V, amelyet a Dijkstra-algoritmus véglegesen cimkézett do
(i) «— m(i) — d(i) + d(w)
end for
d « min{e(v), —e(w), min{r;; : (i,j) € P}}
0 egységnyi folyam kiildése a P 1t mentén
z, e, G2, Sa, Ta és a redukalt koltségek frissitése
end while
A—A/K
end while
end procedure

10. dbra. Modositott kapacitdsskaldzo algoritmus
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3.4. Halozati szimplex algoritmus

Az el6z6 két alfejezetben bemutatott algoritmusokon kiviil megval6sitottuk a primal halé-
zati szimplex algoritmust is, amely a mérési tesztjeink alapjan egyértelmtien a leghaté-
konyabbnak bizonyult. Ennek a mddszernek kiterjedt irodalma van, melybdl elsGsorban
Ahuja, Magnanti és Orlin [2] konyvét, valamint Kelly és O’Neill [45] dolgozatat vettiik
alapul. Az utébbi online elérhets, €s az algoritmus elméleti elemzésén til pszeudoké-
dok formdjaban bemutatja egy hatékony megvaldsitds részleteit is, amelyhez képest nem
alkalmaztunk lényeges modositdsokat. Ezért hivatkozva ezen forrdsokra az alabbiakban
mindossze egy attekintést adunk a hédlézati szimplex moddszerrdl, és csak a kiilonbdzd
pivotalasi szabdlyokra tériink ki részletesebben, melyek az implementacié meghatirozé
részét képezik.

7 2

A hélézati szimplex mddszer a korldtozott véltozokat kezeld dltaldnos szimplex médszer
egy modositott védltozata, amely kihaszndlja a minimalis koltségli folyam feladat speci-
alitdsait. Az egyes véltozoknak a graf élei felelnek meg, a bazismegoldasoknak pedig
olyan feszit6fdk, amelyek élein a folyamérték tetsz6leges lehet, de a tobbi élen nulldval
vagy az él kapacitdsaval egyezik meg. Beldthatd, hogy ha egy minimalis koltségli folyam
feladatnak 1étezik optimdlis megoldésa, akkor 1étezik optimalis bazismegoldas is.

Az algoritmusban tehat mindvégig egy feszit6fat, annak élein megfeleld folyamértéke-
ket (primdl megoldas), valamint csucspotencidlokat (dudl megoldds) tartunk nyilvan, és
az egyes iterdciok sordn az aktudlis célfiiggvényértéken igyeksziink javitani. A redukalt
élkoltségek alapjan kivalasztunk egy fan kiviili élt, amely megsérti az[I.12l complemen-
tary slackness optimalitdsi feltételt, és hozzavessziik a feszit6fahoz (a bazishoz). Ezutan
bazisbol. Ezt az élcserét és a feszit6fa-szerkezet frissitését egyiitt pivotdldsnak nevezzik.
Ha a grafban mar nincs alkalmas belépd €l, akkor a taldlt megoldas optimélis.

procedure HALOZATI SZIMPLEX MODSZER

egy megengedett bazismegoldast ad6 feszitofa-szerkezet meghatarozasa

while 1étezik olyan fan kiviili é1, amely megsérti az optimalitasi feltételt do
a belépd €l kivalasztasa
a belépd €l hozzavétele a feszit6fdhoz, a kialakult kor mentén javitds,

és a kilépd él meghatdrozasa

a feszit6fa-szerkezet, a folyamértékek és a potencidlok frissitése

end while

end procedure
11. dbra. Hal6zati szimplex médszer
Az algoritmus implementicidja a feszitofa-szerkezet hatékony megvaldsitasan alapul,

ugyanis ezzel biztositjuk, hogy egy pivotdlast gyorsan el lehessen végezni. Az ehhez
kidolgozott kiillonboz6 faindexeket és azok frissitésének maddjat részletesen bemutatja
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Kennington és Helgason [46] konyve. Az egyik lehetséges mddszer — amelyet mi is meg-
valgsitottunk —, hogy minden csticshoz nyilvéntartjuk a rogzitett gyokér cstcstol vald
tavolsagat (mélységét), egy mutatét a sziilécsicséara, valamint egy olyan indexet, amely a
fa egy adott mélységi bejarasdban a kovetkez§ csicsot jeloli. Ezek felhaszndlasaval O(n)

2.2 2

id6ben meghatdrozhatjuk a kilépd élt, és elvégezhetjiik a sziikséges frissitéseket.

A halézati szimplex algoritmus tulajdonképpen a negativ kor médszer egy speciélis vélto-
zata, amelyben a nyilvantartott feszitdfa és a csticspotencidlok segitségével O(m) idGben
taldlhatunk negativ kort. Bizonyos esetekben viszont ezen nem tudunk pozitiv folyam-
mennyiséget folyatni (vagyis a kor valamely éle nem része a maradék hélézatnak), igy
ezekben az un. elfajult 1épésekben nem tudunk javitani.

Nagy méretli minimalis koltségii folyam feladatokon végzett tesztek szerint egyes prob-
Iémaosztilyok esetén a pivotdldsok tobb mint 90 %-a elfajult lehet, és az algoritmus nem
is lesz feltétleniil véges. Ezen problémék megoldédsara az un. szigori megengedett feszito-
fdk alkalmazdsa bizonyult a leghatékonyabbnak, amelyet Cunningham [16], valamint t6le
fiiggetleniil Barr, Glover és Klingman [7] javasolt. Egy megengedett feszitdfa-szerkeze-
tet akkor neveziink szigorian megengedettnek, ha minden cstcsbdl kiildhetiink pozitiv
folyammennyiséget a fa élein a gyokérbe a kapacitaskorlatok megsértése nélkiil. A kilépd
€l alkalmas megvéalasztasdval minden 1épésben szigori megengedett feszitéfat kapunk.
Belathato, hogy ez a technika biztositja az algoritmus végességét, valamint a gyakorlatban
jelent8sen csokkenti az elfajult pivotdlasok szamdt, de legrosszabb esetben ez tovabbra is
exponencidlis lehet. Adhat6k azonban olyan pivotdlasi szabdlyok, amelyekkel ez is elke-
riilhetd. Cunningham [17]], valamint késébb Goldfarb, Hao és Kai [37]] is kidolgozott ilyen
modszereket, amelyek tobbnyire azon alapulnak, hogy minden €l csak bizonyos id6ko-
zonként, periodikusan léphet be a bazisba.

3.4.1. Pivotalasi szabalyok

A hélézati szimplex algoritmus megvaldsitasdnak legkritikusabb része, hogy a pivotala-
sok sordn milyen médszerrel valasztjuk ki a belépd élt. Egyrészt ez az egyes iterdcidok
leglassabb, O(m) idejli miivelete, masrészt alapvetGen befolydsolja az iterdciok szamét.
Osszesen ot kiilonbozd pivotdldsi szabdlyt valdsitottunk meg, amelyeket az aldbbiakban
ismertetiink, al4.2.6 szakaszban pedig bemutatjuk az ezeket dsszehasonlité mérési teszt-
jeink eredményét.

Legelso €l valasztasa

A legegyszeriibb stratégia az, hogy egy rogzitett bejarasi sorrend szerint mindig a leg-
elsé élt valasztjuk, amelyre nem teljesiil az optimalitési feltétel. A gyakorlatban ezt gy
érdemes megvaldsitani, hogy minden keresést az el6z6 1épésben taldlt €l utdn kezdiink,
€s a bejards végére érve az elso €ltdl folytatjuk. Ennek a mdodszernek a legfobb eldnye,

hogy minden 1€pésben gyorsan taldl belépd élt, viszont ezzel gyakran csak viszonylag kis
mértékben tudunk javitani a célfiiggvény értékén.
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Legjobb él valasztasa

Dantzig egy mésik természetes mddszert javasolt: minden 1€pésben valasszuk azt az €lt,
amelynek redukdlt koltsége a legnagyobb mértékben sérti meg az optimalitési feltételt.
Egy ilyen élen az egységnyi folyamhoz tartoz6 javitds maximadlis, ezért varhatéan ez a
valasztds meglehetdsen kevés iteraciot eredményez, amit az altalunk végzett tesztek ered-
ményei is aldtdmasztottak. Ehhez viszont minden 1épésben meg kell vizsgalnunk az dsszes
élt, igy a szabdly Osszességében nem til hatékony.

Blokkos keresés

A blokkos keresési szabdly az el6z6 két mdédszer egyfajta 6tvozése, amelyet Grigoria-
dis [38] dolgozott ki. A cél az, hogy meglehetdsen gyorsan, de egyuttal viszonylag jo
belépd élt taldljunk, ezért minden 1€pésben az élek rogzitett méretli blokkjait nézziik at,
€s azokbdl valasztjuk ki a legjobb €lt. Minden keresést az el6z0 iterdcioban kivalasztott
€l utan inditunk, €s el6szor csak egy blokknak megfeleld szamu élt vizsgadlunk meg, majd
ha ezek kozott nincsen alkalmas €1, akkor djabb blokkokkal folytatjuk. Ezéltal minden
élt csak periodikusan valaszthatunk ki, ami Cunningham kordbban emlitett vizsgdlatai
alapjdn 4ltalaban jelentdsen csokkenti az elfajult pivotalasok szdmat.

A modszer egy fontos paramétere a blokkméret, amely egy kompromisszumot haté-
A szakaszban bemutatott mérési eredményeink alapjéan 2,/m bizonyult a legjobb
valasztasnak (ahol m az élek szama).

Jeloltlista

Egy masik gyakran alkalmazott megkozelitési mod az, hogy a valaszthat6 (jelolr) élekbdl
bizonyos id6kozonként listat épitiink, és a kovetkezd pivotdldsok sordn ebbdl valasztunk.
Mulvey [52] adta az els6 ilyen mddszert, amelynek miikodését alapvetden két paraméter
szabdlyozza: egyrészt megadjuk a jeloltlistdk maximalis méretét, masrészt azt, hogy leg-
feljebb hany iterdcion keresztiil hasznéljuk Sket. A felépitett listdkbdl mindig a legjobb
élt vélasztjuk ki, és kozben toroljiik azokat, amelyekre az el6z0 pivotdlasok kovetkezté-
ben mar teljesiil az optimalitdsi feltétel. Amikor a lista kiiiriil, vagy elérjiik a megadott
korlétot, akkor uj listat épitiink.

A tesztelés sordn ugy kaptuk a legjobb eredményeket, ha a listaméretet az élek szamanak
2 9%-ara vélasztottuk, és egy listat legfeljebb negyed ennyi iteracion keresztiil hasznaltunk.

Rendezett jeloltlista

Az el6z6 mddszer a gyakorlatban nem bizonyult hatékonynak, ezért kidolgoztuk egy javi-
tott valtozatit. Ebben a listakra csak olyan éleket vesziink fel, amelyek legalabb egy adott
mértékben megsértik az optimalitési feltételt, mdsrészt a felépitett listdkat rendezziik, igy
a kovetkezd iteraciok sordn gyorsabban tudunk vélasztani.

A mérési tesztjeink alapjan a listadk maximalis hosszat az élek szdmdnak 1 %-ara valasz-
tottuk, €s a listaépités sordn csak olyan éleket vettiink figyelembe, amelyek redukalt kolt-
ségének abszolut értéke legaldbb az eddig talalt optimalis érték 25 %-a.
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4. Tesztelés

A megvaldsitott algoritmusok paramétereinek bedllitdsdhoz, az implementacids részletek
kidolgozasdhoz, valamint a kiilonb6z6 médszerek dsszehasonlitdsdhoz szdmos sebesség-
mérési tesztet végeztiink. A programokat openSUSE 10.2 operacids rendszer alatt, gcc
4.1.2 forditoval, —O2 optimalizacié haszndlatdval forditottuk le, és a limetta.cs.elte.hu
szerveren futtattuk, amely két Intel© Xeon™ 3.20 GHz (2 MB cache) processzort és 2 GB
memoridt tartalmaz.

4.1. Tesztadatok

A haszndlt tesztfajlokat a NETGEN programmal hoztuk Iétre, amelyet 1974-ben Kling-
man, Napier és Stutz fejlesztett ki [49], és kés6bb szdmos algoritmus teszteléséhez alkal-
maztdk. A program megadott paraméterek fiiggvényében véletlen hdlézatokat general:
el8szor olyan éleket rogzit, amelyek egy megengedett folyamot biztositanak, majd az igy

P

kapott grafot bdviti véletlenszerten.

A2l tablazatban megadjuk a létrehozott tesztfajlcsoportokban szerepld halézatok szadmat
€s méretét. Az STD megnevezEsii csoportokban dltalanos minimdlis koltségl folyam fela-
datok szerepelnek, koztiik az a leggyakrabban vizsgalt 40 probléma, amelyet a NETGEN
program készitd tettek kozzé. Ezen csoportokban a termeld €s fogyasztd csicsok szdma
altaldban 100 és 1000 kozott véltozik, az 6ssztermelés tobbnyire 1-4 millid, az élek kapa-
citdsa pedig ezekhez igazodik. Az SPR és DEN halézatokat az STD3 és STD4 osztalybol
valogattuk ki: az SPR csoport 6 ritka grafbol éll, amelyekre 2n < m < 5n, a DEN cso-
port pedig 4 striibb grafbol, amelyekre 30n < m < 50n. A TRA csoport 14 szallit4si
feladatot tartalmaz (1. [L2.3] szakasz), az ASG csoport pedig 8 hozzédrendelési feladatot
(1. [L2.4] szakasz), tehdat mindkettGben péros grafok szerepelnek, és az ut6bbi esetben
minden termelés/fogyasztas érték és kapacitds egy.

Csoport db  Csiicsok szama (n) Elek szdma (m)

STD1 20 200 - 400 1000 - 5000
STD2 15 750 — 1500 3000 - 10000
STD3 15 3000 — 8000 15000 — 80000
STD4 12 10000 - 20000 50 000 — 500 000
SPR 6 5000 — 15000 15000 - 50 000
DEN 4 10000 - 15000 300000 - 500 000
TRA 14 400 - 1000 10000 - 50000
ASG 8 1000 - 2000 5000 — 25000

2. tablazat. Tesztadatok
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4.2. Algoritmusok valtozatai

A kovetkezdkben bemutatjuk €s 6sszehasonlitjuk a megvaldsitott algoritmusok kiilonboz6
paraméterértékeinek és modositdsainak gyakorlatban mért hatdsat. A megadott tabldza-
tokban mindig az egyes csoportok fajljaira kapott dgtlagos futdsi idék szerepelnek mdsod-
percben mérve (a fajl beolvasdsat és a hdldzat felépitését nem szamitva).

4.2.1. Megengedett folyam keresése

A [3 tdbldzatban 6sszehasonlitjuk a megengedett folyam keresésére adott két megol-
ddsi médszert, amelyeket a[3.2.1] szakaszban targyaltunk. A megvaldsitdshoz a LEMON
konyvtar Preflow €s Circulation osztalyait haszndltuk, amelyek nem ezen fejlesztés kere-
tében késziiltek, viszont a vizsgalt problémara a negativ kor algoritmusokban alkalmaztuk
oket.

Grdfmdsolds  Preflow  Mdsolds és  Circulation

és -dtalakitads Preflow
STDI1 0,0007 0,0003 0,0010 0,0004
STD2 0,0015 0,0009 0,0024 0,0011
STD3 0,0102 0,0130 0,0232 0,0106
STD4 0,0831 0,0584 0,1415 0,1153
TRA 0,0073 0,0031 0,0104 0,0045
ASG 0,0043 0,0008 0,0051 0,0017
Osszesen: 0,1071 0,0765 0,1836 0,1336

3. tdblazat. Megengedett folyam keresése

4.2.2. Egyszerii negativ kor algoritmus

A Ml tdblazatban bemutatjuk a[3.2.21 szakaszban ismertetett negativ kor algoritmus meg-
valésitdsa sordn alkalmazott javitasok hatdsat.

A) A Bellman—Ford-algoritmus iterdcidinak szdmat nem korldtozzuk (mindig n iterd-
ciét végziink), és minden 1épésben csak egy kor mentén javitunk.

B) A Bellman—Ford-algoritmus iterdciéinak szamat korlatozzuk (S = 2, a = %), és
minden 1épésben csak egy kor mentén javitunk.

C) A Bellman—Ford-algoritmus iterdciéinak szamat korlatozzuk (S = 2, a = %), és
minden 1épésben az dsszes megtaldlt kor mentén javitunk.
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A B C

STDI 111,76 0,28 0,28
STD2  6261,51 3,58 3,44
ASG 52,12 0,39 0,29

Osszesen: 642539 4,25 4,01

4. tablazat. Egyszer( negativ kor algoritmus javitdsainak hatasa

S és a megvdlasztasdra szamos kombinécidt kiprébaltuk, az 5l és[6l tdbldzatban néhany
jellemzd értéket kivélasztva kiilon-kiilon szemléltetjiik a két paraméter hatasat. Egyér-
telmien S = 2, o = % bizonyult a legjobbnak, ezért hasznéltuk a [l tdbldzatban ezt a
véltozatot, és a tovabbiakban bemutatott 6sszehasonlitdsokban is ez szerepel.

a=2 a=3 a=3

_5 _3 _
=3 =5 a= 2

NN

STDI1 020 028 029 031 036 041
STD2 386 3,44 473 449 6,98 10,64
ASG 033 029 028 031 031 034

Osszesen: 448 4,01 5,30 5,11 7,65 11,39

5. tdblazat. Az o paraméter hatdsa S = 2 esetén

STDI1 025 028 035 0,53
STD2 350 344 523 11,17
ASG 031 0,29 029 031

Osszesen: 4,06 4,01 5,87 12,01

3

6. tdbldzat. Az S paraméter hatdsa o = 3 esetén

4.2.3. Minimalis atlagi negativ kor algoritmus
A szakaszban bemutatott minimélis 4tlagd negativ kor algoritmus a gyakorlatban

kifejezetten lassinak bizonyult, annak ellenére, hogy a minimaélis 4tlagd kor keresésére
Karp algoritmusat hatékonyan megvaldsitottuk. A [7l tablazatban az el6z6 szakaszban
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vizsgalt egyszer( negativ kor algoritmussal hasonlitjuk 6ssze: a javitdsok nélkiili véltozat-
ndl ugyan joval gyorsabb (mivel kevesebb iteraciot végez), a javitott valtozatnal azonban
sokkal lassabb.

Minimalis dtlagii Egyszerii negativ kor algoritmus

negativ kor alg. Javitdsok nélkiil  Javitdsokkal
STD1 19,82 111,76 0,28
STD2 628,76 6261,51 3,44
ASG 119,81 52,12 0,29
Osszesen: 768,39 6425,39 4,01

7. tdblazat. A negativ kor algoritmusok dsszehasonlitdsa

4.2.4. Ismételt legrovidebb ut algoritmus

Al tablazat a[3.3.1l szakaszban ismertetett ismételt legrévidebb it algoritmus legfonto-
sabb javitdsdnak hatdsat mutatja be: az egyes 1épésekben a Dijkstra-algoritmust csak az
els6 hidnnyal rendelkez6 cstcs eléréséig futtatjuk.

Teljes futtatds Elsé taldlatig Ardny
STD1 0,065 0,015 23,08 %
STD2 0,163 0,047 28.83 %
STD3 33,274 3,248 9,76 %
TRA 5,131 0,548 10,68 %
ASG 0,658 0,026 3,95 %
Osszesen: 39,291 3,884 9,89 %

8. tablazat. Dijkstra-algoritmus futtatdsa az elsé taldlatig

4.2.5. Kapacitasskalazoé algoritmus

A B3.2] szakaszban targyalt kapacitdsskaldzé algoritmus eredeti és dltalunk kidolgozott
valtozatat a[0l tablazatban hasonlitjuk Gssze.

A Dijkstra-algoritmust ebben a mddszerben is csak az elsd megfeleld csucs eléréséig fut-
tatjuk, aminek hatdsat a[10l tablazatban szemléltetjiik. Itt is ez bizonyult a legjelent&sebb
javitdsnak.

A[LTl tablazat pedig a K skaldzasi paraméter szerepét mutatja: atlagosan K = 2és K = 3
esetén kaptuk a legjobb futdsi idoket. A tovdbbiakban mindig a K = 2 értéket hasznaljuk.
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Eredeti algoritmus Modositott viltozat Ardny
STDI1 0,018 0,015 83,33 %
STD2 0,049 0,038 77,55 %
STD3 1,545 1,075 69,58 %
STD4 15,206 12,381 81,42 %
TRA 0,344 0,302 87,79 %
ASG 0,031 0,027 87,10 %
Osszesen: 17,193 13,838 80,49 %

9. tablazat. A kapacitdsskalazé algoritmus modositdsanak hatasa

Teljes futtatas Elso taldlatig Ardny
STD1 0,078 0,015 19,23 %
STD2 0,141 0,038 27,66 %
STD3 18,486 1,075 5,88 %
TRA 2,227 0,302 13,56 %
ASG 0,484 0,027 5,58 %
Osszesen: 21,416 1,457 6,80 %

10. tablazat. Dijkstra-algoritmus futtatdsa az elsé taldlatig

K=2 K=3 K=4 K=5 K=6 K=8

STDI 0,015 0,013 0013 0,011 0,014 0,015
STD2 0,038 0,034 0,033 0,034 0,034 0,035
STD3 1,075 1,085 1,160 1,123 1,201 1,292
TRA 0,302 0298 0,321 0,304 0,286 0,301
ASG 0,027 0,028 0,027 0,027 0,028 0,027
Osszesen: 1,457 1458 1,554 1499 1563 1,670

11. tdblazat. A skdldzasi paraméter hatdsa

4.2.6. Halézati szimplex algoritmus

A2 tdblazatban, valamint a[I2l és[13l dbrdn 6sszehasonlitjuk a[3.4l alfejezetben bemu-
tatott hal6zati szimplex algoritmus kiilonbozé pivotalasi szabdlyokon alapul6 véltozatait.
Minden esetben a leghatékonyabbnak talalt implementaciot és a legjobb paraméterértéke-
ket alkalmaztuk.
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Legelsd ¢l  Legjobb él  Blokkos  Jeloltlista Rendezett

vdlasztdsa vdlasztdsa — keresés jeloltlista
STD1 0,006 0,010 0,004 0,022 0,008
STD2 0,024 0,069 0,017 0,200 0,033
STD3 0,935 2,278 0,355 0,766 0,880
STD4 3,229 53,083 1,919 111,211 2,988
SPR 1,948 4,493 0,799 13,178 2,011
DEN 3,139 58,801 1,664 120,795 2,564
TRA 0,085 0,252 0,045 0,404 0,089
ASG 0,041 0,218 0,029 0,594 0,046

Osszesen: 9,407 119,204 4,832 252,170 8,619

12. tablazat. Pivotalasi szabdlyok dsszehasonlitdsa

Egyszertisége ellenére egyértelmiien a blokkos keresés bizonyult a leghatékonyabb pivo-
talasi szabalynak, ezért szdmos tesztet végeztiink a blokkméret bedllitdsahoz. Grigoriadis
[38] az €élek szamanak 1-8,5 %-4t javasolta, mi azonban a kiilonb6z6 méretli hdlézatokra
nagyon eltérd ardny esetén kaptuk a legjobb futdsi idoket, ami a[I3] tdbldzatban is lathato.
Azt talédltuk, hogy az optimadlis blokkméret nem az élek szamdval, hanem inkdbb annak
négyzetgyokével ardnyos, a legjobb eredményeket pedig |2+/m | esetén kaptuk.

m/50 m/100 m/200 m/300 |2\/m]

STD1 0,004 0,004 0,005 0,005 0,004
STD2 0,017 0,018 0021 0025 0,017
STD3 0357 0,338 0,408 0,490 0,355
STD4 2954 2260 1,922 1,885 1919
SPR 0954 0,787 0865 1,030 0,799
DEN 2756 2014 1,652 1,666 1,664
TRA 0,045 0,046 0,052 0,055 0,045
ASG 0,028 0,031 0,036 0,041 0,029

Osszesen: 7,115 5498 4,961 5197 4,832

13. tablazat. Blokkméret hatasa blokkos keresés esetén
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12. abra. Pivotélasi szabalyok Osszehasonlitdsa (logaritmikus skdla, 3n < m < 8n)
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13. abra. Pivotélési szabalyok Osszehasonlitasa (logaritmikus skéla, 8n < m < 25n)
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4.3. Osszehasonlitis

A[l4l tdblazatban a megvalésitott 6t algoritmus legjobb valtozatat hasonlitjuk dssze. Egy-
értelmien a hdlézati szimplex mddszer bizonyult a leghatékonyabbnak, de a dudl algorit-
musok is meglehetdsen gyorsak, s6t a hozzarendelési feladatokra (ASG), ahol az Osszter-
melés, illetve az élek kapacitdsa alacsony, valamivel gyorsabbak a hal6zati szimplexnél.
A negativ kor mddszerek viszont sokkal lassabbak, ezért a nagyobb hédlézatokra nem is
futtattuk le Sket.

Egyszerii  Min. dtlagu Ismételt Kapacitds- Halozati
negativ kor  negativ kor  legrovidebb it skdldzds  szimplex

STD1 0,28 19,82 0,015 0,015 0,004
STD2 3,44 628,76 0,047 0,038 0,017
STD3 188,44 - 3,248 1,075 0,355
STD4 - - 15,869 12,381 1,919
SPR - - 4,261 1,858 0,799
DEN - - 19,887 9,211 1,664
TRA - - 0,548 0,302 0,045
ASG 0,29 119,81 0,026 0,027 0,029
Osszesen: 43,901 24,907 4 832

14. tablazat. Algoritmusok 6sszehasonlitdsa

A[l4] és[13l abrén szintén az egyes mddszerek futdsi idejét hasonlitjuk Gssze — a minimalis
atlagd negativ kor algoritmus kivételével — kiillonboz6 stiriségli hal6zatokon. Mindkét
grafikon a csucsok szdmdnak fliggvényében abrdzolja a masodpercben mért futdsi iddket.
(A haszndlt tesztfijlokat az STD csoportokbdl valogattuk ki.)
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14. abra. Algoritmusok 6sszehasonlitasa (logaritmikus skéla, 3n < m < 8n)
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15. abra. Algoritmusok 6sszehasonlitdsa (logaritmikus skéla, 8n < m < 25n)
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A fejlesztés soran kiillonosen fontos szempont volt az is, hogy a megvaldsitott méd-
szereket Osszehasonlitsuk masok altal adott implementdcidkkal. Erre a célra egyértel-
miien a széles korben ismert és alkalmazott LEDA programcsomag (www.algorithmic-
solutions.com) volt a legalkalmasabb, amely a LEMON-hoz hasonl6an szdmos adatszer-
kezet és algoritmus hatékony megvaldsitdsat tartalmazza, hasznalata azonban nem ingye-
nes. Az dsszehasonlitasok sordn a LEDA 5.0 verziét hasznéltuk, és az ezzel késziilt prog-
ramot ugyanolyan feltételek mellett forditottuk és teszteltiik, mint a sajat algoritmusokat.

A tdblazatban megadjuk a LEDA konyvtirban megvaldsitott minimadlis koltségi
folyam eljaras futasi idejét az egyes problémaosztilyokra, 0sszevetve az éltalunk adott
halézati szimplex implementdcidval. Ezen eredmények alapjan megéllapithatjuk, hogy
a hélézati szimplex a legtobb esetben hatékonyabb. Az Osszehasonlitisban a legmeg-
hatdrozébb paraméternek a graf siirlisége bizonyult: a nagyméretli és kifejezetten ritka
halézatokra, ahol az élek szama legfeljebb a cstiicsok szdmdnak 5-10-szerese (STD3,
SPR), a LEDA hatékonyabb, a kisebb méretti (STD1, STD2, TRA, ASG), valamint a
stiribb (STD4, DEN) grafokra viszont a hdlozati szimplex joval gyorsabb.

Hdlozati szimplex LEDA

STD1 0,004 0,007
STD2 0,017 0,024
STD3 0,355 0,230
STD4 1,919 2,578
SPR 0,799 0,309
DEN 1,664 3,424
TRA 0,045 0,084
ASG 0,029 0,037
Osszesen: 4 832 6,693

15. tdblazat. Hal6zati szimplex — LEDA 0sszehasonlités

A és abran adott grafikonokkal a haldzati szimplex algoritmusnak és a LEDA
eljarasdnak futasi idejét szemléltetjiik kiillonbozo stirtiségli grafokon.

A megval6sitott mddszereket kiprébaltuk az eddig targyaltaknél nagyobb tesztfajlokra is.
A legnagyobb hédlézat, amelyet a NETGEN programmal sikeriilt 1étrehoznunk, és amelyre
a leggyorsabb algoritmusok lefutottak, 50 000 csicsot €s 15 milli6 élt tartalmaz. A gra-
fot leir6 szovegfdjl mérete 400 MB, a beolvasdsa €s a hal6zat felépitése kb. 1 percet
vett igénybe, ennek ellenére a halézati szimplex algoritmus ezen is lefutott minddssze
75 masodperc alatt, a LEDA eljardsa viszont csak 5 perc alatt.

A[I8] dbrdn 50 000 cstcsot tartalmazé hal6zatokra az élek szamanak fiiggvényében abra-
zoljuk a héldézati szimplex mddszernek és a LEDA algoritmusédnak futdsi idejét.
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16. abra. Hal6zati szimplex — LEDA 6sszehasonlitds (log. skéla, 3n < m < 8n)
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17. dbra. Hal6zati szimplex — LEDA 0sszehasonlitas (log. skéla, 8n < m < 25n)

57



T T T T T
Halbzati szimplex

300 LEDA

200 —

100 | h

30 —

20 -

15 —

1 000 000 2 000 000 5000 000 10 000 000 15 000 000

18. abra. Hél6zati szimplex — LEDA 6sszehasonlitds nagy hédl6zatokon (log. skéla)
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5. Osszefoglalas

Az alabbiakban 0sszefoglaljuk munkank legfontosabb eredményeit.

— Mélyrehat6an vizsgaltuk a minimdlis koltségii folyam modell elméleti hétterét és a
kiilonb6z6 megoldasi mddszereket.

— Hérom alapvet6en kiilonb6z6 megkozelitési médot alkalmazva hatékonyan megva-
16sitottunk 6t algoritmust, illetve azok tobb véltozatét.

— Kidolgoztunk egy egyszerli negativ kor algoritmust, és a tesztelési eredmények
alapjdn meghataroztuk a paramétereinek optimalis értékét.

— Megval6sitottuk a minimalis dtlagi negativ kor algoritmust, amely er6sen polino-
midlis id6ben fut, a gyakorlatban viszont sokkal lassabbnak taléltuk a tobbi mdd-
szernél.

— Az ismételt legrovidebb tit mdédszert €s a kapacitdsskdldzoé algoritmust jelentds javi-
tdsokkal valdsitottuk meg. Egyszertiségiik ellenére mindkét implement4cié megle-
hetdsen hatékonynak bizonyult.

— A hélézat szimplex algoritmushoz megvaldsitottunk és dsszehasonlitottunk tobb-
féle pivotalasi stratégiit. A legjobb futdsi idoket a blokkos keresés, valamint a ren-
dezett jeloltlistdkat haszndld, dltalunk kidolgozott szabaly eredményezte. Az el6bbi
modszer alapos tesztelése alapjan arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy az éltala-
nos gyakorlattal ellentétben a blokkméretet nem az élek szamdval, hanem annak
négyzetgyokével ardnyosan érdemes megvélasztani.

— A fenti szabdlyt alkalmazva egyértelmden a hal6zati szimplex algoritmus bizonyult
a leghatékonyabbnak az dltalunk megvalositott médszerek koziil. A legtobb esetben
gyorsabb a széles korben alkalmazott LEDA programkonyvtar minimélis koltségi
folyam eljdrasanal is. Altaldban elmondhat6, hogy a nagyméretii és elég ritka gra-
fokon hatékonyabb a LEDA, ellenben a kisebb hdlézatok, valamint a nagyméret,

sy

de stirtibb halozatok esetén a haldzati szimplex gyorsabb.

A fejlesztés sordn késziilt C++ forrasfdjlok bekeriiltek a LEMON programkonyvtarba
(http://lemon.cs.elte.hu).
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